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PREFAZIONE ALL'EDIZIONE ITALIANA 


L'edizione italiana del libro di Oppenheim e Schafer potrà essere utile 
a quanti, soprattutto a livello universitario, hanno bisogno di una prepara- 
zione di base nel campo della elaborazione numerica dei segnali per poter 
usare a questo scopo, in modo consapevole e creativo, i calcolatori e i vari 
altri dispositivi numerici che la tecnologia elettronica rende oggi disponibili. 
Ci sembra che proprio la crescente diffusione e il miglioramento nelle pre- 
stazioni (cioè costo, velocità, dimensioni) di tale tecnologia sottolincino il 
valore formativo di un libro come questo, che non è soppetto a « invecchia 
mento », in quanto è dedicato ai fondamenti dei segnali e sistemi discreti 
c non a particolari tecnologie realizzative. Non a caso il libro è stato già 
adottato con successo in più di cento università degli Stati Uniti. C'è da 
dire piuttosto che il libro non pretende di coprire l'intera arca della teoria 
dei sepnali e sistemi disereti e che, da quando: è stato scritto, si sono pur 
verificati degli interessanti sviluppi in alcuni settori dell'elaborazione nume. 
rica dei segnali. A questi, che possiamo considerare limiti del libro, e che 
meglio potrebbero chiamarsi delimitazioni, accenneremo ora brevemente, 
anche perché non ci sembra utile sottolincarne ulteriormente i pregi. A parte 
approfondimenti teorici in argomenti particolari, un fatto importante di 
questi ultimi anni è stato l'avvicinamento delle comunicazioni ce dei con- 
trolli in settori come l'identificazione e la stima. Da questo punto di vista, 
mancano nel libro un'introduzione alla rappresentazione dci sistemi discreti 
mediante variabili di stato e tutto l'argomento del filtraggio ottimo e della 
stima lineare di parametri, inclusa la stima dello spettro mediante modelli 
autorepressivi, Altri sviluppi, successivi alla stesura di questo libro, ripuar- 
dano le tecniche di elaborazione in parallelo e il campo cui esse particolar 
mente si prestano, cioè il trattamento delle immagini. Inoltre, si può citare 
ancora l’uso di trasformate diverse da quella di Fourier nella rappresenta 
zione dei segnali, c i corrispondenti alporitmi di trasformazione veloce. 

Qualche parola, infine, su alcune scelte riguardanti la traduzione. 
Innanzitutto si è deciso di rendere l'inglese digital non con un neologismo 
(« digitale ») ma con l'aggettivo « numerico » che è di significato sostanzial 
mente uguale e di uso diffuso nella letteratura tecnica. Tale scelta È stata 
mantenuta anche per dizioni non proprio felici (come in « rete numerica »). 
dove comunque il contesto è più che sufficiente a chiarire il significato. 
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Per il resto, si è cercato dî rimanere fedeli al testo americano, nei limiti di 
una buona comprensibilità. dell'italiano, aggiungendo talora tra parentesi 
l’espressione (ad es.: hardware), nei casi in cui, essendo probabilmente nota 
al lettore, costituisce un aiuto alla comprensione del testo. 

Desideriamo infine ringraziare pubblicamente gli amici e colleghi del- 
l’Istituto di Elettrotecnica Pimo Casalino, Franco Davoli, Giuseppe Marino 
e Carmelina Ruggiero, che ci hanno seguito in questa nostra traduzione 
rendendola con i loro commenti migliore e meno faticosa. 


Carlo Braccini - Giuseppe Gambardella 
Istituto di Elettrotecnica dell’Università di Genova 


PREFAZIONE 


Questo volume trae origine dalle nostre attività didattiche e di ricerca 
nel campo dell’elaborazione numerica dei segnali ed è pensato soprattutto 
come libro di testo per un corso universitario del penultimo o ultimo anno. 
Il libro è in effetti basato sulle dispense che qualche anno fa sono state 
usate per un corso introduttivo (di durata semestrale) presso il Diparti- 
mento di ingegneria elettrica del Mit, nonché per un corso di istruzione per- 
manente presso i Laboratori Bell. Le stesse dispense sono inoltre state usate, 
per tre anni, in un corso estivo di due settimane, sempre presso il Mit, c, 
in una forma successivamente ampliata, in corsi semestrali presso numerose 
altre università degli Stati Uniti. 

Un tipico corso semestrale dovrebbe trattare in maniera completa e 
approfondita i capitoli 1,2 e 3, e includere alcuni arpomenti di base conte- 
nuti nei capitoli 4,5, 6 e 7. I resto del libro, integrato con altro materiale, 
costituisce la base per un corso semestrale successivo, dedicato ad argo 
menti di carattere avanzato e ad applicazioni. 

Per apprendere bene il tipo di argomenti trattati in questo libro è fon- 
damentale sviluppare la capacità di ricavare nuovi risultati e di applicare i 
risultati alla soluzione di problemi reali. Perciò una parte notevole del libro 
è costituita da circa 250 problemi proposti come esercizi. Il loro scopo è 
quello di estendere i concetti presentati nel testo, approfondire alcuni risul. 
tati in esso semplicemente citati e illustrare numerose applicazioni a pro- 
blemi pratici. Le soluzioni degli esercizi possono essere richieste dai docenti 
all'editore. È stato anche preparato un corso di auto-istruzione (con lezioni 
registrate su « video-tape » c una guida allo studio) da usare unitamente a 
questo libro. Informazioni più precise su questo materiale possono essere 
ottenute dal Mit Center for Advanced Fnpincering Study. 

Nello scrivere il libro si è assunto che il lettore sia in possesso delle 
nozioni fondamentali di analisi matematica (compresa un'introduzione alla 
teoria delle variabili complesse) c di teoria dei sistemi lineari per segnali a 
tempo continuo (comprese le trasformate di Laplace e di Fourier), del tipo 
di quelle fornite in numerosi corsi di laurea in ingegneria. A_parte queste 
nozioni di base, il libro è autosufliciente e, in particolare, non presuppone 
che il lettore abbia conoscenze riguardanti i segnali a tempo discreto, le 
trasformate 2 e le trasformate di Fourier discrete. 
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Nel cap. 1 si comincia col definire i segnali a tempo discreto e la 
classe dei sistemi lineari invarifnti alla traslazione. Viene poi illustrata la 
rappresentazione di questa classe di sistemi sia nel dominio del tempo, 
usando la somma di convoluzione, che in quello della frequenza, 
usando la trasformata di Fourier. Nel cap. 2 l’uso della trasformata di Fou- 
rier viene generalizzato trattando la rappresentazione di segnali e sistemi 
a tempo discreto mediante trasformata z. La maggior parte del cap. 2 riguar- 
da la definizione e le proprietà della trasformata z e la rappresentazione 
della funzione di trasferimento dei sistemi lineari invarianti alla traslazione. 
Sia il primo che il secondo capitolo si chiudono con una breve generalizza- 
zione al caso bidimensionale dei concetti sviluppati per i segnali monodi- 
mensionali. Il cap. 3 è dedicato alla trasformata di Fourier discreta. Questa 
trasformazione costituisce la base di molte tecniche di elaborazione nume- 
rica dei segnali ed è un concetto intrinsecamente legato al tempo discreto. 
Oltre ad illustrare la trasformata di Fourier discreta e le sue proprietà, si 
introduce il metodo di esecuzione della convoluzione discreta mediante la 
trasformata di Fourier discreta. Si può quindi dire che i primi tre capitoli 
presentano i concetti fondamentali nella rappresentazione dei segnali a 
tempo discreto. 

Mentre nel cap. 1 viene introdotta la classe dei sistemi lineari invarianti 
alla traslazione rappresentabili con equazioni lineari alle differenze a cocf- 
ficienti costanti, nel cap. 4 viene discussa la realizzazione di tali sistemi con 
reti numeriche costituite da sommatori, elementi di ritardo e moltiplicatori 
per costanti. Buona parte del capitolo è dedicata alla presentazione di molte 
tra le più importanti strutture dci filtri numerici. La rappresentazione ma- 
triciale e quella con i grafi di flusso introdotte in questo capitolo si conclu- 
dono poi con una teoria delle reti numeriche, che comprende una discussione 
del teorema di Tellegen per le reti numeriche e alcune relazioni di sensitività 
di rete che ne discendono. 

Nel cap. 5 sono sviluppati i concetti fondamentali per il progetto dei 
filtri numerici con la presentazione dei metodi di progetto più comuni e 
più utili, che comprendono sia metodi analitici che tecniche cosiddette algo- 
ritmiche, cioè assistite da calcolatore. 

Nella teoria dei sistemi lineari a tempo continuo, la trasformata di 
Fourier è soprattuto uno strumento analitico per la rappresentazione di 
segnali e sistemi. Nel caso a tempo discreto, invece, molti sistemi e algo- 
ritmi di elaborazione dei segnali richiedono il calcolo esplicito della tra- 
sformata di Fourier, Nel cap. 6 vengono discusse appunto le tecniche di 
calcolo della trasformata di Fourier discreta e la maggior parte della discus- 
sione verte sugli algoritmi di trasformata di Fourier veloce per sequenze 
sia monodimensionali che multidimensionali. 


Nel cap. 7 viene introdotta la trasformata di Hilbert discreta. Tale tra- 
sformata risulta utile in numerose applicazioni, come il filtraggio inverso, 
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la rappresentazione complessa di segnali reali passa-banda e molte altre. 
Essa assume anche particolare importanza per una classe di tecniche di ela- 
borazione dei segnali che va sotto il nome di filtraggio omomorfo ed è di- 
scussa nel cap. 10. 


Nella trattazione svolta nei primi sette capitoli si assume che i segnali 
a tempo discreto con cui si ha a che fare siano segnali deterministici. Un’al- 
tra classe importante di segnali a tempo discreto è tuttavia quella dei segnali 
casuali, caratterizzati fondamentalmente dalle proprietà di opportune medie, 
come la funzione di correlazione e la sua trasformata di Fourier, cioè la 
funzione di densità spettrale. Nel cap. 8 vengono presentati, perciò, alcuni 
concetti di base sui segnali discreti casuali, che vengono poi utilizzati nel 
cap. 9. In tutta la trattazione svolta fino a tale capitolo si assume che i segna- 
li siano discreti in tempo ma continui in ampiezza. Quando però si rappre- 
sentano dei segnali su calcolatori (0 dispositivi particolari) numerici, occorre 
quantizzare le ampiezze. L'effetto di questa quantizzazione dipende forte- 
mente dalla scelta dell'aritmetica e dalla lunghezza di parola, nonché dalla 
particolare applicazione. Molti degli effetti della lunghezza finita dei regi- 
stri possono essere caratterizzati usando i risultati del cap. 8, e, infatti, nel 
cap. 9 viene esaminata la rappresentazione di tali effetti in termini di rumo- 
re additivo, sviluppando l'analisi sia per il filtraggio numerico che per gli 
algoritmi di trasformata di Fourier veloce. 

IL cap. 10 è dedicato a quella classe di tecniche di elaborazione dei 
sepnali nota come filtraggio omomortfo, Queste tecniche, pur non essendo 
lineari, sono basate su una generalizzazione delle tecniche lincari su cui si 
incentrano i primi capitoli del libro, e possono essere capite in base ai con- 
cetti discussi nei capitoli precedenti. Quindi, oltre a introdurre una nuova 
classe di tecniche di elaborazione dei segnali, questo capitolo mostra anche 
come possono essere utilizzati, in modo piuttosto elaborato, molti dei ri- 
sultati precedentemente ricavati in questo stesso libro. Inoltre, sempre nel 
cap. 10, vengono mostrate alcune applicazioni dell'elaborazione omomorfa 
dei segnali, con lo scopo di fornire al lettore un'indicazione delle ampie 
possibilità applicative offerte in generale dall'elaborazione numerica dei 
segnali. 

L'ultimo capitolo, il cap. 11, riguarda un’altra importante classe di 
applicazioni delle tecniche di elaborazione numerica dei segnali, e cioè la 
stima dello spettro di potenza di un segnale casuale, per la quale risultano 
utili molte delle tecniche discusse nel corso del libro. Tale capitolo, tuttavia, 
non pretende di essere di più di un'introduzione elementare a un problema 
molto complesso. 

Nella scelta e nella preparazione del materiale presentato abbiamo 
cercato di concentrare l'attenzione sui principi fondamentali che possono 
trovare vasta applicazione nei diversi campi duve è necessaria l'elaborazione 
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dei segnali, evitando d'altro lato quei dettagli che ci sembravano eccessivi 
per un libro come questo. MOlti di tali dettagli, nonché ulteriori applica- 
zioni, si possono trovare nel libro di Rabiner e Gold * edito contempora- 
neamente al nostro. 

Durante tutta la preparazione di questo libro ci siamo giovati della 
stretta collaborazione di nunferose persone che ci riteniamo fortunati di 
poter annoverare come colleghi e amici. In particolare, buona parte del 
libro risente fortemente dell'attività svolta in comune, o a stretto contatto, 
con il Dr. B. Gold e C.M. Rader del Lincoln Laboratory del Mit, con il 
Dr. J.L. Flanagan, il Dr. J.F. Kaiser e il Dr. L.R. Rabiner dei Laboratori 
Bell, e con il Prof. T.G. Stockam, Jr., dell'Università di Utah. Il Dr. Gold e 
il Dr. Flanagan, in particolare, non solo hanno influenzato direttamente il 
libro, ma hanno anche contribuito profondamente alla crescita personale e 
professionale rispettivamente di A.V.O, e di R,W.S.: ci è gradito ricono- 
scere qui il nostro debito verso di loro. Inoltre uno di noi due (R.W.S.) ha 
avuto una lunga e fruttuosa collaborazione di ricerca con il Dr. L.R. Rabi- 
ner, che ha portato contributi di vario tipo a questo libro. 

Altri significativi contributi sono venuti anche dai nostri studenti. In 
particolare, il Dr, R, Mersercau è stato di aiuto nell'insegnamento del corso 
al Mit ed è stato anche il nostro miglior critico: i suoi meditati commenti 
hanno migliorato notevolmente il libro. Anche il Dr. R.E. Crochiere ha col. 
laborato all'insegnamento del corso ed ha fornito molti utili suggerimenti. 
Inoltre, il lavoro di ricerca svolto durante la sua tesi è stato utilizzato nello 
scrivere il cap. 4. D. Johnson, M.R. Portnoff e V. Zue, nella loro qualità 
di assistenti del corso, hanno portato un contributo di critica costruttiva e 
di correzioni che hanno migliorato il libro. H. Hersey, oltre a lavorare come 
assistente, ha preparato le soluzioni dei problemi proposti. 

Molti altri nostri studenti, come anche studenti e professori di altre 
Università, hanno letto e criticato varie versioni del testo. 1 loro commenti, 
di cui li ringraziamo, sono stati molto utili. Desideriamo anche ringraziare 
S. Bates, J. Dubnowski, R. Kuc, G. Kopec, }. McClellan, E. Singer, B. Stuck 
e alcune delle persone citate prima, per l'aiuto datoci nella correzione delle 
bozze. 

Vogliamo qui ringraziare il Mit e i Laboratori Bell per averci fornito 
sia aiuto materiale che un ambiente stimolante dove hanno potuto svilup- 
parsi le idee di questo libro. Una parte del libro è stata scritta mentre uno 
degli autori (A.V.O.) era « Guggenheim Fellow » al Laboratorio di ricer- 
che sulla voce dell'Università di Grenoble in Francia. Siamo grati alla Fon- 
dazione Guggenheim per il contributo ed al Laboratorio di ricerche sulla 
voce per l'ospitalità fornita in tale periodo. 


* L.R. Rabiner e B. Gold, Theory and Application of Digital Signal Processing, 
Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1975. 
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Infine ringraziamo la Sig.na Judy Johnson, per l’aiuto datoci durante 
la preparazione del manoscritto, e la Sig.na Monica Edelman, la Sig.ra 
Anita Caswell e la Sig.ra Monica Pettyjohn per il loro contributo alla pre- 
parazione delle versioni preliminari del libro. 


Alan V. Oppenheim - Ronald W. Schafer 


INTRODUZIONE 


L'elaborazione numerica* dei segnali, una disciplina che affonda le 
sue radici nelle matematiche del XVII c XVIII secolo, è diventata oggi 
un importante strumento di lavoro in una quantità di settori diversi della 
scienza e della tecnologia. Le tecniche e le applicazioni di questa disci- 
plina, mentre da un Tato risalpono a Newton e a Gauss, sono al tempo 
stesso intimamente connesse ai moderni calcolatori numerici ce ai circuiti 
integrati. 

L'elaborazione numerica dei segnali «i occupa. della rappresenta 
zione dei segnali mediante sequenze di numeri o simboli e della elabora 
zione di tali sequenze. Lo scopo di questa claborazione può essere quello 
di stimare dei parametri caratteristici di un segnale o quello di trasfor- 
mare un segnale in una forma che per qualche motivo risulta più vantag- 
giosa. Le tecniche dell'analisi numerica classica, come quelle che servono 
per l’interpolazione, l'integrazione e la derivazione, sono certamente algo- 
ritmi dell'elaborazione numerica dei segnali. D'altra parte, la disponibi- 
lità di calcolatori numerici molto veloci ha incoraggiato lo sviluppo di 
alporitmi di elaborazione sempre più complessi e sofisticati, e inoltre i 
recenti progressi nella tecnologia dei circuiti integrati fanno prevedere 
realizzazioni economiche di sistemi molto complessi di elaborazione nume- 
rica dei segnali. 

L'elaborazione dei segnali, in pererale, ha una ricca storia, e la sua 
importanza è evidente in campi molto diversi come l'ingegneria biomedica, 
l'acustica, le tecniche sonar e radar, la sismologia, la comunicazione del 
parlato e quella dei dati, la fisica nucleare, e molti altri campi. In diverse 
applicazioni, come, per esempio, nelle analisi elettroencefalografiche (EEG) 
ed elettrocardiografiche (ECG), o in sistemi per la trasmissione o il rico- 
noscimento del parlato, l’obiettivo può essere quello di estrarre alcuni 
parametri caratteristici del segnale. In alternativa, lo scopo può essere 
quello di separare il segnale utile da altri segnali che interferiscono (« ru- 
more »), oppure quello di modificare il segnale per presentarlo in una 


* Per la traduzione dell'aggettivo digital del testo americano è stato preferito, 
qui e nel sepuito, il termine « numerico » al neologismo « digitale », in quanto È 
adegunto nel significato © più comunemente usato nella Tetteratura tecnica in ita 
liano (#m.d.t.). 


18 


- 

forma che sia più facilmente interpretabile da un esperto. Come ulteriore 
esempio, si consideri il caso dà un segnale trasmesso attraverso un canale 
di telecomunicazioni. Questo segnale risulta generalmente perturbato in 
una quantità di modi che includono la distorsione del canale, l’attenua- 
zione e l'inserimento del rumore di fondo. Uno degli obiettivi del ricevi- 
tore è quello di compensare tutti questi disturbi. In ogni caso, si richiede 
una elaborazione del segnale di ricezione. 

I problemi di elaborazione dei segnali non si limitano, ovviamente, 
al caso di segnali monodimensionali. Molte applicazioni di elaborazione 
delle immagini richiedono l’uso di tecniche di elaborazione di segnali bidi- 
mensionali. Valgano come esempi i problemi dell’analisi e del migliora- 
mento (« enhancement ») di radiografie, di fotografie aeree per la rive- 
lazione di incendi di foreste, danni a raccolti, o condizioni metereologiche, 
e di trasmissioni televisive da sonde lunari o nel lontano spazio. Tecni- 
che di elaborazione di segnali multidimensionali sono anche utilizzate per 
l'analisi di dati sismici in relazione a terremoti, ricerche di giacimenti 
petroliferi e controllo di esperimenti nucleari. 

Fino a pochi anni fa l'elaborazione dei segnali è stata attuata usando 
tipicamente: strumentazione analogica. Alcune eccezioni si chbbero già 
negli anni '50, specialmente là dove si richiedeva un'elaborazione parti- 
colarmente sofisticata. Questo è accaduto, ad esempio, per l’analisi di certi 
dati geofisici che venivano registrati su nastro magnetico per poi clabo- 
rarli su grandi calcolatori numerici. Questo tipo di problemi costituisce 
uno dei primi esempi di trattamento di segnali usando i calcolatori nume- 
rici. Questa elaborazione non poteva generalmente essere svolta in tempo 
reale; per esempio occorrevano minuti, o anche ore, di tempo al calco- 
latore per elaborare talora solo pochi secondi di dati, Pur con questa limi- 
tazione, la flessibilità del calcolatore numerico rendeva questa alternativa 
assai attraente. 

Durante questo stesso periodo si sviluppò anche un altro modo di 
usare i calcolatori numerici nella elaborazione dei segnali. Grazie alla 
flessibilità dei calcolatori numerici si dimostrò infatti utile in molti casi 
simulare un sistema di elaborazione di segnali su calcolatore numerico, 
prima di passare alla sua realizzazione con circuiti analogici. In questo 
modo un nuovo algoritmo, o sistema, di elaborazione poteva essere stu- 
diato sperimentalmente e in modo flessibile, prima di impegnare risorse 
economiche e tecniche nella sua costruzione. Esempi tipici sono state le 
simulazioni dei « vocoder » sviluppate presso il « Lincoln Laboratory » 
e i « Bell Laboratories ». Nella realizzazione di un « vocoder » a canali 
analogico, le caratteristiche dei filtri spesso influiscono in modo non pre- 
vedibile sulla qualità del segnale voce risultante. Ebbene, queste carat- 
teristiche dei filtri venivano messe a punto attraverso simulazioni su cal- 
colatore e la qualità del sistema poteva essere valutata prima della costru- 
zione del dispositivo analogico. 
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In tutti gli esempi citati sopra di claborazione di segnali fatta me- 
diante calcolatori numerici, il calcolatore offriva indubbiamente enormi 
vantaggi di flessibilità. Tuttavia non sempre l'elaborazione poteva essere 
svolta in tempo reale. Di conseguenza l'atteggiamento prevalentemente 
sviluppatosi in quegli anni è stato quello di usare il calcolatore numerico 
per approssimare, o simulare, un sistema analogico di elaborazione di 
segnali. Questo atteggiamento ha fatto sì che i primi lavori sul filtraggio 
numerico riguardassero soprattutto i diversi modi di programmare un 
filtro in modo che la sequenza convertitore analogico/numerico-filtro nu- 
merico-convertitore numerico/analogico approssimasse un buon filtro ana- 
logico. L'idea, infatti, che i sistemi numerici potessero essere usati prati- 
camente per la effettiva e diretta elaborazione dei segnali (per la voce, il 
radar o altre applicazioni) sembrava allora molto azzardata. Velocità, 
costo e dimensioni erano, ovviamente, tre importanti fattori a favore del- 
l'uso di componenti analogici. 

Man mano che i segnali venivano elaborati su calcolatori numerici, 
si sviluppava tuttavia una naturale tendenza a sperimentare alporitmi di 
elaborazione di sepnali sempre più sofisticati. Aicuni di questi alporitmi 
nacquero come prodotti diretti della flessibilità del calcolatore numerico 
e non sembravano avere alcuna possibilità di realizzazione pratica nella 
strumentazione analogica. Così molti di questi algoritmi erano conside- 
rati interessanti, ma, in un certo senso, poco utili. Un esempio di una 
classe di alporitmi di questo tipo fu l'insieme delle tecniche indicate col 
nome di « cepstrum » ce filtraggio omomorfo. Fra stato dimostrato in 
modo inequivocabile su calcolatore che queste tecniche potevano essere 
vantappiosamente applicate per sistemi di compressione di banda nel par- 
lato, sistemi per li deconvoluzione e per la rimozione di echi, La messa 
in opera di queste tecniche richiede il calcolo esplicito della trasformata 
inversa di Fourier del logaritmo della trasformata di Fourier dell'ingresso. 
La precisione e la risoluzione necessarie nel calcolo della trasformata di 
Fourier erano tali da escludere l'uso degli analizzatori di spettro analogici. 
Ostacoli di questo tipo fornivano quindi un'ulteriore spinta alla realizza 
zione in modo del tutto numerico di sistemi di elaborazione dei segnali. 
Cominciò pertanto un lavoro attivo di ricerca su « vocoder » e analizzatori 
di spettro numerici ed altri sistemi completamente numerici, nella spe- 
ranza che alla fine tali sistemi sarebbero diventati pratici e convenienti. 

Lo sviluppo di un nuovo modo di considerare l'elaborazione nume- 
rica dei segnali fu anche accelerato dalla scoperta, nel 1965, di un algo- 
ritmo efficiente per il calcolo delle trasformate di Fourier. Questa classe 
di algoritmi è conosciuta con il nome di trasformata di Fourier veloce 0 
FFT (« Fast Fourier Transform »). Le sue implicazioni si dimostrarono 
importanti da diversi punti di vista. Numerosi algoritmi di claborazione 
dei segnali che erano stati sviluppati su calcolatori numerici richiedevano 


20 


=, ° 
tempi di elaborazione che superavano di parecchi ordini di grandezza il 
tempo reale, Spesso ciò dipendgva dal fatto che l’analisi spettrale era una 
parte importante dell’elaborazione e non si conosceva nessun mezzo effi- 
ciente per realizzarla. La trasformata di Fourier veloce veniva a ridurre il 
tempo di calcolo della trasformata di Fourier di diversi ordini di gran- 
dezza, Ciò permise la realizzazione di algoritmi sempre più sofisticati per 
il trattamento dei segnali con tempi di elaborazione che consentivano l’in- 
terattività con il sistema. Inoltre, avendo compreso che l'algoritmo della 
trasformata di Fourier veloce poteva in effetti realizzarsi mediante cir- 
cuiti id esso specificamente dedicati, molti algoritmi di elaborazione dei 
segnali che fino ad allora erano sembrati « non pratici » cominciavano a 
potersi realizzare grazie proprio a circuiti (logici) specializzati. 

Un'altra importante implicazione dell'algoritmo della trasformata di 
Fourier veloce dipendeva dal suo essere fin dall'origine un concetto a 
tempo disereto. Fsso, infatti, mirava al calcolo della trasformata di Fou- 
rier di un segnale a tempo discreto ovvero di una sequenza, ed implicava 
proprietà e formalismi matematici esatti nel dominio del tempo discreto. 
Non si trattava dunque di una semplice approssimazione della trasformata 
di Fourier nel dominio del tempo continuo. Ciò si dimostrò importante 
perché ne seguì uno stimolo a riformulare molti concetti e algoritmi di 
elaborazione dei segnali nel formalismo adatto al tempo discreto, di modo 
che queste tecniche formarono un insieme esatto di relazioni nel nuovo 
dominio. Ci si allontanava così dall'idea che l'elaborazione dei segnali su 
un calcolatore numerico fosse semplicemente un’approssimazione delle 
tecniche di elaborazione dei segnali analogici. Con questo cambiamento 
di punto-di vista si affermava un forte interesse nel nuovo, 0 rinato, campo 
dell'elaborazione numerica dei segnali. 

Le tecniche e le applicazioni dell’elaborazione numerica dei segnali 
vanno espandendosi ad un ritmo straordinario. Con l'avvento dell’intesra- 
zione su larga scala e la consepuente riduzione nei costi e nelle dimensioni 
dei componenti (insieme alla aumentata velocità), la classe delle applica 
zioni delle tecniche di elaborazione numerica si allarga continuamente. È 
oggi possibile realizzare filtri numerici specializzati funzionanti a velocità 
di campionamento nella fascia dei megahertz. Sono anche disponibili in 
commercio elaboratori specializzati che realizzano la trasformata di Fou 
rier veloce, per elevati flussi di dati. Semplici filtri numerici sono stati rea- 
lizzati con un unico circuito integrato. Per quanto riguarda i sistemi di 
compressione di banda del parlato, l'orientamento attuale è pressoché una 
himemente diretto verso realizzazioni tutte numeriche. prazie alla Toro 
attuale maggiore praticità. Gli elaboratori numerici si trovano anche ad 
essere parte integrante di numerosi sistemi moderni di radar e sonar. C'è 
da aggiungere che, oltre ai circuiti specializzati per l'elaborazione nume- 
rica dei segnali, sono oggi disponibili speciali calcolatori programmabili 
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la cui architettura è specificamente adattata a problemi di elaborazione 
numerica di segnali. Tali calcolatori stanno trovando applicazioni sia nel- 
l'elaborazione dei segnali in tempo reale, sia per simulazioni in tempo 
reale orientate allo sviluppo di circuiti logici specializzati. 


L'importanza dell’elaborazione numerica dei segnali sembra crescere 
continuamente senza nessun segno evidente di saturazione. In effetti lo 
sviluppo futuro di questo campo si annuncia ancora più straordinario di 
quello che abbiamo appena descritto. L'impatto delle tecniche di elabora- 
zione numerica dei segnali promuoverà senza dubbio eccezionali progressi 
in alcuni campi di applicazione. Un esempio notevole è il campo della tele- 
fonia, dove le tecniche numeriche fanno intravvedere un vero e proprio 
salto di economia e flessibilità nella realizzazione dei sistemi di commu- 
tazione e trasmissione. 

Proprio per Ia direzione dell'evoluzione di questo campo, noi siamo 
convinti che le tecniche di elaborazione numerica dei segnali debbano 
essere studiate e considerate per se stesse piuttosto che come un'approssi- 
mazione all'elaborazione analogica. In questo libro noi partiamo dall'ipo- 
tesi che il lettore abbia familiarità con la rappresentazione dei sepnali e Ta 
teoria dei sistemi lincari a tempo continuo. Cominciamo pertanto il primo 
capitolo definendo l'insieme dei segnali e sistemi di cui ci occupiamo e di 
lì sviluppiamo le nostre tecniche. La maggior parte della nostra enfasi è 
sulla classe dei sistemi lineari invarianti alla traslazione, che corrispon- 
dono ai sistemi lincari tempo-invarianti del caso continuo. Nel capitolo 10, 
tuttavia, prenderemo in considerazione una generalizzazione di questa 
classe di sistemi. 

Nella presentazione degli argomenti abbiamo fatto uno sforzo consa- 
pevole per evitare di introdurre forzatamente nel quadro dell'elaborazione 
numerica dei segnali concetti che sono propri dell'elaborazione analogica. 
Risulterà tuttavia evidente fin dai primi capitoli che molte delie idee e dei 
risultati relativi all'elaborazione numierica dei segnali hanno il loro corri 
spondente nell'elaborazione analogica. La convoluzione, per esempio, è 
uno strumento importante nella rappresentazione dei sistemi lincari inva- 
rianti alla traslazione. Analogamente un ruolo essenziale è giocato dal 
dominio delle frequenze e dall'analisi di Fourier. Ma, oltre alle forti somi- 
glianze, fra le impostazioni analogica e numerica esistono anche forti e 
importanti differenze. Per questo, benché le conoscenze preesistenti di cla- 
borazione analogica possano a volte tornare utili, vogliamo mettere in 
guardia il lettore dal lasciarsi fuorviare da tali conoscenze e intuizioni 
nella comprensione dell'elaborazione mimerica dei segnali. 

Sebbene l'elaborazione numerica dei segnali sia un campo di cono- 
scenze dinamico e in rapida espansione, si può dire che le sue basi sono 
ben formulate. Molte di queste basi hanno origine nell'analisi numerica 
classica sviluppata nel 1600. Importanti rifiniture delle tecniche fonda- 
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mentali dell’elaborazione numerica dei segnali si devono allo sviluppo 
e al trattamento dei sistemi di ‘dbntrollo a dati campionati degli anni 1940 
e 1950, ed altre allo sviluppo dell’elaborazione numerica dei segnali nella 
sua forma recente. Gli argomenti presentati in questo libro sono stati scelti 
in modo da mettere il lettore in grado di sviluppare una solida base nei 
fondamenti di questo campo e &minciare ad apprezzarne l'ampio spettro 
di applicazioni e le tendenze future. 


1. SEGNALI E SISTEMI A TEMPO DISCRETO 


1.0 INTRODUZIONE 


Un segnale può essere definito come una funzione 0 una grandezza 
che contiene informazione, in penerale riguardo allo stato 0 al comporta 
mento di un sistema fisico. Anche se i segnali possono essere rappresen- 
tati in molti modi, l'informazione è sempre contenuta nelle variazioni di 
una o più prandezze in qualche dominio. Per esempio, il segnale può 
essere costituite dall'insieme delle variazioni di una grandezza nel tempo 0 
nello spazio. 

Matematicamente i segnali sono rappresentati come funzioni di una o 
più variabili indipendenti. Per esempio, un segnale vocale può essere rap- 
presentato matematicamente come una funzione del tempo ed una foto- 
grafia può essere rappresentata come una luminosità funzione di due varia- 
bili spaziali. È convenzione diffusa, e sarà seguita in questo libro, consi- 
derare il tempo come la variabile indipendente della rappresentazione ma- 
tematica di un segnale, anche se in realtà tale variabile può non essere 
il tempo. 

La variabile indipendente della rappresentazione matematica di un 
segnale può essere continua o discreta. Segnali a tempo continuo sono 
segnali definiti su un insieme temporale continuo e perciò sono rappre- 
sentati da funzioni di variabile continua. Segnali a fempo discreto sono 
quelli definiti su un insieme discreto di tempi e quindi la variabile indi- 
pendente assume solo valori discreti; in altri termini, i segnali a tempo 
discreto sono rappresentati come sequenze di numeri. Come vedremo in 
seguito, segnali come il parlato 0 le immapini possono avere una rappre. 
sentazione in termini di variabile continua oppure di variabile discreta e, 
se valgono certe condizioni, queste rappresentazioni sono del tutto equi- 
valenti. 

Oltre al fatto che le variabili indipendenti possono essere continue 
o discrete, anche il valore del segnale può essere continuo o discreto. 
Segnali numerici sono quelli per cui sia il tempo che l'ampiezza sono 
discreti. ] segnali a tempo continuo c ad ampiezza continta sono a volte 
chiamati segnali analogici. 
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In quasi tutti i settori della scienza e della tecnologia occorre elabo- 
rare dei segnali per facilitare ‘Restrazione di informazione. Perciò lo svi- 
luppo di tecniche e sistemi di elaborazione dei segnali è di grande impor- 
tanza. Di solito queste tecniche assumono la forma di una trasformazione 
del segnale in un altro segnale che, per qualche motivo, risulta più vantag- 
gioso dell'originale. Per esempi®, si possono cercare trasformazioni che 
separano due o più segnali che sono stati combinati in qualche modo; si 
può desiderare di rendere più evidente qualche componente o qualche 
parametro di un segnale; oppure possiamo voler stimare uno o più para- 
metri di un segnale. I sistemi di elaborazione dei segnali possono essere 
classificati allo stesso modo dei segnali. Così, sistemi a tempo continuo 
sono sistemi per cui sia l'ingresso che l’uscita sono segnali a tempo con- 
tinuo e sistemi a tempo discreto sono quelli per cui l'ingresso e l’uscita 
sono segnali a tempo discreto. Analogamente, sistemi analogici sono sistemi 
per cui l'ingresso e l'uscita sono segnali analogici e sistemi mumerici sono 
quelli per cui l'ingresso e l'uscita sono segnali numerici. L'elaborazione 
numerica dei segnali riguarda quindi le trasformazioni di segnali che 
sono discreti sia in ampiezza che in tempo. Questo capitolo, e in pratica 
la maggior parte di questo libro, tratta segnali e sistemi a tempo discreto 
invece che numerici. Gli effetti dell'ampiezza discreta sono esaminati in 
dettaglio nel cap. 9. 


I segnali a tempo discreto possono avere origine dal campionamento 
di un segnale a tempo continuo oppure possono essere generati diretta- 
mente da qualche processo a tempo discreto. Qualunque sia l’origine dei 
segnali a tempo discreto, i sistemi di elaborazione numerica dei segnali 
presentano molti aspetti vantaggiosi. Fssi possono essere realizzati in ma- 
niera molto flessibile usando calcolatori numerici di impiego generale 
(« general-purpose »), oppure possono essere realizzati con dispositivi e 
circuiti (« hardware ») numerici. Se necessario, essi possono essere usati 
per simulare sistemi analogici 0, cosa più importante, per realizzare tra- 
sformazioni di segnali impossibili a farsi con circuiti analogici. Perciò le 
rappresentazioni numeriche dei segnali sono spesso necessarie quando è 
richiesta un'elaborazione sofisticata. 

In questo capitolo considereremo i concetti fondamentali relativi ai 
segnali e sistemi di elaborazione a tempo discreto, dapprima per segnali 
monodimensionali e poi per segnali bidimensionali. L'enfasi sarà posta 
soprattutto sulla classe dei sistemi lineari a tempo discreto invarianti alla 
traslazione (« shift-invariant »). Vale per questo capitolo e per i successivi 
che molte delle proprietà c dei risultati che deriveremo saranno simili alle 
proprietà e ai risultati validi per i sistemi lineari tempo-invarianti a tempo 
continuo descritti in molti ottimi testi [1-3]. Effettivamente è possibile 
affrontare la trattazione dei sistemi a tempo discreto considerando le 
sequenze come segnali analogici costituiti da treni di impulsi. Questo 


25 


approccio, se accuratamente sviluppato, può portare a risultati corretti, 
tanto è vero che costituisce la base di gran parte della trattazione classica 
dei sistemi a dati campionati (v. per-es. [4-6]). D'altro canto, in molte 
applicazioni attuali dell’elaborazione numerica dei segnali, non tutte le 
sequenze derivano dal campionamento di un segnale a tempo continuo. 
Per di più, molti sistemi a tempo discreto non sono semplicemente appros- 
simazioni di corrispondenti sistemi analogici. Perciò, invece di cercare 
di adattare forzatamente al caso discreto risultati presi dalla teoria dei 
sistemi analogici, deriveremo risultati simili operando direttamente nel 
dominio dei sistemi a tempo discreto e usando la notazione ad essi adatta. 
I segnali a tempo discreto saranno posti in relazione con quelli analogici 
solo quando necessario. 


1.1 SEGNALI A TEMPO DISCRETO + SEQUENZE 


Nella teoria dei sistemi a tempo discreto occorre elaborare segnali che 
sono rappresentati da sequenze. Una sequenza di numeri x, in cui l'r.mo 
numero della sequenza è indicato con x(n), è scritta formalmente come 


ex, —0 <n< 0 (1.1) 


79 -B=/=6-5- 4-3-2-f 


3] (<a n 


Flg. 1.1 Rappresentazione grafica di un segnale a tempo discreto. 


Anche se le sequenze non sempre provengono dal campionamento di 
forme d'onda analogiche, per comodità chiameremo x(n) il « campione 
n.mo » della sequenza. Inoltre, anche sc in senso stretto x(n) indica l’n.mo 
numero nella sequenza, la notazione della (1.1) è spesso sovrabbondante, 
per cui risulta comodo e non ambiguo usare l'espressione « la sequenza 
x(1) ». I segnali a tempo discreto (cioè le sequenze) sono spesso rappre- 
sentati graficamente come in fig. 1.1. Anche se Vascissa è disegnata come 
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una linea continua, è importante riconoscere che\ x(n) è definita solo per 
valori interi di n. Non è correttd pensare che x(n) sìa zero per n non intero; 
x(n) è semplicemente non definita per valori non interi di n. 

In fig. 1.2 sono mostrati alcuni esempi di sequenze. La sequenza cam- 
pione unitario, $(n), è definita come la sequenza con valori 
(0) ng 0 


%={1, .n=0 


Campione unitario 


Gradino unitario 


Esponenziale reale 
| | | [tx n 
(0) 


Sinusoidale 


pl 


Fig. 1.2 Alcuni esempi di sequenze. Le sequanze rappresentate giocano un ruolo Importante 
nell'analisi e nella rappresantazione di segnali e sistemi a tempo discreto. 
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Come vedremo tra poco, la sequenza campione unitario gioca per i 
segnali e sistemi a tempo discreto lo stesso ruolo che gioca la funzione 
impulsiva per i segnali e sistemi a tempo continuo. Per comodità, la se- 
quenza campione unitario è spesso indicata come impulso a tempo discreto 
o semplicemente come impulso. È importante notare che l'impulso a tempo 
discreto non presenta le complicazioni matematiche dell'impulso a tempo 
continuo: la sua definizione è semplice e precisa. La sequenza gradino uni- 
tario, u(n), ha valori 


i, 0 
sg na 


Il gradino unitario è legato al campione unitario da 


ua) SA) (12) 
k- n 


‘ 


Analogamente, il camffione unitario può essere legato al gradino uni- 
tario da " 


(n) = un) — u(ln— 1) (1.3) 


Una sequenza esponenziale reale è qualsiasi sequenza i cui valori 
siano della forma a", dove a è un numero reale. Una sequenza sinusoidale 
ha valori della forma A cos (@y + $). ' 

Una sequenza esponenziale complessa è della forma e 

Una sequenza x(n) si definisce periodica con periodo N se x(n) = 
x(n + N) per ogni n. L'esponenziale complesso con o = 0 e le sequenze 
sinusoidali hanno un periodo di 27/0, solo quando questo numero reale è 
un intero. Se 27/16, non è un intero ma un numero razionale, la sequenza 
sinusoidale sarà periodica ma con un periodo più lungo di 27/©6y. Se 2rr/my 
non è un numero razionale, le sequenze sinusoidale ed esponenziale com- 
plessa non sono più periodiche. Il parametro ws sarà considerato come 
frequenza della sinusoide o dell'esponenziale complesso, siano queste perio 
diche o meno. La frequenza tw può essere scelta in un insieme continuo 
di valori. Non si perde tuttavia in generalità vincolando wr ad essere 
continua nel campo 0 < 6, < 27 (0 in quello equivalente —r £ ©, < 7) 
in quanto le sequenze sinusoidale o esponenziale complessa ottenute fa- 
cendo variare wr nel campo 27% < 6 < 2r(k + 1) sono del tutto identi- 
che, per qualsiasi £, a quelle ottenute facendo variare n nell'intervallo 
0g <27. 


(a 1Swg)n 


È a volte utile introdurre l'energia di una sequenza. L'energia 8 di 
una sequenza x(n) è definita come 


& YO Jrlm]® 
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Nell'’analisi dei sistemi di elaborazione di /segnali a tempo discreto 
le sequenze sono soggette ad slcune operazioni di base. Il prodotto e la 
somma di due sequenze x ed y si definiscond come, rispettivamente, la 
somma e il prodotto campione per campione: 


x*y= fxMylh)} (Prodotto) 
x+y= {x+y()}) (Somma) — 
La moltiplicazione di una sequenza x per un numero a è definita come 
a'x= {ax(n)} 


Si dice che la sequenza y è una versione ritardata o traslata della sequenza 
x se y ha valori 


y(M) = x(n — no) 


dove m è un intero. 


p(n) 04 


0-3 | 
RETE, DI 

«> +4 «#3 «g #1 | 

(0) 


Fig. 1.3 Esempio di una sequenza espressa come la somma di campioni unitari scalati 
e ritardati. 


Una sequenza arbitraria può essere espressa come li somma di cam- 
pioni unitari scalati e ritardati. Per esempio, la sequenza p(n) di fig. 1.3 
può essere espressa come 

pin) a 4943) + a d(n-- 1) + ay dn - 2) + a, 6(n 7) 
Più in generale, una qualsiasi sequenza può essere espressa come 


(ce) 


x(n) = D x(k) 6(n — K) (1.4) 


k=- © 


1.2 SISTEMI LINEARI INVARIANTI ALLA TRASLAZIONE 


Un sistema è definito matematicamente come una trasformazione 
univoca 0 un operatore che mappa una sequenza di ingresso x(n) in una 
sequenza di uscita y(n). Questo viene indicato con 

y(M) = Tix] 
ed è spesso rappresentato come in fip. 1.4. 
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xm—+|T() | y(n) 


Fig. 1,4 Rappresentazione di una trasformazione che mappa una sequenza di ingresso 
x(n) in una sequenzo di uscita y(n). 


Imponendo dei vincoli sulla trasformazione T[ ] si possono definire 
delle classi di sistemi a tempo discreto. Sarà studiata in dettaglio la classe 
dei sistemi lincari invarianti alla traslazione, poiché tali sistemi possono 
essere caratterizzati in maniera relativamente semplice dal punto di vista 
matematico ec in quanto possono essere progettati per eseguire funzioni 
utili di elaborazione di segnali. Nel cap. 10 discuteremo una classe più 
generale di sistemi, di cui i sistemi lineari sono un caso particolare. 

La classe dei sistemi lineari è definita mediante il principio di sovrap- 
posizione. Se yi(n) e y:(m) sono le risposte rispettivamente agli ingressi 
Xi(n) e x(n), un sistema è lineare se e solo se 


T{axy(n) + bxs(m)] = aT[xi(M)] + 67[x(1)] = ay;(1) + byo(M) (1.5) 


dove a e b sono costanti arbitrarie. Abbiamo visto che una sequenza arbi- 
traria x(n) può essere rappresentata come somma di sequenze di campioni 
unitari ritardati e scalati come nella (1.4). Questa rappresentazione, insieme 
con la (1.5), suggerisce che un sistema lincare può essere completamente 
caratterizzato dalla sua risposta al campione unitario *. In particolare, si 
supponga che /x(m) sia Ja risposta del sistema a 6(n-K), cioè ad un cam- 
pione unitario che si manifesta quando n = K. Allora dalla (1.4) 


poni x x(k) dn 0] 


Jin 


e usando la (1.5) possiamo scrivere 


(CA) (a) 


Ya YxMTn- ha d xh) (1.6) 


k=-0 ke- 


La risposta del sistema può dunque essere espressa, secondo la relazione 
(1.6), mediante fa risposta del sistema a $(n-k). Se si impone soltanto la 
lincarità, x(n) dipenderà sia da n che da K, e in questo caso la (1.6) è di 
utilità limitata. Si ottiene un risultato più utile se imponiamo anche il 
vincolo dell'invarianza alla traslazione. 

La classe dci sistemi invarianti alla traslazione è caratterizzata dalla 
proprietà che, se y(n) è la risposta a x(n), y(n-k) è la risposta a x(1-k), 


* Nel seguito useremo indifferentemente le dizioni « risposta al campione uni 
tario» e «risposta all'impulso » (m.d.f.). 
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dove K è un intero positivo o negativo. Quando l’indice n è associato col 
tempo, l'invarianza alla traslazione corrisponde all’invarianza nel tempo. 
Dalla proprietà di invarianza alla traslazione consegue che, se /(n) è la 
risposta a $(n), la risposta a $(n-k) è semplicemente A(n-K). La (1.6) diventa 
quindi 


vm ="S x(k)h(n — k) (17) 


km 00 


Ogni sistema lineare invariante alla ‘traslazione è quindi completamente 
caratterizzato dalla risposta al campione unitario h(n). 

L'espressione (1.7) è comunemente chiamata somma di convoluzione. 
Se y(n) è una sequenza i cui valori sono in relazione coi valori di due 
sequenze /(n) e x(n) secondo la (1.7), diciamo che y(n) è la convoluzione 
di x(m) con /(n) e indichiamo questo con la notazione 


y(n) = x(n) * h(m) 


Con una sostituzione di variabili nella (1.7), otteniamo l’espressione alter- 
nativa 


y(n) = S h(k)x(n — K) = h(n) * x(n) (1.8) 


kw 00 


Quindi l’ordine secondo cui avviene la convoluzione delle due sequenze 
non è importante, e ne consegue che l’uscita del sistema è la stessa se i 
ruoli dell'ingresso e della risposta al campione unitario sono scambiati. 
In altri termini, un sistema lineare invariante alla traslazione con ingresso 
x(n) e risposta all'impulso /(n) avrà la stessa uscita di un sistema lincare 
invariante alla traslazione con ingresso /(n) e risposta al campione uni- 
tario x(n). 


Duc sistemi lineari invarianti alla traslazione in cascata formano un 


x(n) —| hy(n) |a] y(n) 
x(n [hm y(n) 
| hy(n)*h»(n) masi 


Fig. 1.5 Tre sistemi lineari invarianti alla traslazione con risposte al campione unitario 
identiche, 
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sistema lineare invariante alla traslazione con risposta al campione unitario 
che è la convoluzione delle due risposte. Dal momento che l’ordine in cui 
si esegué la convoluzione tra due sequenze non è importante, si ha che la 
risposta all'impulso di una combinazione a cascata di sistemi lincari inva- 
rianti alla traslazione è indipendente dall'ordine in cui essi sono posti in 
cascata, Questa proprietà è riassunta in fig. 1.5, in cui tutti e tre i sistemi 
rappresentati hanno la stessa risposta al campione unitario. Dalle (1.7) o 
(1\8) segue anche che due sistemi lincari invarianti alla traslazione in pa- 
rallelo sono equivalenti a un unico sistema la cui risposta al campione 
unitario è la somma delle singole risposte. Ciò è rappresentato in fig. 1.6. 

Sebbene l’espressione della somma di convoluzione sia analoga al- 
l’integrale di convoluzione della teoria dei sistemi lincari a tempo continuo, 
occorre sottolineare che la somma di convoluzione non deve essere consi- 
derata un’'approssimazione dell'integrale di convoluzione. Vedremo che, 
mentre per i sistemi analogici l'integrale di convoluzione ha un'importanza 
quasi esclusivamente teorica, per i sistemi a tempo discreto la somma di 
convoluzione ha anche un'importanza pratica, in quanto può essere usata 
per realizzarli. Perciò è importante approfondire la comprensione delle 
proprietà della somma di convoluzione ed acquisire una certa agilità nel- 
l'usarla in calcoli effettivi. 


x(n) È 


x(n-——| hy (n) +h2(n) y(n) 


Fig. 1,6 Combinazione in parallelo di sistemi tineari Invarianti alla trasiazione e sistema 
oquivalento, 


y(n) 


Esempio. Si consideri un sistema con risposta all'impulso 


al, n2>0 


Mu i n<0 


o, in maniera equivalente, /i(m) = a"u(m). Per trovare la risposta ad un ingresso 


x(n) = u(n) — u(n — N) 
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x(k) 


1 h(-4 -k) 


reef -G-G-0-0-40-4-0-00-08_ ___—_ _________a 
-3-2-1012394 


i h(4 — k) 


Fig. 1.7 Sequenze usate per il calcolo della somma di convoluzione, con h(n —k) rappre- 
sentato per diversi valori di n, 


notiamo dalia (1.7) che per ottenere lm.mo valore della sequenza di uscita dobbiamo 
formare il prodotto x(K)f(n -— k) e sommare i valori della sequenza risultante. Le due 
sequenze componenti sono mostrate in fig. 1.7 in funzione di K, con (n — K) rappre- 
sentata per diversi valori di m. Come vediamo in fig. 1.7, fi(n — K) e x(# non hanno, 
per n < 0, campioni non nulli che si sovrappongono, e di conseguenza è y(m) = 0 
per m < 0. Per n maggiore o eguale a zero ma minore di N, Am — 4) e x(k) hanno 
valori non nulli che si sovrappongono da k = 0 a K = n; perciò per 0 < n < N, 


Per N-1=<n i valori non nulli che si sovrappongono si estendono da k= 0 a 
k= N — 1, c perciò 


sx — N 
JM = I ata Sdi N<n 
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La risposta y(n) è rappresentata in fig. 1.8. 


y(n) 


(0) N-1 


Fig. 1.8 Risposta all'ingresso u(n) —u(n —N) del sistema con risposta al campione uni- 
tario h(n) = a"u(n). 


1.3 STABILITÀ E CAUSALITÀ 


Abbiamo visto che i vincoli di linearità e di invarianza nel tempo 
definiscono una classe di sistemi che sono rappresentati dalla somma di 
convoluzione. Gli ulteriori vincoli di stabilità e causalità definiscono una 
classe più ristretta di sistemi lincari invarianti nel tempo di importanza 
pratica. 

Definiamo sistema stabile un sistema per cui ogni ingresso limitato 
provoca un'uscita limitata. I sistemi lincari invarianti alla traslazione sono 
stabili se e solo se 


) 


S gt: Ink) < 0 (1.9) 


Ciò può essere dimostrato come segue. Sc la (1.9) è vera e x è limitata, cioè 
|x@M)|] << M, per ogni n, allora dalla (1.8) segue che 


n mm 

| DM DM DINA] © 
fre 6 Didi 

Perciò y è limitata. Si dimostra che la condizione (1.9) è anche necessaria 

facendo vedere che se S = ce, allora si può trovare un ingresso limitato 

che dà luogo ad un'uscita non limitata. Tale è la sequenza con valori 


h*( -n) h(n) / lo) 
x(n) | n)| 
0, hm) 0 


dove h*(n) è il complesso coniugato di /(m). Chiaramente x(n) è limitata. 
Il valore dell'uscita per n = 0 è 


JO) S s(-Mh = $ POOL 
d xe |h(K)] 


pari 
k TA 


Perciò se S = co, la sequenza di uscita è non limitata. 
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Un sistema causale è un sistema per cui l’uscita per ogni n = no di- 
pende dall’ingresso soltanid per n < mo. Perciò per un sistema causale, 
se xi(n) = x(n) per n < mo, allora yi(n) = y:(n) per n < mo. Un sistema 
lineare invariante alla traslazione è causale se e soltanto se la risposta al 
campione unitario è zero per n < 0 (v. probl. 11 di questo capitolo). 
Per questo motivo è talvolta opportuno chiamare sequenza causale una 
sequenza che è zero per n < 0, intendendo che essa potrebbe essere la 
risposta al campione unitario di un sistema causale. 

Come esempio di stabilità e causalità, consideriamo il sistema lineare 
invariante alla traslazione con risposta al campione unitario A(n) = a"u(n); 
poiché tale risposta è zero per n < 0, il sistema è causale. Per determinare 
se si ha stabilità occorre calcolare la somma 


S- Y IIC) = Ylal* 
km k 


n 


Selal << 1,la serie peomettica ha per somma S > 1/(1 + la]). Tuttavia, se 
lal > 1, Ta serie diverge e quindi il sistema è stabile soltanto per [a] < 1, 


1.4 FOUAZIONI LINFARI ALLE DIFFERENZE A COFFFICIENTI COSTANTI 


Fsiste una sottoclasse di sistemi lineari invarianti alla traslazione che 
gioca un ruolo importante in molte applicazioni. Questa sottoclasse è costi- 
tuita da quei sistemi per i quali l'ingresso x(n) e l'uscita v(n) soddisfano 
un'equazione alle differenze lineare a coefficienti costanti di ordine N di 
forma 


di 124 
Xaxy(n — k)=Yb,x(n — 1) (1.10) 
k=0 ro 


In generale, un sistema di questa classe non è necessariamente causale, 
Per esempio, consideriamo l'equazione alle differenze del primo ordine 


y(n) — ay(n—- 1) = x(n) (111) 


Si verifica facilmente per sostituzione diretta che se x(n) = 6 (1), la (1.11) 
è soddisfatta sia da y(n) = @” u(n) che da y(m =@a"u(-n-1). La prima 
soluzione corrisponde a un filtro causale che è stabile se |a] < 1. 
La seconda soluzione è non causale ed è stabile soltanto se |a| > |. 
Comunemente un'equazione alle differenze come l'eq. (1.10) è interpretata 
come caratterizzante un sistema causale; ciò varrà generalmente anche per 
noi a meno che non si stabilisca diversamente. 

Senza informazioni aggiuntive, un'equazione alle differenze della 
forma (1.10) non specifica univocamente la relazione ingresso-uscita di un 
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sistema. Questa è una sii del fatto che, come per le equazioni 
differenziali, esiste tutta una famiglia di soluzioni. Per l'equazione alle 
differenze (1.11), per esempio, se \yi(r) soddisfa l'equazione per x(n) = 
xi (n), questo avviene anche per ogni soluzione della forma y(n)= yi (n) + 
ka", dove k è una costante arbitraria. Più in generale, ad ogni soluzione 
dell’eq. (1.10) si può aggiungere una componente che soddisfa l'equazione 
alle differenze omogenea (cioè l'equazione alle differenze con il secondo 
membro uguale a zero) e la somma soddisferà ancora l’eq. (1.10). 

Un sistema che soddisfa un’equazione alle differenze lineare a cocef- 
ficienti costanti corrisponderà ad un sistema lineare invariante alla trasla- 
zione soltanto se la componente omogenea viene scelta in maniera ade- 
guata. Ad esempio, se il sistema è causale dobbiamo specificare condizioni 
iniziali di riposo in maniera che se è x(n) = 0 per n < n, si abbia 
Y() = 0 per n < m. Di qui in poi, a meno di indicazione diversa, assu- 
meremo che, se un sistema soddisfa un'equazione alle differenze lincare 
a coefficienti costanti, soddisfa anche le condizioni necessarie per essere 
un sistema invariante alla traslazione. 

Se supponiamo che il sistema sia causale, un'equazione lincare alle 
differenze fornisce una relazione esplicita tra l'ingresso e l'uscita. Ciò si 
può vedere riscrivendo l’eq. (1.10) come segue 


N. ay M }, 
y(M) : pi = x(n - KA SD x(n r) (1.12) 
k-1 dy rodi, 


Perciò l’m.mo valore dell'uscita può essere calcolato usando l’r.mo valore 
dell'ingresso e gli N cd M valori precedenti, rispettivamente dell'uscita e 
dell'ingresso. Come nel caso della somma di convoluzione, l'equazione 
alle differenze non rappresenta il sistema soltanto in linea teorica, ma 
può anche servire come realizzazione numerica del sistema. 


È 
Esemrio,  Dall'equazione alle differenze del primo ordine (1.11) si deduce In 
formula ricorsiva 


yi) = ay(n — 1) + x(n) 


Per ottenere la risposta al campione unitario, si supponga x(n) = è (n) ce si assumano 
condizioni iniziali di riposo. Si ha allora 

h(n) = 0, n<0 

h(0) = ah(-1) +1 =1 

h(1) = ah(0) = a 


Il 


hm = ahln — 1) — a” 
Quindi 
h(n) = a"u(n) 
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per ottenere una soluzione Wiversa, si supponga x(n) = 8 (n), ma si assuma orta che 
sia y(n)= 0 per n> 0. Dall'equazione alle differenze (1.11) possiamo scrivere la 
relazione ricorsiva “x 


}(n- 1) Lb@ - x(n)] 


yen Lp + 1) — x + DI 


Si ha allora 
h(n) = 0, n>0 


100) = 1Mr(1) — xD] = 0 
h(-1) = mo) - x(0)] = —a! 


h(-2) Luc 1) - x(-1)] = —a?? 


h(n) Lita 1) - a" 
a 


Quindi 
h(n) = —a"u(-n — 1) 


In generale, un sistema lineare invariante alla traslazione può avere 
una risposta al campione unitario di durata finita o infinita. A_ causa 
delle proprietà di alcune tecniche di elaborazione numerica, è utile distin- 
guere tra queste due classi. Se la risposta all'impulso è di durata finita, 
parleremo di sistema con risposta all'impulso finita (sistema FIR) mentre 
se In risposta all'impulso è di durata infinita parleremo di sistema con 
risposta all'impulso infinita (sistema TIR). Se N = 0 nell'eq. (1,10) cosicché 


Lo 
vm - [Xbota | 


dyl 0 


allora essa corrisponde ad un sistema FIR, In effetti, il confronto con la 
(1.8) mostra che l'equazione alle differenze precedente è identica alla 
somma di convoluzione, e quindi ne segue direttamente che 


sedici 
Ao 
ha) 0, altrove 


Un sistema FIR può sempre essere descritto da un'equazione alle diffe- 
renze della forma (1.10) con N = 0. Invece per un sistema IIR N deve 
essere maggiore di zero. 
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1.5 RAPPRESENTAZIONE NEL DOMINIO DELLA FREQUÉNZA DI SISTEMI E 
SEGNALI A TEMPO DISCRETO 


Nei paragrafi precedenti abbiamo introdolto alcuni dei concetti fon- 
damentali della teoria dei segnali e dei sistemi a tempo discreto. 

Per i sistemi lineari invarianti alla traslazione abbiamo visto che la 
rappresentazione della sequenza di ingresso come somma pesata di se- 
quenze «campione unitario » ritardate [v. (1.4)] conduce ad una rap- 
presentazione dell'uscita come somma pesata delle risposte al campione 
unitario ritardate. Come i segnali a tempo continuo, anche i segnali a tempo 
discreto possono essere rappresentati in modi differenti; in particolare le 
sequenze sinusoidali o esponenziali complesse giocano un ruolo particolar- 
mente importante, proprio come per i sistemi e i segnali analogici. 

Infatti i sistemi lineari invarianti alla traslazione hanno la proprietà 
fondamentale che la risposta a regime per un ingresso sinusoidale è 
sinusoidale alla stessa frequenza dell'ingresso, con ampiezza e fase deter- 
minate dal sistema. È questa proprietà dei sistemi lincari invarianti alla 
traslazione che rende così utile, nella teoria dei sistemi lincari, la rappre- 
sentazione dei segnali sotto forma di sinusoidi o di esponenziali complessi 
(rappresentazioni di Fourier). 

Per vedere questo nel caso dei sistemi a tempo discreto, supponiamo 
che la sequenza d'ingresso sia x(n) = e?!” per — c0 < N < 60, cioè un 
esponenziale complesso con pulsazione w. Allora, utilizzando la (1.8), 
l'uscita è 


nm . 


y(n) x Mk)et! k) 
ko 


cio s h(k)ei* 
ko 


(1a) 


Se definiamo 


H(eî") = Y h(k)e7% (1.13) 
ke a 
si può scrivere 
Y(n) = H(eÎ%)efon (1.14) 


Dall’espressione (1.14) si vede che l'esponenziale complesso subisce sem- 
plicemente una variazione di ampiezza (complessa) descritta da //(e°*) 
che è una funzione della frequenza. La quantità //(e!) è detta risposta 
in frequenza (o funzione di trasferimento) del sistema la cui risposta al 
campione unitario è /(m). In gencrale H(e'”) è complessa e può essere 
espressa in termini di parte reale e parte immaginaria come 


H(ei®) a IH x(e'®) 4 jHXe®) 
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o in termini di modulo e fase come 


H(e'®) a |H(e'9)|ettratntton 


Qualche volta sarà conveniente far riferimento al ritardo di gruppo piutto- 
sto che alla fase. Il ritarde di gruppo è definito come la derivata prima 
rispetto a w della fase, cambiata di segno. 

Siccome una ‘sinusoide può essere espressa come combinazione lineare 
di esponenziali complessi, la risposta in frequenza esprime anche la 
risposta all'ingresso sinusoidale. Più precisamente, si consideri 


x(n) = A cos (0h + $) = - elte!n 4 A gti 
2 


Dalla (1.14) segue che la risposta a (A/2)e/te!9® è 


vi(m) = He) È eten 


Se h(n) è reale, dalla (1.7) si ricava che la risposta a (A/2)e/9e100" 
è la complessa coniugata della risposta a (A/2)e!te!®%, 
Perciò la risposta complessiva è 


vm) = È [H(eelteloon 4 (ee 06-10] 


oppure 


y(n) — A |H(e')| cos (con + d + 0) 


dove 0 = arg [H(e'®)] indica la risposta di fase del sistema alla frequen- 
ZA lo, 

H(e'®) è una funzione continua di w. Inoltre è funzione periodica 
di w con periodo 2 n. Questa proprietà deriva direttamente dalla (1.13) 
dato che e/©t?2% 2 g%.H1 fatto che la risposta in frequenza abbia lo 
stesso valore per 6 e per w 4 2 1 significa semplicemente che il sistema 
risponde in identica maniera agli esponenziali complessi di queste due 
frequenze. Siccome queste due sequenze esponenziali non sono distingui- 
bili. tale comportamento è del tutto ragionevole. 


Fsrmpio, Come esempio di calcolo della risposta in frequenza consideriamo 
un sistema con risposta al campione unitario 


h(n) » hi O0<N<ZN-1 (1.15) 
0, altrove 
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descritta in fig. 1.9. La funzione di trasferimento è 


N-1 


H(et) a xy ecian Pea 1 et 
pa — eo (1.16) 


sin (0/2) 


-10 12 N-1 


Fig. 1.9 Risposta all'impulso del sistema di cui si vuol calcolare la risposta in frequenza. 
TI modulo e la fase di /7(e?) sono riportati in fig. 1.10 per il caso di N = 5. 
Siccome ,H(ei°) è funzione periodica di w, essa può essere rappre- 


sentata da una serie di Fourier. In effetti, Ja (1.13) esprime /(e') nella 
forma di una serie di Fourier in cui i cocflicienti di Fourier corri- 


lH(el®)] 
N 


arqg [Hte!)] 


(1-4) 


SA 


Fig. 1.10 Modulo e fase della risposta in frequenza del sistema la cui risposta al campione 
unitario è rappresentata in fig. 1.9 


spondono ai valori della risposta al campione unitario fn). Da questa 
osservazione deriva la possibilità di calcolare /(1) da 7/(e'”) per mezzo 
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della relazione usata per ottenere i coefficienti di Fourier di una funzio- 
ne periodica [1-3], cioè 


h(n) = LI f H(e!°)eton dm (1.17) 
« 2rtar 
dove 


H(e)= S hneton (1.18) 


Ne-® 


Queste espressioni consentono una interpretazione alternativa della 
sequenza A(n). Più precisamente, è utile considerare la (1.17) come la 
rappresentazione della sequenza /(n) sotto forma di sovrapposizione (inte- 
grale) di segnali esponenziali, le cui ampiezze complesse. sono fornite 
dalla (1.18). Perciò le (1.17) e (1.18) sono una coppia di trasformate di 
Fourier per la sequenza /(n), dove la (1.18) gioca il ruolo di trasfor- 
mata diretta (o analisi) della sequenza A(n) e la (1.17) è la trasformata 
di Fourier inversa (sintesi). Tale rappresentazione esiste se la serie (1.18) 
converge. 

La rappresentazione di una sequenza per mezzo della trasformata 
(1.18) non è limitata alla risposta al campione unitario di un sistema, ma 
può essere applicata a qualsiasi sequenza, purché la serie (1.18) converga. 
Si può quindi definire per una generica sequenza x(n) la trasformata di 
Fourier come 

PI 
XMe= T spie (1.19) 


ne. 


e la trasformata inversa come 


x(n) do | X(e')e!” do (1.20) 


TIn 


Non sempre la serie (1.19) converge, come, per esempio, quando x(n) è un 
gradino unitario oppure una sequenza esponenziale reale 0 complessa 
per tutti gli m. La convergenza della trasformata di Fourier è soppetta ad 
una varietà di definizioni ed interpretazioni. Se x(n) è sommabile in mo- 
dulo, cioè se 


S |x(m| < 0 


la serie si dice assolutamente convergente e converge uniformemente ad 
una funzione continua di 6. Di conseguenza la risposta in frequenza di un 
sistema stabile convergerà sempre. Se una sequenza è sommabile in mo- 


4l 


n . . CIRO È 2 n VARO 
dulo, essa avrà anche energia finita, cioè Dico Ix(M)I® sarà finita. Que- 
sto deriva direttamente dal fatto che 


2 lx(m|? < [X lx(M)I}? 


Tuttavia non è vero che ogni sequenza con energia finita sia sommabile 
in modulo. Un esempio di sequenza che ha energia finita, ma che non è 
sommabile in modulo è dato dalla sequenza 


sin © 


rm E 


Se una sequenza non è sommabile in modulo, ma ha energia finita, si può 
usare un tipo di convergenza basato sul criterio dell'errore quadratico 
medio. Le oscillazioni di Gibbs che sono presenti in corrispondenza delle 
discontinuità [1-3] hanno importanza. pratica nel propetto di filtri 
saranno discusse in un capitolo successivo. 

II fatto che le sequenze possano essere rappresentate come sovrappo- 

sizione di esponenziali complessi è molto importante nell'analisi dei siste- 
mi lincari invarianti alla traslazione, in virtù del principio di sovrappo- 
sizione e del fatto che la risposta di tali sistemi ad esponenziali complessi 
è completamente determinata dalla risposta in frequenza, //(e'°). 
Se si intende la (1.20) come la sovrapposizione di esponenziali complessi 
di ampiezza infinitesima, allora la risposta di un sistema lincare inva- 
riante alla traslazione ad un ingresso x(n) sarà la corrispondente sovrap- 
posizione delle risposte relative ad ogni esponenziale complesso che com- 
pare in ingresso; quindi, siccome la risposta al singolo esponenziale com- 
plesso si ottiene moltiplicando questo per #(e!), 


v(n)= del I(e'®)X(ei9)ei®" dm 
2 _m 


Perciò la trasformata di Fourier dell'uscita sarà 


Y(eÎ”) IMe”)X(e'") (1 DI ) 


Questo risultato corrisponde ad un'analoga proprietà dei sistemi lincari a 
tempo continuo c può essere ricavato in modo più rigoroso calcolando 
semplicemente la trasformata di Fourier della somma di convoluzione 


Pi 

y(n) = Do Mn — K)x(kK) 
l- (14) 

Sebbene questo approccio più formale fornisca una giustificazione rigorosa 

della (1.21) (v. probl. 17 di questo capitolo), la discussione precedente ha 

lo scopo di mettere in evidenza che la (1.21) è una diretta conseguenza 

delle particolari proprietà dei sistemi lineari invarianti. alla traslazione. 
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Per illustrare i risultati di cui si sta discutendo, consideriamo il 
seguente esempio. SR 


Esempio. Filtro passa-basso ideale. Il filtro ideale passa-basso a tempo discreto 


ha risposta in frequenza H(e'),rappresentata in fig. 1.11; vale a dire, per 
T<W<KT, 


He") (9° ie 
0, Os < |O| < 7 


|H(el)] 


-2m -(21-Uoy -Weo Woo 


org [Hto!®)] 


m QMT-Weo 


Fig. 1.11 Risposta in frequenza di un filtro ideale passa-basso a tempo discreto. 


Siccome M(e'®) è periodica, questa relazione definisce la risposta in frequenza per 
tutti i valori di 6w. Tale sistema chiaramente elimina tutte le componenti di frequenza 
in ingresso comprese nel campo to, < |tl < n. La risposta all'impulso A(n) ricavata 
dalla (1.17) è 


1 ('©co sin ©} 
ha) = — ei do = —T 
PP mn 
co 


ed è schematizzata in fig. 1.12 per il caso »., = 1/2. 


Il filtro passa-basso ideale è l'esempio di un sistema che può essere 
descritto molto efficacemente nel dominio della frequenza. Come si vede 
facilmente, il sistema elimina completamente tutte le frequenze in ingresso 
al di sopra della frequenza di taglio ww. Chiaramente il filtro ideale 
passa-basso non è causale; inoltre si può dimostrare la sua instabilità in 
senso stretto sccondo la definizione del par. 1.3. 


ù h(n) 


3 Dè 


Fig. 1.12 Risposta all'impulso del filtro ideale passa-basso con frequenza di taglio w,, = 1/2. 
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Ciò nonostante, tale sistema è estremamente importante da un punto di 
vista concettuale, e nel cap. 5 si dedicheranno molti sforzi alla ricerca di 
metodi per progettare sistemi che possano approssimare il comportamento 
del filtro ideale passa-basso. 


1.6 ALCUNE PROPRIETÀ DI SIMMETRIA DELLA TRASFORMATA DI FOURIER 


Esistono delle proprietà di simmetria della trasformata di Fourier che 
sono spesso molto utili. In questo paragrafo vengono presentate alcune di 
queste proprietà, mentre le dimostrazioni sono affrontate nei problemi 
25-27 di questo capitolo. \ 

Si definisce coniugata simmetrica una sequenza x.(h) per cui x.(1) = 
x.*(—m) ce si definisce coniugata antisimmetrica una sequenza x.(1) per Ta 
quale x,(1) Xi 10) dove * sipnilien coniupato, Una sequenza arbi 
traria x(1) può essere sempre espressa come la somma di una sequenza 
coniugata simmetrica e di una coniugata antisimmetrica: 


x(n) = x.(1) + x,(1) (1.22a) 
dove 

x(n) = 3x(n) + x*(—n)] (1.22b) 
n xo) — 3x1) — x*(—n)] (1.22c) 


Una sequenza reale che sia coniugata simmetrica, cioè tale che x.(1) = 
x:(— n), viene detta generalmente seguenza pari, ed una sequenza reale 
che sia coniupata antisimmetrica, croè tale che x.(1) = — x.(— 0, è chia- 
mata generalmente seguenza dispari. 

Una trasformata di Fourier N(e") può essere scomposta nella somma 
di una funziorie coniugata simmetrica © di una coniugata antisimmetrica 
secondo la 


X(ei) = X,(ei®) RE Xe) (1.23a) 
love - 
dove X(eÎ) : IX(eÎ°) 4 X *("9)] (I .23b) 
(si 

X(e!") > MX(e!) — X*(e?%)] (1.236) 


dove X.(eÎ) è coniugata simmetrica ec N,(e!) è coniugata antisimmetri- 
ca, cioò 


X(e!) = XMC%9) 


X(e) — — Xe") 
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Come nel caso delle sequenze, se una funzione reale è coniugata simme- 
trica è detta generalmente’ funzione pari e se coniugata antisimmetrica 
funzione dispari. 

Consideriamo dapprima una sequenza complessa generica x(n) con 
trasformata di Fourier X(e'). Si può dimostrare (v. probl. 25) che la tra- 
sformata di Fourier di x*(n) è X*(e-') e che la trasformata di Fourier di 
x*(—n) è X*(e'"). Da questo, e dal fatto che la trasformata di Fourier 
della somma di due sequenze è la somma delle trasformate di Fourier, 
segue che la trasformata di Fourier di }[x(n) + x*(n)] ovvero di Re 
[x(m], è 3[X(e'%) + X*(e')] cioè la parte coniugata simmetrica di 
X(e''). Analogamente, 3[x(n) — x*(m)] ovvero jIm [x(n], ha una tra- 
sformata di Fourier che è la componente coniugata antisimmetrica X,(eÎ). 
Considerando ora le trasformate di Fourier di x.(1) e di x,(1), le compo- 
nenti coniugata simmetrica c coniugata antisimmetrica di x(n), risulta che 
la trasformata di Fourier di x.(1) è Re [X(e®)] c la trasformata di Fourier 
di xy(1) è jIm [X(eî)]. 

Se x(n) è una sequenza reale, queste proprietà di simmetria diventano 
particolarmente semplici e utili. Nella fattispecie, per una sequenza 
reale, la trasformata di Fourier è coniugata simmetrica, cioè X(e") = 
X"(e ?). Esprimendo X(e) in termini della sua parte reale e immaginaria 
come 


X(e!®) — Re [X(e!)] 4 j Im [X(e!")] 


segue che 


Re [X(e!®)] — Re [X(e7?®)] 


Im [X(ef®)] — —Im [X(e7?®)] 


cioè Ta parte reale della trasformata di Fourier è una funzione pari e la 
parte immaginaria è una funzione dispari. In maniera analoga, esprimendo 
X(e") in coordinate polari come 


X(e'°) DE IX(e')| eisrrtX (e) 


segue che per una sequenza reale x(n) il modulo della trasformata di Fou- 
rier | X(e!) | è una funzione pari di w & la fase, data da arg [X(eÎ)], è una 
funzione dispari di w. Ancora per una sequenza reale, la parte pari di 
x(1 ha per trasformata Re [X(e)] e la parte dispari di x(n) ha per tra- 


sformata jIm [X(e®)]. Tutte le proprietà di simmetria esposte sono rias- 
sunte nella tabella 1.1. 
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Tab. 1,1 
Sequenza Trasformata di Fourier 
x(n) X(e'®) 
x*(n) X*(e-10) 
x*(—n) X*(ei°) 
Re [x(n)] X.(c'®)tparte coniugata simmetrica di X(e'°)] 
jIm lm] X,(e'®) [parte coniugata antisimmetr. di X(eÎ®)] 


x.(n) [Parte coniupata simmetr. 
di x(n)] Re [X(ei®)] 


Xo(1) [Parte coniupata antisim. 
metr. di x(n)] j Im [X(ei®)] 


Le sepuenti proprietà valgono solo per (1) reale: 


A(e°”) X*e joy 
(La trasformata di Fourier é coniugata simmetrica) 


Re [N(e?®©)] Re [N(e ?7©)] (la parte reale è pari) 


x(1) reale qualsiasi y se l 6 Roe 
Im [A(e?®)] Im [Ne 7%)] (la parte immaginaria é dispari) 


|A(!®)| -- |JA(e /%)] (il modulo é pari) 


arg [X(ei©)] arg [N(e ?°)] (la fase é dispari) 
x(n) [parte pari di x(n)] Re [N(e?®)] 
xo(n) [parte dispari di x(1)] jim IN(e?®)] - 


1.7 CAMPIONAMENTO DI SEGNALI A_TEMPO CONTINUO 


Nei paragrafi precedenti di questo enpitolo abbiamo evitato di porre 
in relazione sepnali e sistemi a tempo discreto con quelli a tempo continuo, 
cecetto quando abbiamo sottolincsio certe analogie tra concetti teorici im- 
portanti. Capita spesso, tuttavia, che i segnali a tempo discreto siano 
derivati da quelli a tempo continuo mediante un campionamento periodico: 
di conseguenza è importante capire come sia legata al segnale originale la 
sequenza così ottenuta. 
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Si consideri un segnale analogico x(t) che ha la rappresentazione 
di Fourier [1-3] PA 


\ 


1 +0 
Xa(1) = + [ XjQe'dQ (1.242) 


X(jA) =[" xa(1)e 19" di (1.24b) 


La sequenza x(n) con valori x(n) = xa(n7) si dice essere ottenuta da x.() 
mediante campionamento periodico, e 7 è chiamato periodo di campio- 
namento. L’inverso di T viene detto frequenza di campionamento o velo- 
cità di campionamento. Per trovare in che senso x(n) rappresenta il segnale 
originario x,(/), conviene mettere in relazione XY,(jQ), cioè la trasformata di 
Fourier a tempo continuo di x,(1), con X(e*), cioè la trasformata di Fourier 
a tempo discreto della sequenza x(n). In base alla (1.24a) notiamo che 


x(n) = x,(nT) = - f " X,(DMAMT dQ (1.25) 


Ma, a partire dalla trasformata di Fourier a tempo discreto, possiamo 
anche scrivere 


STI i X(e'")e!" do (1.26) 
27 _r 


Per collegare le (1.25) c (1.26) conviene esprimere la (1.25) come una 
somma di integrali sopra intervalli di durata 27/7, come in 


1 v (2r41)n/7 7 
x(n) 3° DI f X(jQMe"T AQ 
( 


Tre- J(2r-1)n/7 


Con un cambiamento di variabile ogni termine della sommatoria può 
essere scritto come un integrale nell'intervallo {— /T, + x/7) ottenendo 
ne/T 


1 (La) 
x(n)= == Di | 
( 2 t_22 -n/T 


x.(;0 bI era dQ 


Sc ora scambiamo l'ordine di integrale e sommatoria c teniamo conto che 


gi erntii I per tutti i valori interi di r ed n, otteniamo 
"/T° v : 
x(n) = 29 [ ). Z.: X- (;0 | Par) [ener 40 (1.27) 
"rl niT T 


Con la sostituzione O — 10/7, la (1.27) diventa 


1 r 1 (e) ia 2 
E 
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che è identica nella forma alla (1.26). Perciò possiamo dedurne l'identità 
Lt & jw 27rr 

X(e'") = — x + 3) 1.28 

le”) <A T 7 (1.28) 


Se invece si usa come variabile la frequenza analogica Q, questa espres- 
sione diventa 


xesn=1 $ x.( jQ+j i (1.29) 


ru T 


Le (1.28) e (1.29) esprimono chiaramente la relazione esistente fra la 
trasformata di Fourier a tempo continuo e la trasformata di Fourier di una 


Fig. 1.13 (a) Trasformata di Fourier di un segnale a tempo continuo. (b) Trasformata di 
Fourier del segnale a tempo discreto ottenuto con campionamento periodico. N 
periodo di campionamento è così grande da provocare. sovrapposizioni delle 
ripetizioni periodiche della trasformata a tempo continuo. (c) Come (b), con la 
differenza che il periodo di campionamento è abbastanza piccolo da non provo 
care sovrapposizioni delle ripetizioni periodiche della trasformata a tempo continuo 
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sequenza derivata mediante campionamento. Per esempio, se X,(j0) 
è la funzione rappresentata in fig. 1.13 (a), allora X(e°) sarà la fun- 
zione rappresentata in fig. 1.13(b) se Q/2 > n/7. La fig. 1.13(b) 
mette in evidenza che, se il periodo di campionamento è troppo lungo, 
le repliche traslate di X,(j@/T) si sovrappongono. In tal caso le alte fre- 
quenze di X,(j0) si riflettono nelle basse frequenze di X(e'®). Questo fe- 
nomeno, dove in effetti una componente ad alta frequenza in X,(j0Q) 
si trasforma in una componente di più bassa frequenza, viene chiamato 
aliasing. Dalla fig. 1.13(c) risulta chiaro che, se 9/2 < n/T, cioè, se 
campioniamo ad una frequenza che è almeno due volte la più alta fre- 
quenza di X,(jQ), allora X(e'°) risulta identica a X,(0/T) nell’interval- 
lo mr 6 4 mr, In tal cnso è ragionevole attendersi che x,(1) 
possa essere ricostruita dai campioni x,(17) attraverso una opportuna 
formula di interpolazione. La velocità di campionamento corrispondente 
a due volte la massima frequenza della trasformata a tempo continuo si 
chiama solitamente velocità di Nyquist. 

Per derivare la formula di interpolazione cui si è accennato, assu- 
miamo 0,/2 < n/T come in fig. 1.13(c). 
Allora 


X(e'97) = X(jQ), TA < q/T (1.30) 


Inoltre, la trasformata di Fourier a tempo continuo fornisce 


n/T 
Xa(1) = d. X(jQ)0" dQ (1.31) 
2n dn 


Li 


Combinando le (1.30) ce (1.31), possiamo scrivere 


1 n/T = 
«ie Î TX(eY)e!% dO 
T 


Poiché sesilalioi 
X(e!97) a x xa(kKT)e!9T* 
ke- 00 


ne segue che 


m (MIT Fr o 
xa(1) A | | b3 s(k1)e 107 [e dA 
mJ 


n/T Lk=-o 


oppure, scambiando l'ordine di sommatoria e di integrale, 


È T [2 
X(f)= S «PT | eiAUATI a9| 
—n/T 


ke 2 
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che, valutando l'integrale, diventa 


x) = È xk) Sin (LDG - KD)] 


Keo (m/T)t — KT) cat 


L'espressione (1.32) fornisce una formula di interpolazione per ricostruire 
il segnale a tempo continuo x,(1) a partire dai suoi campioni. La rappre- 
sentazione di un segnale a tempo continuo nella forma (1.32) vale solo per 
funzioni limitate in banda e con 7 scelto sufficientemente piccolo da non 
provocare aliasing. 


L'espressione (1,32) può” essere pensata come un'espansione. del 
segnale a tempo continuo nella forma 


/ 


| x)  cip(1) (1.33) 
\ pelo 


dove i coefficienti ci e le funzioni (1) sono dati da 
Gp == X(KT) (1.34a) 


pi) — SVGA — TY 


(TAI — KT) (1.34b) 


In generale esistono molte classi di funzioni «i(1) che possono essere usate 
per esprimere una funzione a tempo continuo nella forma (1.33); queste 
classi includono le funzioni sinusoidali, le funzioni di Lapuerre, i polinomi 
di Lependre. In ogni rappresentazione della forma (1.33) la sequenza dei 
coefficienti cx può essere considerata come un segnale a tempo discreto che 
rappresenta il segnale a tempo continuo x,(1) [7]. Non tutte le rappre- 
sentazioni di questo tipo sono utili. Scegliere le funzioni i(1) espresse 
dalla (1,34 b) dà il forte vantaggio che i coefficienti si ottengono sempli- 
cemente campionando il segnale a tempo continuo. Un ulteriore vantaggio 
di questa scelta è che essa conserva la convoluzione nel senso che se 
Ya(t) è Ta convoluzione a tempo continuo di x,(1) ed /,(0), allora 
Va(nT) sarà la convoluzione disereta di x,(17) cd /,(17), purebé il perio 
do di campionamento 7° sia scelto abbastanza piccolo da evitare aliasing, 
ovvero in modo che la rappresentazione (1.32) sia valida. Il vantaggio di 
una rappresentazione che conserva la convoluzione è che essa consente 
la simulazione 0 realizzazione di un sistema lineare a tempo continto e 
fempo-invariante per mezzo di un sistema lincare a tempo discreto e 
invariante alla traslazione. Lo svantaggio della rappresentazione che usa 
le funzioni (1.34 b) è che essa può applicarsi solo alle funzioni limitate 
in banda. 
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Esistono molte altre scelte per le funzioni @x(f) della (1.33) tali da 
fornire una rappresentazipne discreta di segnali a tempo continuo che 
conserva la convoluzione [8]. Una condizione necessaria e sufficiente a 


questo scopo verrà presa in considerazione nel probl. 32 di questo stesso 
capitolo. 


1.8 SEQUENZE E SISTEMI BIDIMENSIONALI 


Nel paragrafo precedente abbiamo concentrato l’attenzione sulla rap- 
presentazione di segnali e sistemi monodimensionali. In questo paragrafo 
prenderemo in considerazione l'estensione di alcuni dei precedenti risul- 
tati al caso di segnali c sistemi bidimensionali. Molti problemi importanti 
di elaborazione dei segnali comportano la trattazione di segnali multidi- 
mensionali. ‘Tutte le proprietà dei segnali e dei sistemi che sono state 
fino a qui ricavate in questo capitolo sono di facile estensione al caso 
multidimensionale. Nei capitoli che seguono, tuttavia, non succederà, in 
generale, che risultati validi per sequenze e sistemi monodimensionali 
siano estendibili al caso multidimensionale. 

Una sequenza bidimensionale è una funzione di due variabili intere 
ed è spesso rappresentata graficamente come è mostrato in fig. 1.14. Come 
nel caso monodimensionale, è utile definire il campione unitario, il gra- 
dino unitario, la sequenza esponenziale e la sequenza sinusoidale. La 
sequenza campione unitario bidimensionale 5(m,n) è definita come la 
sequenza che è nulla ovunque fuorché nell'origine, cioè 


dm, n) - di maso 
UA men=0 


La sequenza gradino unitario bidimensionale w(m,n) è uguale ad uno 


Fig. 1.14 Rappresentazione arafica di una sequenza bidimensionale. 
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nel primo quadrante del piano (m, n) ed è nulla altrove, cioè 


u(m n= [l mz0,n=20 
: 0, altrove 


Una sequenza esponenziale bidimensionale ha la forma a"b”, e una sequen- 
za sinusoidale bidimensionale ha la forma 


A cos (Gm + ) cos (n + 0). 


Una sequenza De A è una sequenza che può essere espressa come 
prodotto di sequenze monodimensionali, cioè x(m, n) è separabile se può 
essere espressa nella forma 


\ 


O x(m, n) = xi(M)x,(n) 


Le sequenze campione unitario, gradino unitario, esponenziale e sinusoi- 
dale sono tutte separabili. Un esempio di sequenza non separabile è la 
sequenza 


x(m, n) => cos (@ymn) 


Come nel caso monodimensionale, una sequenza bidimensionale qual. 
siasi può essere espressa come combinazione lincare di campioni unitari 
traslati: , 


x(m, n) => S Feat, r)dm-k,n— r) 
k- 


ren 


Sulla base di questa equazione, un sistema lineare bidimensionale può 
essere descritto in termini delle sue risposte a campioni unitari traslati. 


Più precisamente, con y(m,n) = T [x(myuD], dove 7 |] è la trasforma- 
zione per un sistema lineare, si ha 


y(m, n) = rl i; S x(k, r) 5(m — k,n — n| 


"0 rem 


(a) (ca) 


= Y Y «(k,M)Tm—- k,n- n] 


ke-m re 


Indicando con /,(m,1) la risposta del sistema a 6 (nek, mr), si può sceri- 
vere 


y(m, n) s s x(k,n)h,,(m,n) (1.35) 


ke mm r---- 


Con la sola condizione di lincarità imposta sul sistema, /.,(m,1) dipenderà 
dalle quattro variabili &, r, m ed m. È tuttavia utile imporre l'ulteriore vin- 
colo di invarianza alla traslazione. La classe dei sistemi bidimensionali 
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invarianti alla traslazione è caratterizzata dalla proprietà che, se y(m,n) è la 
risposta ad x(m,n), allora y(m-K, n-r) è la risposta ad x(m-k, n-r). Con que- 
sto vincolo sul sistema, se A(m,n) è la risposta a $(m,n), allora A(m-k, n-r) 
è la risposta a $(m-K, n-r). In questo caso, la (1.35) diventa 


fini E SALZA (1.36) 
= 


'— 00 fin — 00 


L'espressione (1.36) è la somma di convoluzione pet un sistema bidimen- 
sionale lineare invariante alla traslazione. Con un cambiamento di variabili 
nella (1.36) si ottiene l’espressione alternativa 


(4) 


y(m,n)= S h(k, r)x(m— k,n— r) (1.37) 


ke.-0 fe 0 


Perciò, come nel caso monodimensionale, l'operazione di convoluzione 
tra due sequenze è commutativa; cioè, non ha importanza l'ordine in cui 
si effettua la convoluzione. Ciò implica, tra l’altro, che la risposta all'im- 
pulso della cascata di due sistemi lineari invariati alla traslazione è indi- 
pendente dall'ordine in cui essi sono messi in cascata. 

Un sistema stabile è un sistema per cui ogni ingresso limitato pro- 
duce un'uscita limitata. Ricalcando il ragionamento del par. 1.3 (v. probl. 
39 di questo capitolo), si può mostrare che un sistema bidimensionale 
lincare invariante alla traslazione è stabile se e solo se 


(Le) 


s45$ S Ih(k, I < 00 (1.38) 


luz 


Un sistema bidimensionale si dice causale se, quando due ingressi x1 (mn) 
ed x:(#1,1) sono uguali per (m < mi, n < nm), allora le corrispondenti 
uscite yi(#12,17) ed y:(1,1) sono uguali per (mM < mi, n < m). Per un siste- 
ma lincare invariante alla traslazione, la causalità implica che la risposta 
al campione umitario sin zero per (m < 0, nm < 0), Inversamente, se la 
risposta al campione unitario è zero per (m < 0, n <0), allora il sistema 
è causale, 

Una sottoclasse importante di sistemi bidimensionali lineari invarianti 
alla traslazione è costituita di quei sistemi per cul l'ingresso e l'uscita sod. 
disfano un'equazione alle differenze lineare a coefficienti costanti della 
forma 


dia Mag 
> Xa,y(m-k,n-r=Y Yb,x(m—-k,n- r) (1.39) 


ke0r- 0 ke0re0 
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dove, per la linearità, imponiamo l'ulteriore condizione che, se x(m,n) = 0 
per tutti gli m ed n, allora y(m,n) = 0 per tutti gli m ed n. Come con le 
equazioni alle differenze monodimensionali, l'equazione alle differenze 
bidimensionale (1.39) può corrispondere ad un sistema causale o non cau- 
sale. Se supponiamo che il sistema sia causale, la (1.39) può essere espressa 
come una relazione ricorsiva, cioè di 


f 


y(m, n) = 2/3 St — kyn—{r) 


Aogg\ke0r=0 


Mi\N 
= SE an)(m—-k,n—-r)} (1.40) 
ke 2 2 0 
k.r#0 contemporaneamente 


Ad esempio, se x(m,) è zero per m < 0, n < 0, allora, in conseguenza 
della causalità, y(m1) è zero per m < 0, n < 0. Questo fornisce quindi 
un insieme di condizioni iniziali da usare nell'iterazione della (1.40). 
Per sistemi bidimensionali lincari invarianti alla traslazione, la risposta 

imm _jman 


ad un esponenziale complesso della forma. e°°!”e è un esponenziale 
complesso delle stesse frequenze complesse. Specificamente, se è 


x(m, n) - = ele jmgn* 


allora dalla somma di convoluzione si ha 


(Le) 


(cel 
jemme XY Hnene aneotetar 


ko-m re 


pasù H(e!® ia ir i 
’ 


dove 


(Co) 


H(e!", p908)-- YO S' h(k, Metto (141) 


H(cic, ei») è la risposta in frequenza del sistema bidimensionale. Essa è 
una funzione continua di & ed w ed è una funzione periodica di cia- 
scuna di queste variabili con periodo 2 x. Si può mostrare (v. probl. 58 
di questo capitolo) che se /(m,n) è separabile, allora //(e!%, e/©:) è 
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separabile, cioè può essere espressa nella forma 


PR) 
ll 


H(e!®%, et") = H;(e'®!)H,(e'®) 


La sequenza A(m,n) può essere ricostruita dalla risposta in frequenza per 
mezzo della relazione + 


h(m, m= Î Î H(e'"!, e')giormg ion do), dog «= (1.42) 


Più in generale, definiamo la trasformata di Fourier bidimensionale di 
una sequenza x(m,) come 


0 


(Lal 
X(e'0, 010) 1 È bA x(m, n)eTiormertann (1.43) 
con la relazione inversa data da 


1 L) Li , l i 
x(m, n) = FRE 3A CA ei )eiormgiorn do, dm, (1.44) 
bis m 


. UT 


Applicando la trasformata (1.43) alla somma di convoluzione, si vede 
che le trasformate di Fourier dell'ingresso e dell'uscita di un sistema bidi- 
mensionale lincare invariante alla traslazione sono Tegate dalla relazione 


Y(e', et?) , H(ei", el98) Xe, 2102) (1 .45) 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo considerato un certo numero di nozioni 
di base relative a segnali e sistemi a tempo discreto. In particolare, dopo 
aver preso in esame diverse sequenze elementari, abbiamo considerato la 
definizione e la rappresentazione di sistemi lineari invarianti alla traslazio- 
ne in termini della somma di convaluzione, nonché alcune implicazioni del- 
le proprietà di stabilità c causalità. Una sottoclasse importante di sistemi li- 


DS 


neari invarianti alla traslazione è quella per cui l'ingresso e l’uscita soddi- 
sfano un'equazione alle differenze lineare a coefficienti costanti. È stata di- 
scussa la soluzione iterativa di tali equazioni e sono statè definite le classi 
di sistemi FIR e IIR, im 


Un importante strumento di analisi e rappresentazione dei sistemi 
lineari invarianti alla traslazione è costituito dalla loro rappresentazione 
nel dominio della frequenza. È stata considerata la risposta di un sistema 
ad un ingresso esponenziale complesso, che conduce alla definizione della 
risposta in frequenza. In particolare, si è trovato che la risposta all'impulso 
e la risposta in frequenza sono legate tra loro come una coppia di trasfor- 
mate di Fourier. Sono poi state sviluppate alcune proprietà delle tra- 
sformate di Fourier. 

Sebbene il materiale di questo capitolo sia stato presentato senza 
esplicito riferimento ai segnali a tempo continuo, una classe importante 
di problemi di elaborazione numerica dei segnali ha origine dal campiona- 
mento dei segnali continui. Di conseguenza, nel par. 1.7 abbiamo considerato 
la relazione tra segnali a tempo continuo c sequenze ottenute con un campio- 
namento periodico. 


Il capitolo si è chiuso con una breve introduzione alle sequenze e ai 
sistemi bidimensionali. 
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PROBLEMI 


1. Si consideri un sistema lineare arbitrario con ingresso x(n) ed uscita y(n). 
Mostrare che se x(n) = 0 per tutti gli n, allora y(n) deve essere zero per tutti gli n. 
2. Per ognuna delle sequenze in fig. P1.2, usare la convoluzione discreta per trovare 


la risposta all'ingresso x(n) del sistema lineare invariante alla traslazione con 
risposta all'impulso A(n). 


x(n) hin) 
2 
1 1 
n n 
1 1 2 3 -1 1 2 3 
(a) 
x(n) h(n) 
2 


Fig. P1.2 


. Valutare esplicitamente la convoluzione y(1) = x(1) + /(n) delle sequenze 


o, O0<n<N 
h(n) — 

0, altrove 

pncno men 
x(m) Ù n 

0, n< ho 
(È possibile ottenere la soluzione in forma chiusa). 


4. Sia e(n) una sequenza esponenziale, cioè, 


PARE) 
e(n) - a, per tutti gli n 


e siano x(n) e v(n) due sequenze arbitrarie. Mostrare, the risulta 


[e(m)x(M)] * [e(My(M] — ex) #y(n)] 


5. 


10. 


Il. 


DI 


Siano x(n), y(n) e w(n) tre sequenze arbitrarie. Mostrare che la convoluzione 
discreta gode delle proprietà 
(a) commutativa, cioè 

x(n) * y(n) = y(n) # x(n) 


(b) associativa, cioè 


x(n) * [y(M) + w(n)] = [eM) * y(M)] * w(1) 


(c) distributiva rispetto alla somma, cioè 


x(n) * [y(n) + w(m)] = x(@M) * y(2) + x(n) * w(n) 


Si consideri un sistema lineare a tempo discreto invariante alla traslazione con 
risposta all'impulso /(#). Se l'ingresso x(n) è una sequenza periodica di periodo 
N, cioò x(1) = x(#1 4 N), mostrare che anche l'uscita y(1) è una sequenza perio» 
dica di periodo N. 


Se l'uscita di un sistema è la funzione di ingresso moltiplicata per una costante 
complessa, allora la funzione di ingresso è detta autofunzione del sistema. 


(a) Mostrare che la funzione x(n) = 2", dove 2 è una costante complessa, è una 
autofunzione di un sistema lincare invariante alla traslazione. 

(b) Per mezzo di un controesempio, mostrare che 2"(n) mon è una autofunzione 
di un sistema lineare invariante alla traslazione. 

Si sa che la risposta all'impulso di un sistema lincare invariante alla traslazione è 

nulla eccetto che nell'intervallo Ne < n = N. Si sa che l'ingresso x(n) è zero 

cecetto che nell'intervallo N) < nm < N. Di conseguenza l'uscita y(n) è nneh'essa 

zero ad esclusione di un certo intervallo Na & n & Ns. Determinare Ni e N in ter- 

mini di No, Mi, Ni c N. 

Tramite valutazione diretta della somma di convoluzione, determinare la risposta 

al gradino di un sistema lincare invariante alla traslazione la cui risposta all'im- 

pulso è data da 


h(n) — a "u(- n), za = 
Si consideri un sistema con una risposta all'impulso /(n) di durata finita tale che 


h(n) = 0, n<z0,N€n, dove N > 0 


Mostrare che se |x()| = B allora un limite sull'uscita è dato da 


i — N-1 
Ly] < 8 Y JI 
kKe0 


Mostrare anche che tale limite può essere raggiunto; cioè, determinare una sce- 
quenza x(n) con |x(m| < B, per la quale, per qualche valore di #, 


N-1 
yM) = BY JIA). 
K=0 


La causalità di un sistema è stata definita nel par. 1.3. Partendo da questa defini- 
zione mostrare che per un sistema lineare invariante alla traslazione, la causalità 
implica che la risposta all'impulso /(n) è zero per m « 0, Mostrare anche che se 
la risposta all'impulso è zero per nm < 0, allora il sistema deve necessariamente 
essere causale. 
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12. Per ciascuno dei seguenti sistemi, determinare se il sistema è o no (1) stabile, 
(2) causale, (3) lineare, (4) invariante alla traslazione. 


(2) Tx] = g@x(n): 
() Tixm] = d xl). 


k=no 


© Tx] =, "5 ed). 
(d) T[x(n)] = x — no). 
(e) T[x(n)] = et, 

(f) Tlx] = ax) + db. 


Giustificare le risposte. 


13. Si consideri un sistema con ingresso x(n) ed uscita y(n). La relazione ingresso- 
uscita per il sistema è definita dalle seguenti due proprietà: (1) y(n) — ay(n— 1) = 
x(n); (2) y(0) = 1. 

(a) Determinare se il sistema è invariante alla traslazione. 

(b) Determinare se il sistema è lineare. 

(c) Si assuma che l'equazione alle differenze (proprietà 1) resti la stessa mentre il 
valore y(0) è specificato essere nullo. Verificare se le risposte date ai punti (a) 
e (b) devono essere modificate. 


14. Si consideri il sistema lincare n tempo discreto invariante alla traslazione con 
risposta all'impulso 


h(n) = (i) x. dove j = J-1 


Determinare la risposta a regime, cioè la risposta, per n grande, alla eccitazione 
x(n) — [cos mn])u(n) 


15. In fig. P1.15 è mostrato un sistema a tempo discreto. La trasformazione del 
sistema y(n) = T[x(n)]} è arbitraria c può essere non lineare e tempo variante. 
La sola proprietà nota del sistema è che cesso è ben definito, cioè che l'uscita per 
un qualsiasi ingresso dato è unica. Si supponga che l'ingresso x(n) sia x(n) = Ae" 
e che sia misurato qualche parametro P dell'uscita (ad cs. l'ampiezza massima). 
In generale P_sarà una funzione di tw». 

Si consideri P_per differenti frequenze di eccitazione. Mostrare che P è pe- 
riodico in w e determinare il periodo. Un simile risultato sarà ancora vero nel 
caso n tempo continuo? 


Sistema a tempo 


(AV ez discreto qualsiasi 


y(n) 


Fig. P1.15 


16. Nel par. 1.5 In trasformata di Fourier di una sequenza è stata definita come 


H(e!") > Mme in (Trasformata di Fourier) (P1.16-1) 
Mie 


h(n) > Li H(e'®)e}®" dm (Trasformata di Fourier inversa) (P1.16-2) 


17. 


18. 


19. 


20. 


24, 


22, 


23. 
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(a) Sostituendo la (P1.16-1) nella (P1.16-2) e calcolando l'integrale, verificare che 
le due relazioni sono l’una l’inversa dell'altra. 
(b) Ripetere la parte (a) sostituendo la (P1.16-2) nella (P1.16-1). 


Nel par. 1.5 era stato mostrato intuitivamente che 
Y(ei%) = H(ei9)X(e1°) (P1.17-1) 


dove Y(e"), H(e') e X(e!) sono le trasformate di Fourier dell'uscita y(n), della 
risposta all all'impulso /(n) e dell'ingresso x(n) di un sistema lineare tempo inva- 
riante; cioè, 


yi »® x h(n — k)x(k) (P1.17-2) 


ne — 00 


Verificare la (P1.17-1) applicando la trasformata di Fourier alla somma di convo- 

luzione (P1.17-2). 

(a) Si consideri un sistema lineare tempo invariante con risposta all'impulso 
h(n) = a"u(n), dove a è reale e 0<2< 1. Se l'ingresso è x(n) = B"u(n), 
0<]B|<1, determinare l'uscita y(n) nella forma y(1) = (ao" + k:B")t(n) 
valutando esplicitamente la somma di convoluzione. 

(b) Valutando esplicitamente le trasformate N(e"), (e!) e Y(e!) corrispondenti 
n x(n), fin) e y(1) specificate nella parte (1), mostrare che 


Ye!) = H(e!®)X(e!0) 


Siano x(n) e X(eî) una sequenza e la sua trasformata di Fourier. Mostrare che 


s x(m)x*(n) — LI | M(e!'")X*(e!%) dm 


Questa è una forma del teorema di Parseval. 
Un sistema lincare causale invariante alla traslazione è descritto dall'equazione 
alle differenze 


y(n) — ay(n — 1) = x(n) — bx(n — 1) 


Determinare il valore di b(b #4 a) tale che il sistema sia un sistema passa-tutto, 
cioè il modulo della sua risposta in frequenza sia una costante indipendente dalla 
frequenza. 

Mostrare che la sequenza [sin (72/2)|/mrn è quadratosommabile ma non asso- 
lutamente sommabile. 

f(n) e g(n) sono sequenze reali, causali e stabili con trasformate di Fourier 
F(e!) e G(e') rispettivamente. Mostrare che 


m n " 
> frenate du = fa Î Fe) dels fee dol 


Nel progetto di filtri sia analogici che numerici, viene spesso approssimata una 
caratteristica di ampiezza specificata, senza particolare riguardo alla fase, Per 
esempio, esistono delle tecniche standard di propetto di filtri passa basso e passa. 
banda basate solo sulle caratteristiche di ampiezza. 

In molti problemi di filtraggio si desidererebbe idealmente che la caratteristi. 
ca di fase fosse zero oppure lincare. Per filtri causali è impossibile avere fase zero. 
Tuttavia, in molte applicazioni di filtraggio numerico non è necessario che la 
risposta all'impulso del filtro sia nulla per n < 0 se l'elaborazione non deve essere 
fatta in tempo reale. 
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Una tecnica comunemente usata nel filtraggio numerico quando i dati da fil- 
trare sono di durata finita e immagazzinati, ad esempio, su disco o nastro magne- 
tico, è quella di elaborare i dati facendoli passare prima in un senso e poi in 
senso opposto nello stesso filtro. 


Sia /(n) la risposta all'impulso di un filtro causale con una caratteristica di 
fase arbitraria, Assumiamo che /(n) sia reale e indichiamo con H(e') la sua tra- 
sformata di Fourier. Sia x(n) la sequenza da filtrare. L'operazione di filtraggio è 
eseguita come segue: 


(a) Metodo A: 9 


i ST 


iii. s(n) © r(-n) 


(1) Determinare la risposta all'impulso globale /(n) che lega x(n) e s(n), e 
mostrare che ha caratteristica di fase nulla. 

(2) Determinare |//(e®)| ed esprimerlo in termini di |/(e!4)| e di arg 
[H(e")]. 


(b) Metodo B: Filtrare x(n con il filtro /(m ottenendo g(m. Filtrare anche 
in senso inverso x(m) con il filtro #1) ottenendo r(n). L'uscita y(n) è poi 
presa come la somma di g(#) e r(--n) 


i 0 [i], 
ii. A hm) r(n) 


iii. y(mM = g(M+r(-m 


Questo insieme di più operazioni può essere rappresentato con un filtro, con 

ingresso x(n), uscita y(n) e risposta all'impulso /(n). 

(1) Mostrare che il filtro risultante /#(n) ha caratteristica di fase nulla. 

"(2) Determinare |Hs(e®)] ed esprimerlo in termini di |H(e®)] e di arg 
[H(e!)]. 

(c) Supponiamo che sia data una sequenza di durata finita, su cui eseguire 
un'operazione di filtraggio passa-banda con fase nulla. Inoltre, assumiamo 
che sin dato il filtro passa-banda #1), con la risposta in frequenza illustrata 
in fig. P1.23, che ha la caratteristica di ampiezza desiderata ma fase lincare. 


| Hek')| 
E 
—_—_ w 


RAS 
A 4 


7 w 


Fig. P1.23 


24, 


25, 


26. 


24, 


28. 
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Per ottenere fase nulla possiamo usare sia il metodo (A) che il (B). Determi- 
nare c disegnare approssimativamente |H;(e!)| e |H:(ef)|. In base a questi 
risultati, quale metodo usereste per ottenere l'operazione di filtraggio passa 
banda desiderata? Spiegare perché. Più in generale, se /(n) ha il modulo 
desiderato ma caratteristica di fase non lineare, quale metodo è preferibile 
per ottenere caratteristica di fase nulla? 


Siano x(n) e X(e') una sequenza e la sua trasformata. Non si assuma che x(n) sia 
reale o che x(n) sia nulla per n < 0. Determinare, in termini di X(e'), la tra- 
sformata di ognuna delle sequenze seguenti: 
(a) Kx(n), con K costante qualsiasi. 
(b) x(n — rm), con m intero. 
(c) g(n) = x(2n). (Questo caso richiede attenzione!). 
x(n/2), per n pari 
(A) g(m) = { 0, per n dispari. 
(e) x'(n). 


Nel par. 1.6 abbiamo enunciato aleune proprietà di simmetria della trasformata 
di Fourier. Tutte queste proprietà discendono in maniera abbastanza diretta dalla 
definizione di trasformata. Un elenco di alcune delle proprietà enunciate sepue 
più sotto: dimostrare che sono vere. Nel fare la dimostrazione potete usare la 
definizione della coppia di trasformate data dalle eq. (1.19) e (1.20) nonché qua- 
lunque proprietà che precede nella lista. Per esempio, potete usare le proprietà 
1 e 2 nel dimostrare la proprietà 3. 


Sequenza Trasformata di Fourier 
1. x*(n) X*(e 12) 
2. x*(—n) X*(e50) 
3. Re [x(n] X,(ei°) 
4. jIm [x(n] X_(ei®) 
5. x(n) Re [X(e'°)] 
6. x(n) jim [X(e!®)] 


x(n) e X(eî) indicano una sequenza c la sua trasformata di Fourier. Determinare, 
in termini di x(n), la sequenza corrispondente a 

(a) X(elle-), 

(b) Re [N(e")]. 

(e) Im [N(e")]. 

Usando le proprietà dimostrate nel probl. 25, mostrare che valpono le seguenti 
proprietà di simmetria per la trasformata di Fourier X(e!") di una sequenza x(n) 
reale: 


Re [N(e!”)] Re [X(e }®)] 

Im [X(ei®)] = —Im [X(e7!®)] 
|X(ei®)| = [N(e79)] 

arg [X(e'®)) — — arg [X(e®)) 


Si consideri una sequenza complessa (n) = /.(1) 4 jh.(m, dove h.(n) e h(n) 
sono sequenze reali, e sia H(e!) = He") 4 jI(e!®) la sua trasformata, dove 
Iy(e) e Ie) indicano rispettivamente la parte reale c immaginaria di H(e"). 

Siano 1, ,(e%) e Mose!) le parti pari e dispari di //,(e!%), e He") e Il(e") 
le parti pari e dispari di //,(e%). Inoltre, indichiamo con Ie) e Hue!) le parti 
reale c immaginaria della trasformata di /,(1), e con (e!) € Hie*) le parti 
reale e immaginaria della trasformata di /.(m). Esprimere I, Hu, He e Ho in 
termini di HMyn, How Hi © Ho 
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29. Nella fig. P1.29-1 sono illustrate due operazioni che spesso si incontrano nei 
sistemi per l'elaborazione dei segnali. Il campionatore trasferisce in uscita i cam- 


Pas 
x 


x(n) x(n), n pari 
ast fre 
O, ndispari 


x 


Fig. P1.29-1 


pioni con indice pari e pone uguali a zero i campioni della sequenza con indice 
dispari. JI compressore genera una sequenza che consiste dei soli valori dell’in- 
gresso con indice ui 

In fig. P1.29-2 è mostrato un sistema costituito dalla cascata di un campio- 


MILLA Camipla» Xa (n) Yo (N) 
natore i [ra | 


Fig. P1.29-2 


y(n) 
Compressore 


natore, un filtro numerico (FA) ed un compressore. Nella fig. P1.29-3 è mostrato 
un sistema costituito dalla cascata di un compressore e di un filtro numerico (FB). 


x(n) sen | xp(n) [ro] y(n) 
Compressore 


Fig. P1.29-3 


I filtri numerici FA e FB sono lineari, causali e invarianti alla traslazione. 
La risposta in frequenza per iA_ è Hy(e) = 1/[1— ae"), dove 0 < a < 1 
[cioè fin) — a"u(M)]. Determinare la risposta in frequenza per FB in modo che 
i sistemi delle fig. P1.29-2 e P1.,29-3 siano equivalenti. 


30. Sia /1,(1) la risposta all'impulso di un filtro a tempo continuo lineare tempo-inva- 
riante e /y(n) la risposta al campione unitario di un filtro a tempo discreto lincare 
invariante alla traslazione. 

(a) Se 


at > 0 
ha )s A di 
ta(1) 0 ” 


Ù 


i) 


determinare la risposta in frequenza del filtro analogico e disegnarne il modulo. 
(b) Sc /iu(n) = f(nT) con N,(1) come nella parte (a) del problema, determinare 
la risposta in frequenza del filtro numerico e disegnarne il modulo. 
(ce) Per un dato valore di a determinare in funzione di 7° il valore assoluto minimo 
della risposta in frequenza del filtro numerico. 


31. Un'applicazione in cui i filtri numerici sono spesso usati è il filtraggio di dati 
analogici limitati in banda, come rappresentato in fig. P1.31, dove 7 rappresenta 


Passa-basso ideale 


con taglio 87 rad/sec 


Fig. P1.31 


32. 
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l'intervallo di tempo tra i campioni. (Si assuma 7° abbastanza piccolo per evitare 

l’aliasing). Il sistema complessivo che lega x(f) a y(1) è equivalente a un filtro 

analogico, 

(a) Se /(n) ha una frequenza di taglio di x/8 rad/sec, e se 1/7 = 10 kHz, 
qual è la frequenza di taglio del sistema complessivo? 

(b) Ripetere la parte (a) per 1/7 = 20 kHz. 


Come abbiamo accennato nel par, 1.7, una funzione a tempo continuo x,(f) può 
in generale essere espressa in termini di un insieme di funzioni di base come 


x) = È hl) (P1.32-1) 


n 


dove le funzioni { @ .(1) } sono un insieme di funzioni lincarmente indipendenti. 
I coefficienti ci possono allora essere pensati come una sequenza che rappre- 
senta il segnale a tempo continuo. Se x,(1) è a banda limitata, allora, come visto 
nel par. 1.7, le funzioni « .(/) possono essere scelte come 


sin [(m/M — k7)] 


#41) (Ti - kT) 


(P1.32-2) 


Un'utile proprietà delle funzioni (1) è che siano scelte in modo che la rappre- 
sentazione discreta dci segnali a tempo continuo mantenga la convoluzione, 
cioè, sc 


Xm(1) =D Cindx(1) (P1.32-3a) 
Xag(1) Ri Cordx(1) (P1.32-3b) 
real) > DO calo) i (P1.32-30) 

con no 
Nun(£) | Var(1)xvua(f - 7) dr (P1.32-3d) 

allora risulti 

Cap = DÒ Cintatk-n) (P1.32-3e) 

n = m 


Questo vuol dire quindi che un sistema lincare tempo-invariante a tempo continuo 

può essere rappresentato da un sistema lineare a tempo discreto invariante alla 

traslazione. 

(a) Mostrare che se vale la (P1,32-3), allora Di(j0), cioè Ia trasformata di Fourier 
di (1), deve soddisfare in reinzione 


Dj) Deyn jD) (P1.32-4) 
(b) Mostrare che il risultato della parte (a) implica che ®;(j0) è della forma 


D,(j2) — [G(jO]* 


(c) Mostrare che la trasformata di Fourier delle funzioni (P1.32-2) moltiplicate 
per 1/7 soddisfa la (P1.32-4). 

(d) Riuscite a trovare altri insiemi di funzioni lincarmente indipendenti le cui 
trasformate soddisfano la (P1.32-4)? Fate qualche esempio. 
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33. 


34. 


In molti sistemi di comunicazione l'informazione viene trasmessa per mezzo di 
un insieme di segnali continui distinti, fi(t), fit), ..., Im(). Se tutti i segnali 
dell'insieme hanno la stessa energia, allora un canale del ricevitore predisposto 
per ricevere, ad es., f,(t) può calcolare la quantità M, = (*% s(1)f,(1) dt, dove 
s(t), il segnale ricevuto, è uno dei segnali dell'insieme. 

(a) Mostrare, usando la diseguaglianza di Schwarz, che M, è massimo quando 
s(t) = f.(t). (Notare the qui stiamo parlando di funzioni a tempo continuo). 
Questo significa che per determinare quale segnale è stato inviato occorre 
calcolare M, per ogni r. Il valore massimo ottenuto corrisponde al segnale 
che è stato trasmesso. 

(b) Si supponga che, in un particolare sistema, tutti i segnali dell'insieme siano 
a banda limitata, e che la frequenza massima sia fo Hz. Si desidera realizzare 
il ricevitore in forma numerica, vale a dire che i segnali ricevuti s(t) e f,(t) 
sono campionati con periodo di campionamento 7° per ottenere le sequenze 
s(n) e f.(n) e l'uscita del eanale viene calcolata come 


(Le) 


M,= x s()f.(n) 


Noa 


Qual è il minimo periodo di campionamento 7° necessario in relazione a fa 
per rendere questo sistema cquivalente a quello continuo? Le ipotesi più 
ovvie sono che 1/7 debba essere fo/4 0 fo/2 © fo, 2fo, 0 4fo. Giustificare com- 
pletamente la risposta. 

Si supponga di aver calcolato M come specificato nella parte (b) con 7 lungo 
il doppio del necessario. Fsistono condizioni per cui M, può ancora avere un 
massimo quando s(n) — f,(m)? Meditare con cura prima di rispondere. 


Nel par. 1.7 abbiamo derivato la formula d'interpolazione (1.32), che esprime un 
segnale a tempo continuo limitato in banda in termini dei suoi campioni. In 
particolare, se x,() indica un segnale a tempo continuo limitato in banda, è stato 
dimostrato che 


(c 


n 


LAI di. (P1.34-1) 


- sin [(m/M — k7)] 
xa) =D RT TTT — ET) 


dove T è minore di 2r diviso per la larghezza di banda di x.(t). 

Spesso, per convertire una sequenza in un segnale a tempo continuo, la se- 
quenza è dapprima convertita in una funzione continua a tratti c poi filtrata con 
un passa-basso come mostrato in fig. P1.34, Determinare la risposta in frequenza 
del filtro passa-basso necessario per riottenere xa(f). 


x(n) Convertito xa(1) Filtro 
——___—_—* | re numai passa Ka (1) 
co analogico TULLIO] 
xo (1) 
9 “| Th 
xa (KT) 
t 
kT 


Fig. P1.34 
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36. 
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40. 
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Si consideri un segnale analogico 


Xa() RE Salt) Sp Salt =) 


Assumiamo che la trasformata di Fourier di x.() sia a banda limitata in modo 
che X.(jQ) = 0 per |Q| > n/T e che x.(f) sia campionato alla frequenza di Ny- 
quist per ottenere la sequenza 


x(n) = xa(nT) 
Trovare la risposta all'impulso di un sistema a tempo discreto tale che 


[o] 


x(n) = > s(kH)hn — k) 
ke 0 
dove s(n) = s.(n7). 
u(m,n) e É(m,n) indicano rispettivamente le sequenze bidimensionali gradino 
unitario e campione unitario. 
(a) Esprimere w(m,n) in termini di S(m,n). 
(b) Esprimere $(m,n) in termini di u(m, n). 
Si consideri un sistema bidimensionale lineare invariante alla traslazione con 
ingresso x(m,n), uscita y(m,n) e risposta all'impulso /(m,#n). Mostrare che se 
x(m,n) e h(m,n) sono entrambe separabili, allora anche y(m,n) è separabile. 
Sia x(m,n) una sequenza bidimensionale e X(e/%1, e'2)la sua trasformata di 
LI , 
Fourier. Mostrare che, se x(m,n) è separabile, anche A(e/1, e/03) è separabile. 
Usando un ragionamento analogo a quello seguito nel par. 1.3 per il caso mono- 
dimensionale, mostrare che condizione necessaria e sufficiente per la stabilità 
di un sistema bidimensionale lineare invariante alla traslazione con risposta 
all'impulso /(k,r) è che sia 


(Lal 


> Ì lino 


k=—= re 


Nel probl. 19 è stato derivato il teorema di Parscval per sequenze monodimen- 
sionali. Derivare la relazione corrispondente per sequenze bidimensionali. 


Determinare la risposta in frequenza del filtro bidimensionale avente risposta 
all'impulso 
A lm <M e [n <N 


0, altrove 


h(m, n) = Î 


Determinare la risposta all'impulso del filtro passa-basso la cui risposta in fre- 
quenza per [ii] e ||] minori di rr è data da 


; 8 [o] <a e |o|] <db 
0, altrove 


H(ei%, e1°3) — Î 


Determinare da risposta all'impulbio del filtro. passi basso a simmetria. circolare 
Ia cul risposta in frequenza per [ii] e || minori di red data di 


H(e1%1, 21%) sh (i V î + ì <A 


0, altrove 


2. LA TRASFORMATA z 


2.0 INTRODUZIONE 


Nella teoria dci sistemi a tempo continuo la trasformata di Laplace 
può essere considerata come una gencralizzazione della trasformata di 
Fourier. In modo simile è possibile generalizzare la trasformata di Fourier 
per segnali e sistemi a tempo discreto, dando luogo a quella che viene co- 
munemente chiamata trasformata z. La trasformata z gioca un ruolo impor- 
tante nell'analisi e nella rappresentazione dei sistemi lincari a tempo di- 
screto e invarianti alla traslazione. In questo capitolo definiremo la rappre- 
sentazione di una sequenza per mezzo della trasformata z e studieremo in 
dettaglio come le proprietà di una sequenza sono collegate alle proprietà 
della sua trasformata z. 

Nel discutere la trasformata z faremo ricorso a una quantità di risul- 
tati propri della teoria delle variabili complesse. Nell’applicare questi ri- 
sultati ci sforzeremo di essere precisi, senza pretendere tuttavia un elevato 
grado di rigore matematico. 


2.1 LA TRASFORMATA Z 


La trasformata z, X(2), di una sequenza x(n) è definita come 


(ti 


X()= Y x(n)z"" (2.1) 


ne-0 


dove z è una variabile complessa. Talora risulterà conveniente indicare la 
trasformata 2 di una sequenza x(n) come 3[x(m)]. In alcuni contesti è utile 
chiamare Ta trasformata 2 definita dalla (2.1) col nome di trasformata z bi- 
latera © considerare anche la trasformata z unilatera definita come 


(i 


Xr(z) = Yx(n)z7" 


n=0 
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Chiaramente, se x(n) = 0 per n < 0, le trasformate z unilatera e bilatera 
sono equivalenti, ma non vale il viceversa. In questo libro non avremo 
occasione di utilizzare la trasformata unilatera, ma considereremo soltanto 
la trasformata z bilatera definita dalla (2.1). Una trattazione esauriente 
della trasformata z unilatera può essere trovata in una quantità di testi 
(v., per es., [1,2]). 

Esprimendo la variabile complessa z in forma polare come z = re!", 
si può dare alla (2.1) una interpretazione in termini della trasformata di 
Fourier definita nel precedente capitolo. Specificamente, con z espressa in 
questa forma, la (2.1) diventa 


X(rei®) a > x(M(rei®Y" 


n Le] 


oppure si 
X(re')= 3 mn)"e e" (2.2) 


n (ce) 


Pertanto, concordemente con la (2.2), la trasformata z di x(n) può essere 
interpretata come la trasformata di Fourier di x(n) moltiplicata per una 
sequenza esponenziale. Per r = 1, cioè per | 2] = 1, la trasformata 2 è 
uguale alla trasformata di Fourier della sequenza. 

Come abbiamo visto nel cap. 1, la serie di potenze che rappresenta la 
trasformata di Fourier non converge per tutte le sequenze. Analogamente, 
la trasformata 2 non converge per tutte le sequenze o per tutti i valori di 7. 
Per ogni sequenza assegnata l'insieme dei valori di 2 per cui la trasformata 
2 converge si chiama regione di convergenza. Come stabilito nel par. 1.5, 
la convergenza uniforme della trasformata di Fourier richiede che Ta 
sequenza sia assolutamente sommabile, Se ciò si applica alla (2.2) si richie. 
de che sia 


Y Ix(mr7"| < 00 (2.3) 


" 


Dovrebbe essere chiaro dalla (2.3) che, a causa della moltiplicazione della 
sequenza per l'esponenziale reale e", è possibile che la trasformata 7 
converga anche se non converge la trasformata di Fourier. Per esempio, 
la sequenza x(n) = u(n) non è assolutamente sommabile, e di conseguenza 
la trasformata di Fourier non converge. Tuttavia, r "w(1) è assolutamente 
sommabile se |r|] > 1, e di conseguenza la trasformata 2 del gradino uni- 
tario esiste con regione di convergenza 1 < | z|] < 00. 
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In generale la serie di potenze della (2.1) convergerà in una regione 
anulare del piano z, 


Ri << Ra (2.4) 


Dove in generale R, può essere piccolo fino ad annullarsi ed R,, può esse- 
re grande fino all’infinito. Per esempio, la regione di convergenza della tra- 
sformata z della sequenza x(n) = u(n) è definita da R.- = 1, Ri = 00, 


Una serie di potenze della forma (2.1) è una serie di Laurent. Per- 
tanto, nello studio della trasformata z è possibile usare una quantità di ele- 
ganti e potenti teoremi propri della teoria delle funzioni complesse (presen- 
tati, per es., in [3]). Una serie di Laurent, e quindi la trasformata z, è 
una funzione analitica in ogni punto interno alla regione di convergenza, 
e pertanto la trasformata z e tutte le sue derivate devono essere funzioni 
continue di z internamente alla regione di convergenza. 


Nel par. 1.5 abbiamo visto che esistono alcune sequenze che non sono’ 
assolutamente sommabili ma hanno energia finita e che in quei casi si 
può affermare che la trasformata di Fourier esiste se si accetta la conver- 
genza nel senso che l’errore quadratico medio tende a zero. Un esempio di 
tali sequenze è la risposta all'impulso di un filtro ideale passa-basso. In 
questo caso la trasformata z non esiste, in conseguenza del fatto 
che per il filtro ideale passa-basso la trasformata di Fourier non è una 
funzione continua e quindi non è analitica. In quei casi in cui esiste la 
trasformata di Fourier ma non la trasformata z, possiamo ancora conside- 
rare la trasformata di Fourier come la trasformata 2 valutata per | z| = 1, 
sebbene questo, a rigore, non sia corretto. 


Una classe importante di trasformate z è quella per cui X(z) è una 
funzione razionale, cioè un rapporto di polinomi in z. Le radici del polino- 
mio numeratore sono quei valori di z per cui X(z) = 0 e sono chiamati 
gli zeri di X(z). Quei valori di z per cui X(z) è infinita sono chiamati i 
poli di X(2).1 poli di X(2) per valori finiti di z sono le radici del polinomio 
denominatore. Inoltre possono aversi poli anche in 2 = 0 0 in z = co, Per 
le trasformate 2 razionali esistono diverse importanti relazioni fra la posizio- 
ne dei poli di X(2) c la regione di convergenza della trasformata z. Chiara 
mente non possono esserci poli di X(z) internamente alla regione di conver- 
genza, in quanto la trasformata z non converge in corrispondenza di un 


polo. Inoltre, come vedremo più avanti, la regione di convergenza è limi- 
tata da poli. 


Spesso è conveniente rappresentare la trasformata z graficamente pet 


mezzo della posizione dei poli e degli zeri nel piano z. Si consideri 
per esempio la sequenza 


x(n) = a"u(n) 
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La trasformata z è data da 


vo 


X(z)= Y a"u(n)z" 


ni 


=Y(aY" 


ne 0 


che converge a 


Xa)=-——;,  perlzi> lal 
1_- az 


Riscrivendo X(z) come un rapporto di polinomi in z, vediamo che X(z) 
ha uno zero in z = 0 e un polo in.z = a. Ciò è rappresentato nel piano z 
nella fig. 2.1, dove lo zero è indicato con o e il polo con x. La regione di 


m 


Piano z 


Ù 


Regione di convergenza 


Fig. 2.1 Diagramma di poli e zeri e regione di convergenza nel piono z per la trasfor- 
mota 2 della sequenza a"u(n). 


convergenza è indicata dalla regione tratteggiata e include l'intero piano z 
per |z|> a. 


Le proprietà della sequenza x(n) determinano la regione di conver- 
genza di X(z). Per vedere come ciò avviene è utile considerare alcuni casi 
Speciali. 
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1. Sequenze a lunghezza finita. Supponiamo che siano diversi da zero 
solo un numero finito, di valori della sequenza, così che 


na 
X(z2) = Y x(n)z"" (2.5) 
neni 
dove n; ed m sono numeri interi finiti. La convergenza di questa espres- 
sione richiede semplicemente che sia | x(n) | < co per nm < n < m. Inoltre 
z può assumere tutti i valori ad eccezione di z = co se ni < 0 ediz = 0 
se m > 0. Pertanto le sequenze a lunghezza finita hanno una regione di 
convergenza che è almeno 0 < |z|< 00, e può includere sia z = 0 che 
Z = 00 
2. Sequenze monolatere destre. Una sequenza x(n) è monolatera destra 
se _x(12) =0 perno < mi. La trasformata z di una tale sequenza è 


(La) 


Xe)= > x(mz"* (2.6) 
neni 
La regione di converpenza della serie scritta sopra è l'esterno di un cer- 
chio. Per verificnrio, supponiamo che Ta serie sia assolutamente convet- 
gente per z = 21, così che 


> Ixmer"] < Q.7) 


noni 
Se ora consideriamo la serie Xn, |x(n)z7"], possiamo osservare che, nel- 
l'ipotesi che sia m => 0, se ]z]>|z:], ogni termine della serie è minore 
del corrispondente termine della serie (2.7), e quindi 

(Lil 


X IxmMz"] < 0 perlz|> |zil 


neni 


Se invece m << 0, scriviamo la serie come 


” -1 (4) 
Y |x(mMz7"] > Y |x(1)27"] + D Ix(m)27"] (2.8) 
nni Meenq ne 0 


La prima serie nel secondo membro della (2.8) è finita per ogni valore 
finito di 2. La seconda serie, in base allo stesso ragionamento fatto prima, 
converge per |z] > | z|. Quindi, se R,. è il più piccolo valore di | z| 
per il quale la serie (2.6) converge, si ha che la serie converge per 


Ri-< {zl 


con l'eccezione di z = co se m < 0'. Pertanto le sequenze monolatere 
destre hanno una regione di convergenza che è l'esterno di un cerchio con 


' Notiamo che R.. è il raggio di convergenza della serie di potenze negative di z 
nella trasformata z della sequenza x(n). Ciò rende conto dell'uso da noi fatto del- 
l'indice x-. 
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raggio R... Osserviamo che se m 2 0, e quindi la sequenza è causale, la 
trasformata z converge in z = 00, Viceversa, sc #1 < 0, essa non conver- 
gerà in z = co, Pertanto, se la regione di convergenza della trasformata z 
è l'esterno di un cerchio, la sequenza è monolatera destra. Inoltre se tale 
regione include z = 00, la sequenza è causale. 

Dalla (2.7) notiamo anche che, poiché la serie converge, ogni termine 
è limitato e quindi esiste una costante finita A tale che 


lxMz"]|<A4, n>m (2.9) 


Scrivendo | z1 | come | 21] = r, un numero positivo maggiore di R.-, si ha 
lx(M| < Ar”, nm 


e quindi per convergere la sequenza non può crescere più velocemente di 
un esponenziale per 1> so, Se la regione di convergenza di x(1) si esten- 
de internamente al cerchio unitario in modo che r può essere scelto minore 
di uno, allora, per m> 00, x(1) deve tendere a zero velocemente almeno 
come un esponenziale, 


Esemrio. Un esempio di sequenza monolatera destra è Ta sequenza x(n) — d"(1), 
che, come abbiamo visto in precedenza, ha per trasformata 


X(2) = e [z| > Ja] (2.10) 


1 - az 


» de 26; U x 
3. Sequenze monolatere sinistre. Una sequenza x(n) è monolatera 
sinistra se x(n) = 0 per mn > m. La trasformata z è 


na 
X(z) x. x)" (2.11) 
n n 
Cambiando l'indice di sommatoria con la sostituzione n = —m, otteniamo 


n 


X(2)= XY x-m)z" 
m=-h2 
Pertanto i risultati validi per le sequenze monolatere destre si applicano 
anche in questo caso pur di sostituire n con — me z con 2. Si può dimo- 
strare che la regione di convergenza è l'interno di un cerchio, |z] > Ra, 
con l'eccezione di z = 0 se 1 > 02. Se la trasformata z di una sequenza 
monolatera sinistra converge in z = 0, allora la sequenza è nulla per 
n= 0. Ne segue anche che se X(z) converge per | z| = r, allora 


lx(M| < Ar”, ne Ng 


dove A è una costante finita. Per converpere, quindi, la sequenza non può 
crescere più velocemente di un esponenziale per n > — 00. Se la regione 


? In questo caso usiamo l'indice x 4 per indicare ii raggio di convergenza della 
serie di potenze positive di z mella trasformata z della sequenza x(n). 
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di convergenza include il cerchio unitario, x(n) deve tendere a zero per 
N43 — 00, da 


EseMpio. Come esempio di una sequenza monolatera sinistra consideriamo 
x(n) = —b"'u(— n — 1). La trasformata z è 


1 


X(2) = DI — b"z-» 


Ne—-0 
(e) 
tn — bnzn 
Pa 
(co) 


=1- bn 


n=0 


4 


La serie converge se |b-z| < 1, cioè |z| < [b], nel qual caso 


X)=1- per |z] < Jbl (2.12) 


BERE. 
1-b3z z-b’ 


Fig. 2.2 Diagramma di poli e zeri e regione di convergenza nel piano 7 per la trasformato 
z dello sequenza —b"u(—n —1). 


Il polo e lo zero e la regione di convergenza di X(z) sono indicate in fig. 2.2. Si noti 
che se b = a, la funzione X(2) nella (2.12) è identica a quella della (2.10) dell'esempio 
precedente. Questo dimostra il fatto estremamente importante che per specificare la 
trasformata z di una sequenza occorre conoscere non soltanto la funzione X(z), ma 
anche la regione di convergenza. 


4. Sequenze bilatere. Bilatera è una sequenza che si estende da 
n= — so an = + co, In generale possiamo scrivere 


(e) 


X(2)= D x(n)z" 


n=-0%0 


- Txma"" + 5 x(n)z7" (2.13) 


fim 
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La prima serie è monolatera destra e converge per R:- < | z|; la seconda 
serie è monolatera sinistra e converge per | z| < Rx+. Se Ri- < Ru, esi- 
ste una regione comune di convergenza della forma 


R.-<|z1<Ry (2.14) 
Se R.- > Rx, non esiste una regione comune di convergenza, e quindi la 
serie (2.13) non converge. Se vale la regione di convergenza espressa in 


(2.14), la sequenza x(n) non può crescere più velocemente di un espo- 
nenziale in entrambe le direzioni, e se 


ReSI<Ra 


la sequenza tende a zero esponenzialmente in entrambe le direzioni. Tali 
sequenze hanno sia una trasformata di Fourier che una trasformata z. 


Esempio. Si consideri la sequenza 


00 a”, n=0 
x(n) = 
hr, né «i (2.15) 
dove |a| < |b|. Usando i risultati dei precedenti due esempi, 
z E z(2z -a— d) 
Tola n het — es 2.16 
G) pe: ali e (2-a)(z—- bh) ( ) 
dove la regione di convergenza è 
lal <|zl1 <|bl +» (2.17) 
I poli e gli zeri e la regione di convergenza sono mostrati nella fig. 2,3, La regione 
di convergenza è la parte sovrapposta delle regioni tratteggiate. 
Im 


Regione di 
convergenza 


Re 


® 
V 


Fig. 2.3 Diagramma di poli e zeri e regione di convergenza per la sequenza x(n) = #a"u(n) — 
— b'u—n— 1) 
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2.2 LA TRASFORMATA Z INVERSA 
L'espressione della trasformata z inversa può essere ottenuta utiliz- 
zando il teorema integrale di Cauchy. Tale teorema afferma che 


21 k=0 
fl lo, k£0 Lion 


dove C è un contorno percorso in senso antiorario che circonda l'origine. 


L'espressione della trasformata z, come è stata definita nel par, 2.1, 
è data da 


(1.0) 


X(2) = D x(n)z"" i (2.19) 


nar= o) 


Moltiplicando entrambi i membri della (2.19) per 24! e integrando lungo 
un percorso che includa l'origine e sia contenuto interamente nella regione 
di convergenza di X(z), si ottiene 


1 1 Cl 

= Mae! de — — d an) 1 dz (2.20) 
2rj Je 2rj Je neo 

Integrando termine a termine la sommatoria al secondo membro della 

(2.20) (il che è giustificato se la serie è Nr si ottiene 


RA $ X(2)28" dz — 5 mali > SUL vada dz (2.21) 
2rj Je 


neo 2nj 


che per la (2.18) diventa 


$ X(2)2t dz = x(k) 


2nj 
Perciò, l'espressione della trasformata 2 inversa è data da 
x) == DÀ X(2)z" dz (2.22) 
27rj 


dove C è un percorso antiorario chiuso che è situato nella regione di con- 
vergenza di X(2) e circonda l'origine del piano z. Occorre mettere in evi- 
denza che nel derivare la (2.22) non si sono fatte ipotesi sui segni di K 
nella (2.20) e di n nella (2.22), e di conseguenza la (2.22) è valida per 
valori sia positivi che negativi di n. 

Per trasformate 7 razionali gli integrali della forma (2.22) si possono 
spesso valutare in modo conveniente usando il teorema dei residui, cioè 


e MA s\, Nel 
x(n) ini pae dz (2.23) 


- Y [residui di X(2)z" nei poli.interni a C] 
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In generale, se X(z)z"! è una funzione razionale di z, può essere espressa 
come 


x(2)z" = EL (2.24) 


(z— zo)” 


dove X(2)z"' ha s poli in z = zo e (2) non ha poli in z = zo. Il residuo 
di X(2)z""" in z = zo è dato da 


tec «I d'y(2) 
Res [X(z)z"" inz= zz) = DI - da DA (2.25) 


In particolare, se si ha solo ‘un polo del primo ordine in z = 2, cioè se 
Sec 1, allora 


Res [X(z)z"-! in z = za] = w(20) (2.26) 


Come esempio dell'uso della trasformazione inversa, consideriamo la 
trasformata inversa di 


X(z) Ea |z] > Jal 


n_-1 n 
x(n) - had E futf 2° di 


2nj Jel — az 2rj 


dove il percorso di integrazione, C, è una circonferenza di raggio maggiore 
di a. Per n > 0, allora, il percorso di integrazione racchiude solo un polo 
in ze a. Di conseguenza, per n > 0, x(1) è dato da 


x(nj= 3, n>0 


Per n < 0, si ha un polo multiplo in z = 0, il cui ordine dipende da n. 


Per n = — 1, il polo è di primo ordine con un residuo di —a-'. Il residuo 
nel polo in z = a è a *. Di conseguenza, la somma dei residui è zero € 
perciò x(—1) = 0. Pet = —2 
Res ea in z a| = a? 
z°(z — a) 
e 


sa 


Res [x ati inz o| —a"° 
z— a) È 


e quindi x (—2) — 0. Continuando con questo procedimento si può veri- 
ficare che per questo esempio x(n) = 0 per n < 0. Quanto più negativo 
diventa n, tanto più pesante diventa il calcolo del residuo nel polo multi- 
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plo in 2 = 0. Sebbene ia (2.22) sia valida per tutti gli n, il suo uso per 
n< 0 è spesso fonte di complicazioni a causa dei poli multipli in z = 0. 
Ciò può essere evitato modificando la (2.22) per mezzo di un cam- 
biamento di variabili, rendendola di facile applicazione per n < 0. Spe- 
cificamente, si consideri il cambiamento di variabili z = p', cosicché 
la (2.22) diventa 
1 


1 
= X{=|pntHp-? 
x(n) ni ()r p dp (2.27) 


Si osservi che dal momento che il percorso nella (2.22) è antiorario, il 
percorso nell’espressione precedente è orario. Moltiplicando per —1 per 
invertire la direzione del percorso, il cambiamento di variabili introdotto 
porta allora all'espressione 


= i, 1 nl 
x(n) = ; $ x(1)p dp (2.28) 


mj 


Se il percorso C nella (2.22) è una circonferenza di raggio r nel piano z, 
allora il percorso C* nella (2.28) è una circonferenza di raggio 1/r nel 
piano p. I poli di X(z) che erano all’esterno del percorso C corrispondono 
ora a poli di X(1/p) che sono all'interno del percorso C* e viceversa. Si 
può o meno avere la comparsa di poli c/o zeri addizionali nell'origine e/o 
all'infinito, ma ciò non è essenziale ai fini del nostro ragionamento. Per 
l'esempio specifico che abbiamo considerato in precedenza, x(n) diventa 
ora, a seguito di questo cambiamento di variabili, 


1 $ DS 
xe == =; d 
(n) 2rj mi-ap 


Il percorso di integrazione C’ è ora una circonferenza di raggio minore di 
1/a. Per n < 0 non vi sono singolarità interne al percorso di integrazione 
e pertanto segue facilmente che, per n < 0, x(n) = 0. Come la (2.22) era 
poco conveniente (sebbene certamente valida) per valutare x(n) per n < 0, 
questa espressione è altrettanto sconsigliabile (ma ancora valida) per valu- 
tare x(n) per n > 0, a causa dei poli multipli che compaiono nell’origine. 

In molti casi la valutazione della (2.22) o (2.28) è inutilmente difficile 
e complicata. Vedremo nel resto di questo paragrafo alcune particolari 
tecniche che sono spesso di più facile applicazione. 


Serie di potenze. Se si dispone della trasformata z in forma di serie di 
potenze, possiamo osservare che il valore x(n) della sequenza è semplice- 
mente il coefficiente del termine contenente z-” nella serie di potenze 


X(z)= S x(n)z7" 


ne—-0 


77 


Se x(z) è data come un'espressione in forma chiusa, si può spesso ricavare 
la corrispondente serie di potenze o rifarsi a un'espansione in serie di 
potenze precedentemente ricavata. 


Esempio. Si consideri la trasformata z 
X(z) = log (1 + az), lal < |z] (2.29) 


Usando l'espansione in serie di potenze per log (1 + x), otteniamo 


0 ( — ])Mt1gnz_n 


X(z) = 
(2) di F 
Perciò, x(n) risulta essere 
peid, nd 
x(n) - n (2.30) 
0, nz0 


Per trasformate z razionali si può ottenere un'espansione in serie di 
potenze usando la divisione lunga. 


Esempio. Si consideri la trasformata z 


I 
X(2) ‘ge L lz] > lal (2.31) 


Poiché la regione di convergenza è l'esterno di un cerchio, la sequenza è monolatera 
destra. Inoltre, poichè X(z) tende ad una costante finita al tendere di z all'infinito, 
la sequenza è causale. Perciò eseguiamo la divisione in modo da ottenere una serie 
di potenze in z°'. Effettuando la divisione lunga otteniamo 


1+az2 + az? + 


1-az|I 
1 - az 
az! 
az! — az? 
az 
6 pet 
! 21 2,-2 
—_; +; 1 + az + az? + 
1- az 


e pertanto si ha 


x(n) = a"u(n) 


Esempio. Come altro esempio possiamo considerare lo stesso rapporto di poli 
nomi della (2.31), ma con una diversa regione di convergenza, cioè 


X(z) “a 


2 ll <lal (2.32) 


78 


A causa della regione’ di convergenza, la sequenza è monolatera sinistra e poiché 
X(z) in z=0 è finita, la sequenza è zero per n > 0. Perciò dividiamo in modo da 
ottenere una serie di potenze in z come segue: 


az — az? — 


DCI 


-a + z|z 
z — a-1:? 
è a123 
Pertanto, x(n) = —a"u(—n—1). 


Espansione in fratti semplici. Un’altra tecnica che spesso è utile per 
trasformate z razionali consiste nell'effettuare un'espansione in fratti sem- 
plici e identificare la trasformata z inversa di termini più facilmente trat- 
tabili. Se F(x) è un rapporto di polinomi nella variabile x con il prado del 
numeratore minore del prado del denominatore e con poli solo del primo 
ordine, esso può essere espresso in fratti semplici della forma 


Mo £ A 
ragu gd (2.39) 
QX) a=1X — xy 
dove gli x: sono i poli di F(x) c gli Ar sono i residui nei poli; cioè 
Ax = (x — xg)F(2)]xa, (2.34) 


Se il grado del numeratore è maggiore del grado del denominatore, allora 
si aggiunge al secondo membro della (2.33) un polinomio di grado pari 
al grado del numeratore meno il grado del denominatore, Perciò, se il 
grado di P(x) è M e il prado di O(x) è N con M = N, allora la (2.33) è 
sostituita da 


i cn N A 
F(x) = Bir-n%N+ BrroyxN34+...+Bx+B+X 
Ke XX 


(2.35) 


I B; si possono ottenere semplicemente con la divisione lunga e gli Ax si 
ottengono ancora per mezzo della (2.34). Se F(x) ha poli multipli, la (2.35) 
va ulteriormente modificata. In particolare, se F(x) ha un polo di ordine 
sinx= x, la (2.35) diventa 


F(x) = Bag-yXM-N * Bir N +... t B,x + Bo 


x. A È Cc 
ii Dia 


K1X Xx kel(x — x)" 
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I coefficienti Ax e B; si ottengono come prima. I coefficienti cx si ricavano 
dalla relazione 


8-k 
PNE SIL 
(s — tax! 


[= xl'FC0) 


reri 


Per applicare l'espansione in fratti semplici alla trasformata z possiamo 
considerare la trasformata z come un rapporto di polinomi in z o in 2°'. 


Esempio. Si consideri una sequenza monolatera destra con trasformata z 


1 2° a1b1 


Na = Tai A) ded Ue - 0) 


Fifettuando un'espansione in fratti semplici con N) considerata come un rapporto 
di polinomi in 2 ', otteniamo 


ab! I I I I 


X(z) = —— coin pen 


(a (te *- (1/6) (6. a’) (ab! -h)) 


a) ( 
_Éa I Ta d_ (2.36) 
SIRIO 


Poiché abbiamo assunto che la sequenza sia monolatera destra, ciascuno dei termini 
della (2.36) corrisponde ad una sequenza monolatera destra. Tali termini sono tra- 
sformate 2 del primo ordine che possiamo riconostere dagli esempi. precedenti, © 
perciò si può ricavare immediatamente dalla (2.36) 


li 
x(n) — — i. a"u(n) 1 psliiazi b"u(n) 
d D hoa 


Questo stesso esempio verrà preso in esame nel probl. 4 di questo capitolo, conside- 
rando però X(=) come rapporto di polinomi in 2 anziché in 2’. 


fi bene osservare che per sequenze monolatere sinistre o bilatere 
la tecnica di espansione in fratti semplici funziona ugualmente bene, ma 
occorre fare attenzione alla determinazione di quali poli corrispondono 
a sequenze monolatere destre e quali a sequenze monolatere sinistre. 


23 TFOREMI E PROPRIETÀ DELLA TRASFORMATA Z 


Nel risolvere problemi di trattamento dei segnali, è importante avere 
ben chiare e saper usare con facilità le proprietà della trasformata z. In 
questo paragrafo discuteremo alcune delle più importanti tra queste pro- 
prietà. Ulteriori nozioni possono essere trovate in [1] e [2]. 
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2.3.1 Regione di convergenza delle trasformate z razionali 


Come è stato. jndicato precedentemente, per una sequenza con tra- 
sformata z razionale la regione di convergenza non può contenere alcun 
polo ed è limitata da poli o da zero o da infinito. Il fatto che essa non 
contiene alcun polo segue semplicemente dal fatto che per definizione la 
trasformata z non converge in corrispondenza di un polo. Per compren- 
dere perché essa è limitata da poli, consideriamo prima il caso di una 
sequenza monolatera destra ed assumiamo che i poli siano situati in 
@, a ... ay, dove ay ha il modulo più grande. Assumeremo, per semplifi- 
care le cose, che tutti i poli siano semplici, nonostante sia possibile gene- 
ralizzare facilmente tale ipotesi. Allora, per n maggiore di un certo valore 
tto, la sequenza consiste di una somma di esponenziali della forma 


N 
x(n) = 2 Axa)", n> ho (2.37) 


La regione di convergenza è determinata dall’insieme dei valori di z per i 
quali la sequenza x(n)z7" è assolutamente convergente. Poiché una 
sequenza monolatera destra della forma (ay)"z7" è assolutamente som- 
mabile per |z|]>|a:| ma non per |z| <a, ne segue che la se- 
quenza monolatera destra (2.37) ha una regione di convergenza de- 
finita da |z|>|aw]|. Di conseguenza essa è limitata verso  l’inter- 
no dal polo di modulo massimo e verso l’esterno da infinito. Con iden- 
tiche considerazioni si vede che per una sequenza monolatera sinistra la 
regione di convergenza è limitata all'esterno dal polo con il modulo minimo 
e verso l'interno da zero. Per sequenze bilatere qualcuno dei poli contri- 
buisce soltanto per n > 0 ed i restanti soltanto per n < 0. La regione di 
convergenza è limitata verso l'interno dal polo con il modulo massimo, il 
quale contribuisce per n > 0, ed all’esterno dal polo con il modulo più 
piccolo, che contribuisce per nm = 0, Per esempio, in fig. 2.4 è mostrata una 
stessa configurazione di zeri e poli con le quattro possibili scelte per la 
regione di convergenza. La fig. 2.4 (a) corrisponde ad una sequenza mo- 
nolatera destra, la 2.4 (b) ad una sequenza monolatera sinistra, c le restanti 
due corrispondono a sequenze bilatere. In generale la regione di conver- 
genza è una regione connessa. Non è possibile per esempio considerare 
come regione di convergenza l'insieme |z|<|a| e |z]>]|c| 
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Im 


Piano 2 


(b) 


Fig. 2.4 Esempi di quattro trasformate z con la stessa disposizione di poli e zeri, illustranti 
le differenti possibilità per la regione di convergenza. Ciascuna di esse corri. 
sponde a una sequenza diversa, con (a) corrispondente ad una sequenza mono. 

latern deatra, (b) ad unn sequenza monolatera sinistra, è lo rimanonti duo a Requen- 


zo bilatoro, 
2.3.2 Lincarità 


Consideriamo due sequenze x(n) e y(n) con trasformate z, rispettiva 
mente, X(z) e Y(z); cioè 
35M] = X(),  R.<izl<R 
3) Ya), RR |] 
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Ne segue che: 


Blax(n) + by(n)] = aX(2) + bY(G),  R_<|z:1<R, (2.38) 


dove la regione di convergenza è al minimo l’intersezione delle regioni di 
convergenza singole. Per sequenze con trasformate z razionali, se i poli di 
aX(z) + bY(z) sono l’unione dei poli di X(z) e Y(z), allora la regione di 
convergenza sarà esattamente uguale all'intersezione delle regioni di con- 
vergenza singole, e di conseguenza R_ sarà il massimo di Rx- e Ry_ e Ri 
sarà il minimo di Rx, e R,,. Se la combinazione lineare è tale da intro- 
durre alcuni zeri che cancellano alcuni poli, allora la regione di conver- 
genza può essere più estesa, Un semplice esempio di questo fatto si ha 
quando x(7) e y(n) sono di durata infinita ma la loro combinazione lineare 
risulta invece di durata finita. In questo caso la regione di convergenza 
della combinazione lincare è l'intero piano z, con la possibile cecezione 
di zero c/o infinito. Per esempio, la sequenza corrispondente alla diffe 
renza [e"u(n) — a"u(m—-1)] ha una regione di convergenza che è l'intero 
piano 2, mentre le sequenze componenti a"u(1) e a"u(1—1) hanno entram- 
be la regione di convergenza definita da | z|] > | a |. 


2.3.3 Traslazione di una sequenza 


Consideriamo una sequenza x(n) tale che 


3x1] si X(2), Ri < zl < R,, 
Allora per la sequenza i cui valori sono x(n) abbiamo (v. probl. 10 di 
questo capitolo) 


Sx 4 no)] = 2"°X(2), RR 2} < Ru (2.39) 


Le regioni di convergenza di x(n) e x(1-+ n) sono identiche, con la possi- 
bile eccezione di 2=0 0 2-4 0, Per esempio, la sequenza 6(1) ha una tra- 
sformata 2 che converge dovunque nel piano 2, ma la trasformata z di 5(1-1) 
non converge per 270 ce la trasformata 2 di 8(14+1) non converge per 
ze co, Come si vede dalla (2.39), per mo positivo vengono introdotti degli 
zeri in 2-0 ce dei poli per 2 se; per m negativo, vengono invece introdotti 
dei poli nell'origine e degli zeri all'infinito. 


2.3.4 Moltiplicazione per una sequenza esponenziale 


Se una sequenza x(n) è moltiplicata per una sequenza esponenziale a", 
dove @ può essere complesso, allora (v. probl. 10 di questo capitolo) 


dla"x(M)] = X(a!2), lal: R._<]|z]<|al-R, (2.40) 
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Se X(2) ha un polo in z=2z,, allora A(az ') avrà un polo in z==az1. In gene- 
rale, tutte le posizioni dei poli e degli zeri sono modificate per un fattore da. 
Se a è un numero reale positivo, ciò può essere interpretato come una com- 
pressione o un'espansione del piano 2, cioè le posizioni dei poli e degli zeri 
cambiano lungo linee radiali nel piano z, Se a è complesso con modulo 
unitario, la modifica di posizione corrisponde ad una rotazione nel piano z, 
cioè le posizioni dei poli e degli zeri cambiano lungo circonferenze con 
centro nell'origine. 


2.3.5 Derivata di X(z) 


La derivata della trasformata 2, moltiplicata per — 2, è la trasformata z 
della sequenza x(1) moltiplicata per m, e cioè 


dlnx(n)] = —z—, Ro Ze (2.41) 


5[x*()] = X*25), Ro <|zRa, (2.42) 
Ciò segue direttamente dalla definizione di trasformata z. 
2.3.7 Teorema del valore iniziale 
Se x(1) è zero per n < 0, allora 
x(0) — lim X(2) (2.43) 


sorto 


Questo teorema si dimostra facilmente considerando il limite di ogni ter- 
mine nella serie (2.1) (v. probl. 16 di questo capitolo). 


2.5.8 Convoluzione di sequenze 


Sc w(n) è Ta convoluzione delle due sequenze x(1) e y(1), allora Ta 
trasformata z di (1) è il prodotto delle trasformate 2 di x(m) e y(1), cioè, se 


m 


w(n) > x(k)y(n — k) (2.44) 


ke 
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allora W(z)=X(z)Y(z). Per mostrare ciò scriviamo 


00 Lk=--00 


wa= [5 x(n — o] -" 


Scambiando l’ordine delle sommatorie si ha 


Wa)= Z x(%) X y(n- he" 


kre-%0 n=—-0 
è cambiando l'indice della seconda sommatoria da n a m=n-k otteniamo 


wa = 3 «(5 men] 


ke Mme—-0 


Di conseguenza, per valori di z all’interno delle regioni di convergenza 
sia di Y(z) che di X(z), possiamo scrivere 


W(z) = X(2)Y(2), R-<[k< Ra Re€lz/<Ra 249 


dove la regione di convergenza include l'intersezione delle regioni di con- 
vergenza di Y(z) c X(z). Se un polo che limita la regione di convergenza 
di una delle trasformate z è cancellato da uno zero dell'altra, allora la 
regione di convergenza di W(z) sarà più estesa. 


Esempio, Sia y(n) = a"u(n) e x(n) = u(n). Le corrispondenti trasformate z sono 


da 1 
Yi a reo na = 
@-Serz, ki>la 
e 
©, 1 
X(z) = > 
(2) DIL pera. [2] >1 
La trasformata della convoluzione è allora 
W(z) = i 
"<a — 23) 


22 


Mic 231 |> 1 
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I poli e gli zeri di W(z) sono mostrati in fig. 2.5 e la regione di convergenza è l'interse- 
zione delle singole regioni di convergenza. 


Regione di 
convergenza 


Fig. 2.5 Diagramma di poli e zeri per la trasformata z della convoluzione delle sequenze 
u(n) e a"uln). 


La sequenza w(n) può essere ottenuta tramite la formula di inversione 
@m 1 z"4+1 dz 
we = —D —_ Ti 
2aj Io@— a)(z — 1) 


dove il percorso C è scelto nella regione di convergenza di w(n), come è mostrato 


in fig. 2.5. Per n > 0 non ci sono poli in z = 0. Perciò, usando il teorema dei residui, 
si ha 


(1 gui ant 1 


aid a-1l 
-— attl 
tia n2>0 
l-a 


Per n < —1, benchè ci siano poli in z = 0, non è necessario calcolare l'integrale di 
linea per accorgersi che w(n) deve essere zero per n < 0. Notiamo semplicemente 
che poiché sia x(n) che y(n) sono nulle per mn < 0, w(m) deve essere anch'essa nulla. 
Osserviamo anche che, per questo esempio, la regione di convergenza di W(z) era 
l'intersezione delle regioni di convergenza di x(n) e y(n). Se, invece, avessimo scelto 
y(n) tale che 


rai, dil>ldl 

l-az 
allora il polo in z = 1 sarebbe stato cancellato e la regione di convergenza di w(n) 
si sarebbe estesa fino al polo in z = a. 
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2.3.9 Teorema della convoluzione complessa 


\ 
na | 


Si è appena visto che la trasformata z della convoluzione di più se- 
quenze è il prodotto delle trasformate z delle singole sequenze. Nel caso 
dei segnali a tempo continuo e delle trasformate di Fourier, sappiamo che 
esiste una dualità tra il«dominio del tempo e quello della frequenza. Più 
precisamente, nel caso continuo, una convoluzione di funzioni del tempo 
corrisponde al prodotto delle loro trasformate, e analogamente una convo- 
luzione delle trasformate corrisponde al prodotto delle funzioni del tempo. 
Nel caso delle sequenze e delle trasformate z non ci aspettiamo una dualità 
perfetta, per il fatto che le sequenze sono discrete, mentre le loro trasfor- 
mate sono continue. Tuttavia si può dimostrare che Ja trasformata z di un 
prodotto di sequenze ha una forma simile ad una convoluzione, 

Per dimostrare il teorema della convoluzione complessa, sia 


w(n) = x(n)y(n) 


e quindi 
00 
Wa)= 2 xMyMmz" 
n=-% 
Ma 
pine == $ Yo" dv 
2rj “ec, 
dove Ci è un percorso chiuso antiorario nella regione di convergenza di 


Y.(1). Allora 


W(z) = È S x(n) È ro() e dv 
mj né c v 


na + $ x() Y(v)v=! dv (2.462) 
2mj “ec, \v 


ovvero 


dove C, è un percorso chiuso antiorario nell'intersezione delle regioni di 
convergenza di X (2/0) e Y(v). W(z) può anche essere espressa come 


Mz) = 1 $ xor(A)e dv (2.46b) 
2rj “ce, v 


dove C; è un percorso chiuso nell’intersezione delle regioni di convergenza 
di X(v) e di Y(z/v). 
Per determinare la regione di convergenza associata a W(z), supponiamo 
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che le regioni di convergenza, rispettivamente; di X(z) e di Y(z) siano 
X@iR_<"lz{< Ru 


Y():R, <|z1<Ru 
Allora riguardo alla (2.46a) si ha 


Rie<iol<Ra 


£ 
v 


Ra a S Ray 


Combinando queste due espressioni si ha 
RR Ra 


Anche qui, in qualche caso la regione di convergenza può essere più estesa 
di questa, ma includerà sempre la regione sopra definita per estendersi 
poi verso l'interno o verso l'esterno fino al prossimo polo. 

Per vedere che la (2.46b) è realmente simile ad una convoluzione, 
supponiamo che il percorso di integrazione sia una circonferenza con 


v= pe’ e z= re 
La (2.46b) diventa 
W(reit) — i Î Li eis "| X(pe'?) d0 (2.47) 
Tm J-r P 


che ha una forma simile ad una convoluzione. In particolare, a parte i 
limiti dell'integrale, l'espressione di sopra è identica alla convoluzione di 
X(pe?) e Y(pe?) considerate come funzioni di 0. Notiamo che queste 
funzioni sono funzioni periodiche di 0 e che quindi l'integrazione va fatta 
soltanto su un periodo. Una convoluzione di questo tipo viene spesso chia- 
mata convoluzione periodica e giocherà un ruolo particolarmente impor- 
tante nel cap. 3. 

Nell'applicazione del teorema della convoluzione complessa espresso 
dalla (2.464) o (2.46b), una delle difficoltà principali è costituita dal pro- 
blema di determinare quali poli dell'integrando sono interni al percorso 
di integrazione e quali sono esterni. Un semplice esempio dell'uso del tco- 
rema della convoluzione complessa può servire ad indicare la procedura, 


Esempio. Consideriamo x(n) = a"u(n) e y(n) = b'u(n). Allora le trasformate 
2 X(2) e Y(z) sono rispettivamente 


Il 
1 - az 


I 
Yz) = Tp Iz] > BI 


N(2) — lz] > lal 
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Sostituendo nella (2.462), si ottiene 


n) li -—(z/a) 1 
MO I 9o tdi 


L’integrando ha due poli, uno situato in v = b e l’altro in v = z/a. Il percorso di 
integrazione di questa espressione deve essere interno alla regione di convergenza 
di Y(v), e di conseguenza il polo in v = b dovrà essere interno a tale percorso. Per 
determinare se anche il polo in v = z/a è interno, teniamo presente che la trasfor- 
mata z X(2) è valida soltanto per |z| > |a]. Pertanto la corrispondente espressione 
per X(z/v) è valida soltanto per |z/v| > |a]. Quindi, se 


z 
-|> la 


z 
a 
Di conseguenza il polo deve sempre giacere al di fuori del percorso chiuso di inte- 
grazione in v. La posizione dei poli ed il percorso di integrazione sono indicati in 


fig. 2.6, dove si è supposto che a e b siano reali. Usando il teorema dei residui di 
Cauchy per calcolare W(z), otteninmo 


allora 


> Jbl 


aj 
b— z/a 
I 
-—L_, lal>ab 
\ 1—- abz? sile 


Osserviamo che questa espressione deriva dall'aver tenuto conto sola- 
mente del residuo nel polo interno al percorso di integrazione. Si verifica 
facilmente che se avessimo erroneamente considerato il polo in z/a interno 
al percorso di integrazione, il risultato del calcolo dell'integrale sarebbe 
stato indenticamente nullo. 


Im 


Percorso di Piano v 


integrazione 


Fig. 2.6 Poli dell'integrando e percorso di integrazione nell'esempio di applicazione del 
teorema della convoluzione complessa. 
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2.35.10 Relazione di Parseval 


Nel probl. 19 del cap. 1 abbiamo considerato la relazione di Parseval 
relativa alla trasformata di Fourier. L'estensione di questa relazione alla 
trasformata z deriva dal teorema della convoluzione complessa. Conside- 
riamo in particolare due sequenze complesse x(n) e y(n). Allora la relazione 
di Parseval afferma che 


S ny) = 1 $ X)Y*(1/0*)v® du (2.48) 
Niue 00 2nj ‘e 


dove il percorso chiuso di integrazione è preso interno all'intersezione delle 
regioni di convergenza di X(v) e di Y*(1/0*). La relazione di sopra può 
essere dimostrata definendo una sequenza w(n) come 


w(n) = x(n)y*(n) (2.49) 


c notando che 


nm 


> w(M) = Wai (2.50) 


nm- 


Allora dalla (2:42) e dal teorema della convoluzione complessa segue che 


W(z) = 1 $ X(0)Y*(2*/v*)o"! dv 
2nj <c 


Quindi, applicando le (2.49) e (2.50), otteniamo la (2.48). Se X(z) e Y(2) 
convergono sul circolo unitario, possiamo scegliere v = e’, e la (2.48) 
diventa 


(o) 


S xny*m= È f " X(e)Y*(659) do (2.51) 


ne—-o 


2.3.11 Riassunto di alcuni teoremi e di alcune proprietà della trasformata z 


Nei paragrafi precedenti abbiamo visto e discusso un certo numero di 
teoremi e di proprietà delle trasformate z. Molte di esse sono utili nelle 
applicazioni e pertanto sono state riassunte nella tab. 2.1 insieme ad alcune 
altre proprietà non esplicitamente illustrate nel testo. Le regioni indicate 
sono incluse nella regione di convergenza, ma in qualche caso questa può 
essere più estesa. 
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Tab. 2.1 
.‘ N 
Sequenza Trasformata z 
1. x(n) X(2) R.-<|z|< Ra 
2. y(n) Y(2) 4 Rie<|z| Ras 
3. ax(n) + by(n) | aX(z) + bY(z) max [R,_,R,-] < [z|] < min [R,,, Ryi] 
4. x(n 4 tp) z"oX(2) Ri <izio Ra 
5. a"x(n) X(a-12) la|Rs-'< |z| < |alRay 
dX(z 
6. nx(n) —2 n ) Ri 
7. x*(n) A R-< z| < Ri 
8. x(n) X(1/2) IR, < [2] < 1/R, 
9. Re [x(M] ING) + 1*E*)] Ro << |2l Ra 
L'APIRRA " 
10. Im [x(m] 2j [N(2) — X*(2*)] Ri < (21 < Ra 
IL xx vm X(2) Y(2) max [R;, RI 12] «< min (Ra, Ryil 
I z 
12. v(My(m) St d Vv) Y Li di Ri -Ri-<|z<RauRy 
. 471) Je v 


2.4. FUNZIONE DI TRASFERIMENTO 


Nel cap. 1 abbiamo considerato una descrizione dei sistemi lineari 
invarianti alla traslazione in termini della trasformata di Fourier della 
risposta all'impulso. Come si è visto, la trasformata di Fourier della risposta 
all'impulso corrisponde alla risposta in frequenza del sistema. Inoltre, nel 
dominio della frequenza la relazione di ingresso — uscita corrisponde sem- 
plicemente a una moltiplicazione tra la trasformata di Fourier dell'ingresso 
e quella della risposta all'impulso. 

Più in penerale, possiamo descrivere un sistema lineare invariante 
alla traslazione in termini della trasformata 2 della risposta all'impulso. 
Se x(n), v(n) c fn) indicano rispettivamente l'ingresso, l'uscita e la risposta 
all'impulso, e X(2), Y(2) e (2) le loro trasformate z, essendo 


y() = x(n) * (n) 
sepue dal paragrafo precedente che 
Y(z) = X(2)H(2) (2.52) 


Come per la trasformata di Fourier, la relazione di ingresso-uscita per un 
sistema lineare invariante alla traslazione corrisponde a una moltiplicazione 
delle trasformate z dell'ingresso e della risposta all'impulso. 
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La trasformata z della risposta all'impulso viene spesso chiamata fune 
zione di trasferimento. La funzione di trasferimento calcolata sul circolo? 
unitario (cioè per |z| = 1) è la risposta in frequenza del sistema. 

Nel cap. 1 fu dimostrato che condizione necessaria e sufficiente per 
la stabilità di un sistema è che la risposta all'impulso k(n) sia assoluta- 
mente sommabile. La regione di convergenza della trasformata z è definita 
come quei valori di z per cui /(n)z"" è assolutamente sommabile. Di conse- 
guenza, se la regione di convergenza della funzione di trasferimento com- 
prende il circolo unitario, il sistema è stabile, e viceversa. Di più, possiamo 
affermare che per un sistema stabile e causale la regione di convergenza 
comprenderà il circolo unitario e tutto il piano z esterno al cerchio unitario, 
incluso z= co 

Quando il sistema è descrivibile con un'equazione alle differenze 
lineare a cocflicienti costanti, la funzione di trasferimento è un rapporto di 
polinomi. Per vederlo, consideriamo un sistema per cui l'ingresso e Vuscita 
soddisfano l'equazione alle differenze di ordine N in forma generale: 

g M 


Zaxy(n -— k)=Yb,x(n- r) (2.53) 


rel) 


Applicando la trasformata z ad ambo i membri dell’eg. (2.53), otteniamo 


N M 
| Zeta = 1] - 3[ Sexo = n| 
ko) re) % 


che, in base alla proprietà 3 di tab. 2.1, possiamo riscrivere come 
M 


N 
Va3lMn — h)) = Xb3[xh — n) 
ki0 re0 


Se X(2) e Y(2) indicano rispettivamente Je trasformate z di x(1) c v(1), dalla 
proprietà 4 di tab. 2.1 sepue che 


3ly(n— k)]} = 2°EY(2) 
3lx(n — r)] = 27*X(2) 


Quindi 
x 344 
Sag Yi = he FC) 
ke0 re0 
Per la (2.52), è H(2) = Y(2)/X(2), per cui 
N 
H(z) = x h,z /4 Lage (2.54) 


lar; Fn 
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La (2.54) esprime la funzione di trasferimento come funzione di z, e no- 
tiamo in particolare.che i coefficienti dei polinomi al numeratore e al deno- 
minatore corrispondono, rispettivamente, ai cocfficienti del secondo è del 
primo membro dell'equazione alle differenze (2.53). 

Poiché la (2.54) è un rapporto di polinomi in 27, può anche essere 
espressa in forma fattorizzata * come 


A Il (1 va 627) 
B]arrn (2.55) 
ITA dz) 


kel 


Ciascuno dei fattori (1 — c,z) del numeratore della (2.55) contri- 
buisce con uno zero in z = c, ed un polo in z = 0. Analogamente, ogni 
fattore della forma (1 — dxz°') al denominatore dà luogo a un polo in 
z= dx ed a uno zero nell’origine. Caratteristica dei sistemi descrivibili 
con equazioni lineari alle differenze a coefficienti costanti è che le loro fun- 
zioni di trasferimento sono rapporti di polinomi in z°'. Di conseguenza, la 
funzione di trasferimento può essere descritta, a meno del fattore scala A 
nella (2.55), da un diagramma di zeri e poli nel piano z. 


La (2.54) non indica la regione di convergenza della funzione di tra- 
sferimento. Ciò è in accordo con il fatto che, come visto nel cap. 1, l'equa- 
zione alle differenze non specifica univocamente la risposta all'impulso di 
un sistema lineare invariante alla traslazione. Per la funzione di trasferi- 

.mento (2.54) vi sono molte scelte per la regione di convergenza cocrenti 
con il vincolo che esse corrispondano a regioni anulari limitate da poli 
(senza però contenerli). Per un dato rapporto di polinomi, ogni possibile 
scelta per la regione di convergenza conduce a una risposta all'impulso 
diversa, ma tutte quante corrispondono alla stessa equazione alle differenze. 
Se si assume che il sistema sia stabile, occorre scegliere la regione anulare 
che comprende il circolo unitario, Se assumiamo che il sistema sia cau- 
sale, allora scegliamo come regione di convergenza l’esterno di una circon- 
ferenza che passa per il polo di H(z) più lontano dall'origine. Se il siste- 
ma è anche stabile, tutti i poli cadono all’interno del cerchio unitario e la 
regione di convergenza includerà il circolo unitario. Per questa ragione è 


3 La (2.55) assume che bo e @ nella (2.54) non siano zero. In generale, se ba 
Drrcors bw, € an di. + Ay, SONO tutti zero, allora la (2.55) va espressa come 


M-M, 
Br-Mi (1 = 63) 
H(2)= II 


N-N, 
27% Il (1 — dz) 
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spesso opportuno, quando si descrive la funzione di trasferimento in ter- 
mini di un diagramma di poli e zeri nel piano z, includere il circolo uni- 
tario nella figura per chiarire se i poli cadono dentro o fuori il cerchio 
unitario, 


EseMPIo. Come semplice esempio, consideriamo un sistema causale caratteriz- 
zato dall’equazione alle differenze 


y(n) = ay(n — 1) + x(n) 
La funzione di trasferimento è 


sedie CI a. 


(2.56) 


e, per l'assunzione di causalità, la regione di convergenza è |z| > |a], da cui notiamo 
che la risposta all'impulso è 


h(n) = a"u(n) 


Nel caso particolare che sia N = 0 nella (2.54) o (2.53), il sistema 
non ha poli eccetto in z = 0 ed ha una risposta all'impulso di durata finita. 
Quando N è maggiore di zero, il sistema ha poli, ciascuno dei quali con- 
tribuisce con una sequenza esponenziale alla risposta al campione unitario. 
Perciò, se la funzione di trasferimento ha poli, la risposta all'impulso è di 
durata infinita. 

Uno dei vantaggi della rappresentazione della funzione di trasferi- 
mento in termini di poli e zeri è che conduce a un metodo geometrico 
utile per ricavare la risposta in frequenza del sistema. Si è già visto in pre- 
cedenza che la risposta del sistema a un’eccitazione sinusoidale può essere 
descritta in termini di risposta in frequenza, cioè del comportamento della 
funzione di trasferimento sul circolo unitario. In particolare, la risposta è 
sinusoidale con la stessa frequenza dell'ingresso, e l'ampiezza dell’uscita 
è uguale all'ampiezza dell'ingresso moltiplicata per il valore assoluto della 
funzione di trasferimento alla frequenza di eccitazione. Lo sfasamento del- 
l'uscita è uguale alla fase del numero complesso che rappresenta la funzione 
di trasferimento alla frequenza di eccitazione. Per valutare la funzione di 
trasferimento sul circolo unitario, in corrispondenza di una frequenza di 
eccitazione wo, occorre sostituire z = e" nella (2.55). Consideriamo, 
per esempio, un fattore (1 — c,z-'), cui sono associati lo zero e il polo 
mostrati in fig. 2.7. In z = e’ il modulo del numero complesso rappresen- 
tato da questo fattore è uguale alla lunghezza del vettore che unisce lo 
zero con il punto corrispondente a 4» sul circolo unitario, diviso per la 
lunghezza del vettore che congiunge il polo con lo stesso punto sul circolo 
unitario. La fase del numero complesso è uguale alla fase del vettore asso- 
ciato allo zero meno la fase del vettore associato al polo. II modulo del 
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Im 


Piano 2 


Circolo unitario 


Fig. 2.7 Determinazione della risposta in frequenza dalla configurazione di poli e zeri con 
il metodo geometrico, 


numero complesso rappresentato da un prodotto di fattori di questo tipo 
è il prodotto dei moduli, e poiché la fase del numero complesso prodotto 
è la somma delle fasi, la risposta in frequenza complessiva può essere 
ottenuta tramite l’effetto risultante dei vettori associati agli zeri e ai poli. 
Per esempio, in fig. 2.8 è mostrata la configurazione di poli e zeri per un 


Im 


Piano z 


Circolo 
unitario 


Flo. 2.8 Determinazione per via geometrica della risposta in frequenza di un sistema del 
secondo ordine, 
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sistema del secondo ordine. È chiaro dalla disposizione dei vettori dei poli c 
degli zeri che il modulo della risposta-in frequenza ha un picco in prossi- 
mità dei poli. Da questa rappresentazione geometrica dovrebbe anche risul- 
tare chiaro che poli o zeri nell'origine non danno contributi al modulo della 
risposta in frequenza e introducono solo una componente lineare nella 
fase. Questi concetti sono illustrati in fig. 2.9, che mostra il diagramma di 
poli e zeri e la risposta in frequenza per un'equazione alle differenze del 
primo ordine, corrispondente alla funzione di trasferimento H(z) = 1/(1 — 
az) e alla risposta all'impulso 4(n) = a"u(n). 


Pinno z 


— Circolo unitario 


(a) 


Modulo (dB) 


Angolo di fase 


(o) n 2 


(b) Frequenza in radianti w 


Fig. 2.9 Configurazione di poli e zeri per un filtro del primo ordine e risposta in frequenza 
corrispondente. 
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Come secondo esempio, sia la risposta all'impulso una versione tron- 
cata della risposta ‘all'impulso dell’esempio precedente, cioè 


ha) se 13* 0<zn<M-1 
A 0, altrove 


Allora la funzione di trasferimento è 


M-1 1 — aNz-M 
Ma) ce d @ anna (2.57) 
n=0 1- az 
che può essere scritta 
M 
z a 
H(2) = M-17 a) 


Poiché gli zeri del numeratore si trovano a 
è, = del Ma k=0,1,...,.M-1 


dove a è assunto positivo, il polo in z = a è cancellato da uno zero in posi- 
zione identica. Il diagramma di poli e zeri e la risposta in frequenza corri- 
spondente per il caso M = 8 sono quindi quelli mostrati in fig. 2.10. Si 
possono notare il picco in w = 0 (z = 1), dove non ci sono zeri, e le valli 
nella risposta in frequenza in prossimità di ogni zero. Queste proprietà 
della risposta in frequenza possono essere facilmente dedotte per via geo- 
metrica dal diagramma di poli e zeri. 


2.5. LA TRASFORMATA Z BIDIMENSIONALE 


Nel cap. 1 abbiamo visto che molti dei concetti e delle proprietà dei 
segnali e sistemi a tempo discreto in una dimensione possono essere estesi 
a segnali e sistemi multidimensionali. In paragrafi precedenti di questo 
capitolo abbiamo considerato la trasformata z in una dimensione. In que- 
sto paragrafo consideriamo l'estensione a due dimensioni. 

La trasformata z bidimensionale X(z1, 23) di una sequenza x(m, n) è 
definita come 


Y DD a(mn)z;"2;" (2.58) 


dove zi e z: sono variabili complesse. 
Esprimendo z1 e z. in forma polare come 


zi = rief® 


Za = ne!» 
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Piano z 


Circolo unitario 


Circolo di 
raggio = q 


(a) 
(o) 
S=t0 
[e] 
5 
Re) 
L -20 
® 
Ro 
5 
[e] 
9° 
D 
Cc 
d 


(b) Fr&quenza in radianti 


Fig. 2.10 Configurazione di poli e zeri e risposta in frequenza per un sistema FIR con 
risposta all'impulso che è una versione troncata della risposta all'impulso dello 
esempio illustrato in fig. 2.9. 


la (2.58) può essere scritta come 


(al (ce) 
Aeneon) Sar an (2.59) 


m= — 0 n=—-% 


Osserviamo che, come nel caso monodimensionale, la trasformata z bidi- 
mensionale può essere interpretata come la trasformata di Fourier bidi- 
mensionale della sequenza ottenuta moltiplicando x(m,n) per la sequenza 


esponenziale bidimensionale r;7"r27". Per |zi| = |z] = 1, cioè per n = 
fa = 1, la trasformata z è-uguale alla trasformata di Fourier. Per la con- 


98 
vergenza della trasformata z bidimensionale occorre che la sequenza 
x(m,n)z:"z,"" sia sommabile in valore assoluto, cioè che 


"5 3 \x(m, n)z7"23"| < 0 (2.60) 


Mre—-00 Mes—0 


LI 


L’insieme di valori di z,1 e 2. pet i quali la trasformata z bidimensionale 
converge definisce la regione di convergenza. 


La trasformata z bidimensionale inversa può essere ottenuta applicando 
la relazione della trasformata di Fourier inversa (1.44) alla (2.59) ottenendo 


1 2 (Cr ” 
x(m, n) = fa X(rie!21, rg!” )yrTrie! time!" do, dw, (2.61) 
2 sfide 
che può anche essere espressa come integrale su un percorso chiuso nella 


forma: 
2 
x(m, n) = (1)$ $ X(z,, 2e)z7 122 dz, dz, (2.62) 
2nj! Sci‘ 


dove i percorsi Ci e C. sono percorsi chiusi interni alla regione di conver- 
genza e racchiudono l’origine. Diversamente dal caso della trasformata z 
monodimensionale, è in generale molto difficile determinare la regione di 
convergenza di X(z1, 22) e quindi anche i percorsi di integrazione Ci e C». 


Si dice che una trasformata z bidimensionale X(z1,22) è separabile se 
può essere espressa in forma 


X(z1, 20) = X (2) Xa(22) 


X(21,2:) sarà separabile solo se la sequenza x(m,n) da cui essa è derivata è 
scparabile, cioè se x(my)=xi(m)x:(1). In tal caso Xi(z1) e X:(22) sono 
rispettivamente le trasformate z monodimensionali di xi(m) c x(n). 


Tutte le proprietà delle trasformate z monodimensionali riassunte 
nella tab, 2.1 si estendono facilmente a due dimensioni come indicato nella 
tab. 2.2, e le loro dimostrazioni sono analoghe a quelle del caso mono- 
dimensionale. 

La trasformata z bidimensionale di una convoluzione di due sequenze 
bidimensionali è il prodotto delle loro trasformate z. Ne segue che la rela- 
zione ingresso-uscita per un sistema bidimensionale lineare invariante alla 
traslazione, espressa in termini di trasformata z, corrisponde alla moltiplica- 
zione delle trasformate z dell'ingresso e della risposta all'impulso. Come 
in una dimensione, la trasformata z della risposta all'impulso viene chia- 
mata funzione di trasferimento. La funzione di trasferimento per |zi| = 
|z] = 1 è la risposta in frequenza del sistema. 


Tab. 


Sequenza 


. x(m, n) 


. y(m, n) 


ax(m, n) + by(m, n) 


. x(m 4 mo, n + ro) 
. a"b"x(m, n) 


. mnx(m, n) 


x*(m, n) 


. x(-m, — n) 
. Re [x(m, n)] 


. Im [x(m, n)] 
. X(m, n) * y(m, n) 


. x(m, n)y(m, n) 
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Trasformata 2 


N21, Za) 
Y(z,, 23) 
aAX(z1, za) + bY(z,, za) 
zi'ozioX(z1, Za) 
X(az,, b1z3) 
CIX(z,, Za) 
z, da 
X*(2f, 23) 
Xzi!, 231) 
AIA (21, za) + A*(27,28)] 
7 [Xi 22) — A*Gt. 20) 


X(z1, 22) Y(21, Za) 


da xi3,3\n pos d 
ai MA » ; 3 (01, ver vi! dv) dv, 


Zi Za 


Quando il sistema può essere descritto per mezzo di un'equazione 
lineare alle differenze a cocflicienti' costanti, la funzione di trasferimento 
del sistema è un rapporto di polinomi bidimensionali. In particolare, se 
uscita e ingresso soddisfano l'equazione alle differenze 


Mi N 


 Xayy(m-kn-r)=Y Yb,x(m—-k,n— r) 


k=>0 re0 


Ma Na 
(2.63) 


ke0r=0 


e se si prende la trasformata z di entrambi i membri della (2.63), allora, 
usando le proprietà della tab. 2.2, si ha che 


Yz, 2 


Ma Ni È Ma Na 
3 Da,zi 25° = X(2,, |} Sbneite" 
K=0 r=0 K=0r=0 


cosicchè la funzione di trasferimento //(21,23) è data da 


H(z,, 29) = 


Ma Ns 

ba à byyz:*z3" 
_keQ0re0 
a Mai N 

pi Dawzi*z3” 


ke0 r=0 


Y(21, 22) 
X(Z1, Za) 


(2.64) 


Nel caso monodimensionale, quando la funzione di trasferimento con- 
sisteva in un rapporto di polinomi, essa poteva essere descritta in termini 
dei suoi poli e zeri, cioè ‘delle radici dei polinomi numeratore e denomi- 
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natore. Invece, un polinomio generico bidimensionale non può, in gene- 
rale, essere scomposto in fattori. Ciò costituisce una rilevante differenza 
tra i casi monodimensionale e bidimensionale. 

Confrontando la (1.38), che stabilisce le condizioni per la stabilità di 
un sistema bidimensionale invariante alla traslazione, con la (2.60), che 
esprime il requisito per la convergenza della trasformata z bidimensionale, 
vediamo che un sistema è stabile se e solo se la sua funzione di trasferi- 
mento converge pet |zi| = |z] = 1. Per sistemi causali monodimensionali 
la stabilità si verificava facilmente esaminando le posizioni dei poli. Per 
tale caso condizione necessaria e sufficiente per la stabilità è che tutti i poli 
della funzione di trasferimento giacciano all’interno del cerchio unitario. 
Nel caso speciale in cui la risposta all'impulso o, in modo equivalente, la 
funzione di trasferimento del sistema sia separabile, la stessa condizione si 
può applicare per esaminare la stabilità di un filtro causale. Ciò deriva dal 
fatto che per il caso separabile, con A(m,n)=/1(m)h(n), la risposta all’im- 
pulso sarà sommabile in valore assoluto se e solo se /i(m) e /(n) sono 
sommabili in valore assoluto. Perciò un sistema causale separabile sarà 
stabile se c solo se i poli di 77:(21) giacciono all’interno del cerchio unitario 
nel piano z1 e i poli di /7:(z:) giacciono all'interno del cerchio unitario nel 
piano 22. 

Nel caso generale, condizione necessaria e sufficiente perchè un rap- 
porto di polinomi bidimensionali corrisponda a una funzione di trasferi- 
mento causale e stabile è che il polinomio denominatore non sia zero se 
|z e |z:| sono entrambi maggiori di uno [4,5]. Si può vedere che ciò è in 
accordo con la condizione discussa in precedenza per un sistema separabile, 
dal momento che, ad esempio, un polo di Hi(z) all'esterno del cerchio uni- 
tario, cioè per |z;] > 1, comporterà che il polinomio denominatore della 
funzioni di trasferimento bidimensionale sia zero per tale valore di z1 qua- 
lunque sia il valore di z. e quindi inclusi i valori di 2 per cui |z.] > 1. 

Un modo di applicare il teorema della stabilità appena visto è quello 
di scomporre in fattori il polinomio denominatore come polinomio in zi, 
così che le radici risultano funzioni di z,. In questo caso i poli di H(z1, 22) 
sono funzioni di 2, e si richiede che questi poli possano trovarsi soltanto 
all’esterno-del cerchio unitario nel piano zi per valori di 2, per cui |z.] < 1. 


EseMpro. Si consideri una H(z,, z:) della forma 


I 
H,,z2)=-——=stretntiti 
801-253 + 2251 — 2g! 


1 


Hans) = ron (2.65) 
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Aliora le radici del polinomio denominatore sono date da 
14251 
l'+ 22533 


Per la stabilità si richiede che nella (2.66), per tutti i valori di 2 per cui |> 1, il 
modulo di z, sia minore dell'unità, cioè richiediamo che per [z| = 1, sia 


zi (2.66) 


1 + 223! 
14.27 


+ 2371] <|l + 2231] 


In maniera equivalente, ciò può essere scritto come 


11 + 251? < |1 + 2251]? 


E immediato verificare che per zjg! > — 3-4 j} questa diseguaglianza non è soddi- 
sfatta, e di conseguenza la funzione di trasferimento (2.65) non corrisponde ad un 
sistema stabile. 


È chiaro che, mentre la condizione di stabilità sopra discussa è imme- 
diata in teoria, in pratica è difficile da applicare. Ci sono diverse altre for- 
mulazioni delle condizioni di stabilità, che non trattiamo, che sono meno 
immediate dal punto di vista teorico ma sono forse leggermente più sem- 
plici da applicare. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo generalizzato molti degli argomenti di- 
scussi nel cap. 1. In particolare, abbiamo presentato la definizione della tra- 
sformata z e la regione di convergenza associata a sequenze monolatere 
destre, sinistre e bilatere. Si è quindi presa in esame la trasformata z 
inversa insieme ai metodi per calcolarla (integrazione complessa, espan- 
sione in fratti semplici e uso delle serie di potenze). Sono state anche pre- 
sentate diverse proprietà della trasformata z simili a quelle viste nel cap. 1 
per la trasformata di Fourier. 

La rappresentazione di sistemi lineari invarianti alla traslazione in 
termini della trasformata z ci ha portati a trattare la funzione di trasferi- 
mento. Per sistemi caratterizzati da equazioni lineari alle differenze a 
coefficienti costanti, la funzione di trasferimento è un rapporto di polinomi, 
€ può quindi essere caratterizzata in termini di una configurazione di poli 
€ zeri nel piano z. Questa rappresentazione porta, fra l’altro, a un utile 
Metodo geometrico per ottenere la risposta in frequenza del sistema. 

Il capitolo si è concluso con una breve introduzione alla trasformata 
2 bidimensionale. 
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PROBLEMI 


1. Per ognuna delle seguenti sequenze determinare la rispettiva trasformata 2, indi- 
cando anche la regione di convergenza: 


(a) (un). 
(b) — A)"u(-n — 1). 
(c) (p)u(-n). 


(d) dn). 
(e) S(n — 1). 
(M) Sn 4 1). 


(a A" — ln — 10)]. 


2. Determinare la trasformata 2 di ognuna delle seguenti sequenze. Completare la 
risposta con la regione di convergenza nel piano z e con uno schizzo della dispo- 
sizione dei poli e degli zeri. Esprimere tutte le sommatorie in forma chiusa 
(a può essere complesso). 


(a) x(n) — all, 0 < |a] < 1. 
(b) x(n) = Ar" cos (0g + dum), 0 <r <1. 


I, O<Sn<sN-1, 
(c) x(n) « (0, Nn, 
0 


Pl (id 

n, O0<n<N, 

2N-n, N+1<n<2N, 
x = 10, 2 <h), 

0, 0>n. 


[Suggerimento: per prima cosa esprimere x(n) in termini della x(n) del punto (c).] 


bal A 


Si consideri la sequenza y(n) data da y(n) po x(n) " hh), dove A(n) =.(1 + plui) 
e |x(n)] < 1. La sequenza |y(n)| è necessariamente limitata? ; 
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4. (a) Sono qui elencate diverse trasformate z. Per ognuna di esse calcolare la 
trasformata z inversa usando tutti e tre i metodi (integrale di linea, espan- 
sione in fratti semplici, divisione lunga) descritti nel par. 2.2. 


; 
0 


x = gr 0 al>A 
x)- pa: la <4 
x pri AA 
ra ia l:1>3 
Mm, el > [tl 


(b) Si consideri la sequenza monolatera destra x(n) con trasformata z 


I 2° 


gi cr e o a 


Nel par. 2.2 abbiamo considerato il calcolo di x(n) per mezzo dell'espansione 
in fratti semplici di X(z) considerata come un rapporto di polinomi in z7'. 
Eseguire un'espansione in fratti semplici di X(z) considerata come rapporto 
di polinomi in z e da questa espansione ricavare x(n). 

5. Nel par. 2.2 abbiamo osservato che per n < 0 è "spesso più conveniente calco- 
lare la trasformata inversa (2.22) tramite la sostituzione di variabili 2 = p-!, 
ottenendo così l'espressione (2.28). Se si integra lungo il circolo unitario, ad 
esempio, ciò ha l’effetto di mappare l'interno del cerchio unitario nell'esterno e 
viceversa. È chiaro, comunque, che senza questa sostituzione possiamo ottenere 
x(n), per n < 0, calcolando i residui nei poli multipli in z = 0, 


Sin 


ada I ce 


dove la regione di convergenza comprende il circolo unitario. 
(a) Ricavare x(0), x(--1) e x(—2) mediante il calcolo esplicito della (2.22), valu- 
tando cioè il residuo nei poli in z = 0. 

(b) Ricavare x(n) per n > 0 mediante la (2.22) e per n < 0 mediante la (2.28). 
6. Determinare una sequenza x(n) la cui trasformata z sia X(2) = e' + e''*, z 6 0. 
7. Determinare se la funzione F(2) = z* può corrispondere alla trasformata z di 

una sequenza. Motivare la risposta. 

8. Supponiamo che F(z) sia una funzione razionale, cioè 


F(z) = SO 


dove M(z) e D(z) sono polinomi. Assumiamo inoltre che (2) non abbia poli o 
zeri di molteplicità maggiore di uno. Sia C una curva chiusa semplice, e Z e P, 
rispettivamente il numero di zeri e poli di F(z) interni alla curva (si assuma che 
non ci siano poli o zeri su C). 
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:. (a) Dimostrare che 


12, 


14. 


FO & 
3°7% pg ie 
dove F'(z) è la derivata di F(z). 


(b) Esprimendo F(z) in forma polare come F(z) = |F(2)|e/*Fl®), dimostrare 
che il cambiamento di arg[F(2)] quando C è percorso esattamente una volta 
2r(Z—P). 
(Si può dimostrare che questo risultato è generalizzabile al caso di poli 
e zeri multipli se si contano poli e zeri secondo la loro molteplicità, vale a 
dire un polo di second'ordine è contato due volte). 


. Si indichi con X(z) un rapporto di polinomi in z, cioè 


P(z) 
X(2) = 
©) Q(2) 
Dimostrare che se X(z) ha un polo del primo ordine in z = zo, allora 
P(z9) 
Res [X(z)atz = 2] = 
LO) de TT) 


dove Q'(2:) indica la derivata di Q(z) calcolata in z = ze. 


. Dimostrare che, se X(z) è la trasformata z di x(n), allora 


(a) 2'0X(2)è la trasformata z di x(n + ro). 
(b) X(a-'z) è la trasformata z di a"x(n). 
(c) —zX"(2) è la trasformata z di nx(n). 


. Dimostrare che 


dlx*(m)] = X*(2*). 


ibn (5) 
Zz 


[Re x(m)] = #[X(2) + X*(2*)]. 


sm x@)] = 3 [X(2) — X*(2*)]. 


dove X(z) indica la trasformata z di x(n). 


Determinare la trasformata z di n°x(n) espressa in termini della trasformata z 
di x(n), 


. La sequenza di autocorrelazione e(n) di una sequenza x(n) è definita come 


0 


c(n) = È x(k)x(n + k) 


kon 00 


Determinare la trasformata z di c(n) in termini della trasformata z di x(n). 

Si indichi con x(n) una sequenza causale, cioè tale che x(n) = 0 per n < 0. Inol. 

tre sì assuma che x(0) sé 0. 

(a) Dimostrare che non ci sonò poli o zeri di X(z) per 2 = 00, 

(b) Dimostrare. che nel piano z finito il numero dei poli è uguale al numero 
degli zeri (il piano z finito esclude z = 00). 
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15. Si consideri un filtro con risposta all'impulso finita, la cui risposta all’ impulso 
h(n) abbia lunghezza (2N + 1). Se A(n) è reale e pari, dimostrare che gli zeri 
della funzione di trasferimento si verificano a coppie con simmetria speculare 
rispetto al circolo unitario, cioè, se H(z) = 0 perz = pe?”, allora H(z) = 0 anche 
per z = (1/p)e?. 

16. Per una sequenza x(n), nulla per n < 0, dimostrare che lu ili = x(0). Qual è 


il teorema corrispondente per una sequenza nulla per n > = 0?” 
17. Si consideri una sequenza x(n) la cui tresformata z sia 


rat 


e per cui la regione di convergenza includa il circolo unitario. Si usino i teoremi 
del precedente probl. 16 per calcolare x(0). 


18. I poli e gli zeri della trasformata z di una sequenza reale x(n) sono tutti all'interno 
del circolo unitario. Determinare in termini di x(n) una sequenza reale x(n), 
diversa da x(n), ma tale per cui x:(0) = x(0), |x:(n)| = |x(n)| e la trasformata z 
di x(n) ha poli e zeri tutti interni al circolo unitario. 


19. Sia x(m) una sequenza di durata finita di lunghezza N con x(n) = 0 per n < 0 e 
x(n) = 0 per n= N. Non si assuma che x(n) è reale. Dal seguente elenco sce- 
gliere il valore che corrisponde al numero di possibili scelte distinte per x(n) nel 
caso sia specificato il modulo della sua trasformata di Fourier. 


(a) 1 (0) N° (j) toga (N — 1) 
(b) N (g) N(N — 1) (k) NN 

(c) logg N (h) 2N-1 (1) NM 

(d) 2N (i) N-2N (M)(N- 1)! 

(e) (1.0) 


20. Si consideri un insieme di N'sequenze distinte 
S = {x}, pieni Lig 
e il corrispondente insieme delle trasformate z 
= {Xy(2)) 


dove X,(z) è la trasformata z di x,(n). Gli elementi di S e 7 hanno le seguenti 

proprietà: 

(1) Le x, sono reali. 

(2) Le x, sono causali, nel senso che x, = 0 per n < 0. 

(3) Le x, sono stabili; cioè la regione di convergenza di X,(2) contiene il circolo 
unitario. 

(4) Le X, sono funzioni razionali di z; vale a dire che esse possono essere espresse 
come rapporto di polinomi in z (0 27). 

(5) I moduli di tutte le X, sono uguali sul circolo unitario; cioè, |X,(e'®)| = 
|Xy(e!®)| per tutti i ve pre per new < n 

(6) S e 7° sono completi; in altre parole, se X,ET e |X,(e!)| = |Xy(e!%)] 
per —T<%< t, allora XE T. 

(a) Dimostrare che X,(z) può essere espressa come 


Xy(7) = Ruv(2)X,(2) 


dove R,.(z) è una funzione razionale di z(0z-') con modulo unitario sul 
circolo unitario, cioè 


[Ruv(e1°)| = 1, -n<o<r 


R,.(z) è necessariamente stabile? Perché? 
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(b) Indicare con Xx(z) l'elemento di 7 che ha il minor numero di zeri esterni al 
circolo unitarib Per mezzo del teorema del valore iniziale, dimostrare che 
l'elemento di S che ha modulo massimo nell'origine è x(n), cioè 


|xo(0)| > |xy(0)|, per tutti i v 360 


(c) Si supponga che Ja funzione di trasferimento H(z) di un filtro stabile e cau- 
sale sia una funzione razionale di z. Sia inoltre, sul circolo unitario, 


IH(e!®)] = |H(e-/©)] 


arg [H(e'®)] = —arg [H{(e/°)] 


Si supponga però che gli zeri di 7H(z) non siano tutti interni al circolo uni- 
tario. Come è possibile ricavare da H(z) un filtro G(z), stabile e causale, con 
risposta all'impulso reale, che abbia tutti gli zeri interni al circolo unitario 
e per cui valga 


|G(ei®)] = |H(e'®)], -n<w n? 


[Suggerimento: utilizzare il risultato del punto (a).] 
21. Si supponga che sia data una sequenza x(n) la cui trasformata di Fourier gode 
della seguente proprietà: 
# 0, [o] < 4, 
= 0, Wo < [o] <m 


X(ei9) 


(a) Dimostrare che se si definisce una nuova sequenza x;(n) di valori 


xy(n) — x(Mn), m= 0, +1, £2,:. 


(cioè si prende un campione ogni M), allora è 


M-1 
X(2) " 1a DI X(2!/Me-i(27/M)1) 


le0 


(b) Disegnare la trasformata di Fourier di x(n) per il caso w = n/M [assumere 
una forma arbitraria per X(e')]. 


(c) Si supponga ora di avere una sequenza x,(n) e di definire una nuova se- 
quenza x(n) di valori 


n 
xy(n) [i n= 0, :M, 62M... 
0, altrove 


Si dimostri che allora è 


Xy(2) > Xx (20) 


(d) Disegnare la trasformata di ‘Fourier di x(n) quando xi(n) è quella del 
punto (b). 
(e) Utilizzando i risultati precedenti, dimostrare come la sequenza originale x(n) 


possa essere riottenuta esattamente da x:(n). Qual è la relazione generale 
tra M e &, che assicura il ripristino di x(n)? 
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22. Si consideri un sistema lineare invariante alla traslazione con risposta all'impulso 


23, 


24, 


25. 


26. 


h(n) e con ingresso x(n) dato da 


n > 
Hm =[o* 726 


I O0<n<(N-1) 
x(n) = lo altrove 


(a) Determinare l'uscita y(n) calcolando esplicitamente la convoluzione discreta 
di x(n) e An). 

(b) Determinare l'uscita y(n) calcolando la trasformata z inversa del prodotto 
delle trasformate 2 dell'ingresso e della risposta all'impulso. 


Si consideri un sistema discreto, lineare e invariante alla traslazione, per cui l'in- 
gresso x(n) e l'uscita y(n) sono legati dall'equazione alle differenze finite del primo 
ordine 


y(n) FEy@n — 1) > x(n) 


Scegliere dal seguente elenco due possibili risposte all'impulso per tale sistema. 


(a) (-3)"u(n) (e) (un — 1) (h) (bun — 1) 
(b) (2")v(n) (M (-2)"u(-n— 1) (i) H-d)"(-n — 1) 
(e) (mM'2u(n) (e) "un G) 2(-2)"7(-n — 1) 
(di) (3) "4(m) 


Un sistema lineare invariante alla traslazione e causale è definito dall'equazione 
alle differenze 


JM — pn - 1) + ya 2) ban - 1) 


’ 

(a) Trovare la funzione di trasferimento 7/(2) = Y(2)/X(2) del sistema. Rappre- 
sentare nel piano z i poli e gli zeri di //(2) e indicare la regione di conver- 
genza. 

(b) Trovare la risposta all'impulso del sistema. 

(c) Dovreste aver Irovato che questo sistema è instabile. Determinare una ri- 
sposta all'impulso stabile (non causale) che soddisfi l'equazione alle dife- 
renze precedente. 


Si consideri un sistema discreto, lineare e invariante alla traslazione, con ingresso 
x(n) e uscita y(n), per cui vale 


y(n — 1) ) y(n) + y(n +1) > x(n) 


Il sistema può non essere stabile e/o causale. 

In relazione alla configurazione dei poli e degli zeri associata a questa cqua- 
zione alle differenze, si determinino tre possibili risposte all'impulso del siste- 
ma. Verificare che tutte le scelte soddisfano l'equazione alle differenze. 

Si consideri un sistema lineare invariante alla traslazione c causale con funzione 
di trasferimento 


1-a!z! 
a er 


dove a è reale. 

(a) Per quale insieme di valori di a il sistema è stabile? 

(b) Per 0<a<1 disegnare il diagramma dei poli e degli zeri, indicando la 
regione di convergenza. 


(c) Dimostrare graficamente nel piano z che questo sistema è un sistema passa- 
tutto, vale a dire che il modulo della risposta in frequenza è costante. 
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27. 


118. 


29, 


vi 


30. 


31. 


- 


(d) H(z) deve essere messo in cascata con un sistema Î (2) in modo che la fun- 
zione di trasferimento complessiva sia Saiapai Con 0<a<1 e H(z) sta 
bile, determinare la sua risposta all'impulso f(n). 


Si consideri un sistema a tempo discreto, lineare e invariante alla traslazione, 
con ingresso x(n) e uscita y(n), per cui vale 


yin-1) -4y@Mn +y(n +1) = x) 


Il sistema è stabile. Determinare la risposta all'impulso. 


Sono qui riportate quattro trasformate z. Determinare quali di esse possono essere 
considerate come funzione di trasferimento di un sistema lineare a tempo discreto 
non necessariamente stabile, ma per il quale la risposta all'impulso sia nulla per 
n< 0. Giustificare chiaramente la risposta. 


(a) (1—27)°/(1 — 323). 
(6) (2 — 1)°/(z — d). 
(c) (2 — DIA - 4°. 
(4) @ -— }'/G - 4. 


Per mezzo delle trasformate 2, determinare la risposta del sistema discreto lincare, 


causale e invariante alla traslazione, caratterizzato dall'equazione alle differenze 
finite 


y(n) — 2rcos0y(n — 1) 4 r?y(n — 2) > x(n) 


quando l'eccitazione è 


x(n) = a"u(n) 


Una sequenza x(n) è l'uscita di un sistema lineare invariante alla traslazione il 
cui ingresso è s(n). Tale sistema è descritto dall'equazione alle differenze finite 


x(n) = s(n) — e-8°s(n — 8) \ 
con 0 <a. 
(a) Calcolare la funzione di trasferimento 
X(2) 
Hi(z) = —= 
asti). 
e disegnare i suoi poli e zeri nel piano z, indicando anche la regione di 
convergenza. 


(b) Si voglia ricostruire s(n) da x(m) attraverso un sistema lineare invariante alla 
traslazione, Determinare la funzione di trasferimento 
Y(2) 


Hy(z) = O) 


tale che y(n) = s(n). Determinare tutte le possibili regioni di convergenza 


per H:(z) e, per ognuna, dire se il sistema è stabile e causale oppure no. 
(c) Trovare tutte le possibili risposte all'impulso /(n) tali che 


y(n) = hy(m) + x(n) = 5) 


Nel probl. 1.32 si è discussa la rappresentazione di una funzione a tempo continuo 
per mezzo di una sequenza corrispondente ai coefficenti di una espansione in 
scrie in termini di un dato insieme di funzioni base. È utile anche rappresentare 
in maniera simile una sequenza per mezzo di un’altra. Perciò si può conside- 


rare l'espansione di una sequenza f(n) in termini di un insieme di sequenze 
Pi(n) come 


fm) = DIO (P2.31-1) 
ko 
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I coefficienti gx di questa espansione possono essere considerati come una nuova 

sequenza che rappresenta f(n). In questo problema si considereranno sequenze 

{(n) nulle per n < 0 e solo una particolare scelta per le funzioni gun). Più pre- 

CUamETe, sceglieremo quelle sequenze (n) tali che le loro trasformate z siano 
ate da 


n l = az1\* 
D) = > Ame — ee kad (316) 


con |a] < 1 e con una regione di convergenza di ®,(z) tale che x(n) sia nulla 

per n < 0. Si assuma il coefficiente a reale. 

(a) Si indichi con F(z) la trasformata z di /(mn) e con G(w) la « trasformata w » 
di gi, cioè - 


F(z) = XS (n)z-" 


G(w) = 3 La 


USI.) 


G(w) e F(2) sono legate attraverso una sostituzione di variabili, cioè 
F(2) = GIR(2)] 


Si determini R(2) e si dimostri che, per 2 + ef, 1w può essere espresso nella 
forma w= e", dove % e 0 sono reali. Non è necessario calcolare esplicita 
mente 0 in funzione di 6. 

Ciò dimostra, quindi, che le trasformate di Fourier della sequenza origi- 
nale f(n) e della nuova sequenza gi sono legate da una trasformazione del- 
l'asse frequenza. Siccome 0 è funzione non lincare di w, trasformare la se- 
quenza f(n) nella sequenza gi corrisponde ad una distorsione  nonlineare 
dell'asse delle frequenze. La parte rimanente del problema riguarda i metodi 
di calcolo di gi. 


(b) Si può dimostrare che le sequenze «i(n) corrispondenti alla (P2.31-2) soddi- 
sfano la relazione 
Lo) 0, k#r 
DATORI SA 


In conseguenza di ciò, si può ottenere gi per k > 0 dalla relazione 


(Le) 


] 
SE = ” di npx(n)f(n) (P2.31-3) 


Si assuma che f(n) abbia durata finita, cioè che sia /(n) = 0 per 1<0 e 
per n> (N —1). Secondo la (P2.31-3), g, può essere ottenuto, per k > 0, 
filtrando /(—n) con un filtro numerico lincare e invariante alla traslazione. 
Si ricavi la risposta all'impulso di tale filtro in termini di gy(n) e la funzione 
di trasferimento (cioè la trasformata z della risposta all'impulso) in termini 
di ®,(2). Si specifichi inoltre come si può ottenere gi dall'uscita del filtro; 
occorre un filtro diverso per ogni valore di k. 


La procedura per calcolare g, testè ricavata può essere usata solo per 
k> 0 a causa del fattore 1/k nella (P2.31-3). Per calcolare ge si può osser- 
vare, a partire dalla (P2.31-1), che è 


10) SATO) 
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ovvero 


1 Lo 
80 O! (0) — PRO (P2.31-4) 


(c) (1) Si determini, (0). H 

(2) Come nel punto (b), si assuma che f(n) sia di durata finita. Dimostrare, 
usando la (P2.31-4), che g; può essere ottenuto filtrando f( —n) con un filtro 

“ numerico lineare ed invariante alla traslazione, e specificare come si può rica- 
vare go dall'uscita del filtro, Si esprima la risposta all'impulso di tale filtro 
come sommatoria di termini che comprendono le gi(n). 

. (3) Dalla sommatoria del punto (2), determinare la funzione di trasferimento 
del filtro numerico in forma chiusa. 
Suggerimento: il risultato è un semplice filtro del primo ordine. 
(Nota: | risultati di questo problema sono discussi nel riferimento [8] della 
Bibliografia del cap. 1). 


32. Come si è visto nel par. 2.5, una condizione necessaria e sufficiente per la stabi- 
lità della funzione di trasferimento di un sistema bidimensionale è che il poli- 
nomio denominatore non si annulli quando |z;| e |z] sono contemporancamente 
maggiori o uguali a uno. 

Si consideri la classe dei filtri numerici bidimensionali del primo ordine 
la cui funzione di trasferimento sia esprimibile nella forma 


1 
H(z,, 29) = î 


Cota 
az; bz; 


Dimostrare che per questa classe di filtri, una condizione necessaria e sufficiente 
per la stabilità è che sia 


lal +|b| <1 


1OXE4A IATTCLAI 


FOURIER DISCRET/ ni 


3.0 INTRODUZIONE 


Nei capitoli 1 e 2 abbiamo discusso la rappresentazione di sequenze 
e sistemi lineari invarianti alla traslazione in termini della trasformata di 
Fourier e della trasformata z. Nel caso particolare in cui la sequenza da 
rappresentare è di durata finita, cioè ha soltanto un numero finito di valori 
non nulli, è possibile sviluppare una rappresentazione di Fourier alterna- 
tiva, chiamata trasformata di Fourier discrela (DFT). Come vedremo in 
questo capitolo, la DFT è una rappresentazione di Fourier di una sequenza 
di lunghezza finita che è essa stessa una sequenza anzichè una funzione 
continua, e corrisponde a campioni egualmente spaziati in frequenza della 
trasformata di Fourier del segnale, Oltre alla sua importanza dal punto di 
vista teorico come rappresentazione di Fourier di sequenze, la DFT, grazie 
all'esistenza di un metodo efficiente per il suo calcolo (che verrà esposto 
dettagliatamente nel cap. 6), svolge un ruolo centrale nella realizzazione di 
vari algoritmi di elaborazione numerica dei segnali [1,2]. 

Per ricavare ed interpretare la rappresentazione in termini di DFT 
di una sequenza di durata finita si possono adottare diversi punti di vista. 
Noi abbiamo scelto di basarci sulla relazione che esiste tra sequenze di 
lunghezza finita e sequenze, petiodiche, e pertanto consideriamo in primo] 
Tuogo la ra rappresentazione di sequenze periodiche mediante serie di Fourier, 
Applicheremo poi tale rappresentazione anche al caso di una sequenza 


di lunghezza finita, mediante l’artificio di associare a questa una sequenza \ Ni 
periodica coincidente in ogni suo periodo con la sequenza di pa B 

nita. Come vedremo, la rappresentazione mediante serie di Fourier di 
questa sequenza periodica corrisponde alla DFT della sequenza di lun- 
ghezza finita. 
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Bd RAPPRESENTAZIONE DI SEQUENZE PERIODICHE - 

LA SERIE DI FOURIER DISCRETA «| 0} 

\ e 

Si consideri una sequenza Xn) periodica! con periodo N, cioè tale 
che sia Xn) = Xn + KN) per ogni valore intero di k. Tale sequenza non 
può essere rappresentata mediante la sua trasformata z, poichè non esiste 
alcun valore di z per eui la trasformata z converge. È possibile, tuttavia, 
rappresentare #(n) per mezzo di una serie di Fourier, cioè come somma di 
sequenze sinusoidali o cosinusoidali o, in modo equivalente, di sequenze 
mentale 2r/N associata alla sequenza periodica. A differenza della serie 
di Fourier valida per funzioni periodiche continue, esistono soltanto N 
esponenziali complessi distinti il cui periodo è un sottomultiplo intero del 
periodo fondamentale N. Ciò deriva dal fatto che l’esponenziale complesso 


ex(n) pesa e3(21/N)nk (3.1) 


è periodico in k con periodo N. Perciò ei(n) = ex(n), ei(n) = ew xi(n) ecc., 
e quindi l'insieme di N esponenziali complessi rappresentati nella (3.1) 
con k = 0,1,2,....N—1 definisce tutti gli esponenziali complessi distinti 
con frequenze che sono multipli interi di 2r/N. Pertanto, per la rappre- 
sentazione in serie di Fourier di una sequenza periodica, Xn), bastano 


soltanto N di questi esponenziali complessi e quindi essa può scriversi nella 
forma 


i N-1 
X(n)= % È, X(k)eitriNink (3.2) 


La costante moltiplicativa 1/N è stata inserita per convenienza e, natu- 
ralmente, non ha nessun effetto importante sulla natura della rappresenta- 


zione. Per ottenere i coefficienti X(k) dalla sequenza periodica X(n), usia- 
mo il fatto che risulta 


S gite _ [I perr = mN, m intero 


1 
Ma 3 
No 0, altrove iui 


Perciò moltiplicando entrambi i membri della relazione (3.2) per 
eci@%N"7 è sommando da n = 0 a n = N—-1, otteniamo 


NA 1 N-1N-1 
YZ X(n)ei(2/N)nr Per $ pa L(k)e! 8! NMh-rdn 
N 


n=e0 mel X0 


! D'ora in poi useremo il simbolo » per indicare sequenze periodiche ogni volta 
che è importante distinguere chiaramente sequenze periodiche e aperiodiche. 
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Oppure, scambiando l’ordine delle sommatorie al secondo membro del- 
l'espressione precedente, si può scrivere 


S X(n)e —4(29/N)nr __ =} AA - p Leda 


per cui, usando la (3.3), risulta 


13 *(n)e 4(2e/N)nr £0) 


ne0 
Perciò i coefficienti XI) ua = . ll dati da 
ECE = Sme tm | (3.4) 


Notiamo che la sequenza X(k) rappresentata dalla relazione (3.4) è perio- 
dica con periodo N, cioè X(0) = —- X(N), X(1) = X(N + 1) ecc. Natural- 
mente, ciò è in accordo col fatto che gli esponenziali complessi rappre- 
sentati nell'espressione (3.1) sono distinti soltanto per % = 0,1, ..., N—1, 
e perciò nella rappresentazione di una sequenza periodica in serie di Fou- 
tier possono esservi solo N coefficienti distinti. 
I cocflicienti della serie di Fourier possono essere considerati come 
una sequenza di lunghezza finita, data dall’espressione (3.4) per k = 0, 
. N-1 e zero per valori diversi di k, o come una sequenza periodica 
definita per ogni & dalla relazione (3.4). Chiaramente, queste due inter- 
pretizioni sono equivalenti, In penerale è più conveniente interpretare i 
coeflicienti della serie di Fourier X(k) come una sequenza periodica. In 
questo modo si stabilisce una dualità tra 1 dominî del tempo e della fre- 
quenza per | la rappresentazione di sequenze periodiche in serie di Fourier. 
Le relazioni (3.2) c (3.4) possono essere considerate una coppia di trasfor- 
mate e costituiscono la rappresentazione di una sequenza periodica in 
serie di Fourier discreta (DFS).\ Per comodità di rappresentazione queste 
espressioni saranno generalmente scritte in termini di Wy definito come 


Wy = e187N) 


Quindi le formule (di analisi e di sintesi) della DFS si scrivono come 


N-1 
»'((95= = eri (3.5) 
K(n) — 15 XLKwwn (3.6) 


dove sia X(k) che Xn) sono sequenze periodiche. 


La sequenza periodica X(K) può essere utilmente interpretata come se- 
quenza di campioni sul circolo unitario, equispaziati in angolo, della trasfor- 
Mata z di un periodo di Xn). Per ottenere questa relazione, supponiamo - 
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%m 

SN © o) N Ù 
x(n) 
(0) N è 


Fig. 3.1 Sequenza di lunghezza finita x(n) coincidente con la sequenza periodica x(n) per 
un periodo e zero altrove. 


che x(n) rappresenti un periodo di X(n), cioè, x(n) = X(n) per O<n<N-1 
e x(n) = 0 per valori diversi di n, come si può vedere in fig. 3.1. Quindi 
X(z), la trasformata z di x(n), è data da 


XA) = d xme" 


m- 0 


oppure, poiché x(n) = 0 al di fuori dell'intervallo 0<n<SN—-1, da 


X(z2) = d x(n)2"" (3.7) 


n=0 


Confrontando le espressioni (3.5) e (3.7), si vede che tra X(z) e X(k) sus- 
siste la relazione 


XK) = XA] rn ya (3.9) 


Plano 2 


PALA 
N 


+ 


Fig. 3.2 Punti nel piano z In cul la trasformata z di un periodo di:una sequenza péribdica 
è uguale ai coefficienti della serie di Fourier. 
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Esempio. Per illustrare la rappresentazione in serie di Fourier di una sequenza 
periodica, consideriamo la sequenza £(n) di Fig. 3.3. Dalla (3.5) si deduce 


X(k) = dat - Y esernon 


ne0 
re/10) SID (mk/2) 
x ER TO } (3.9) 
(n) 


JI 


123456768910 


Fig. 3.3 Sequenza periodica per cui si vuole calcolare la rappresentazione in serie di 
Fourier. 


’ 


baltico 
N modulo e la fase della sequenza periodien X(k) data dalla (3.9) sono rappresentati 
in fig. 3.4, La trasformata z di un periodo di Xn) valutata sul circolo unitario è 


sin (50/2) 


X(e5%) = 20 — 
sin n (0/2) 
Si verifica facilmente che la (3.8) è, in questo caso, S$oddisfatta. IT modulo e la fase 
di X(e') sono rappresentati in fig. 3.5. È importante notare in particolare il fatto che 
le sequenze in fig. 3.4 (a) e (b) corrispondono, rispettivamente, a campioni di fig. 
1.5 (a) e (b). 


IX til 


(a) 


12345678910 20 


org [Ku] 


{b) 


ZA X == Indeterminato 
{modulo = 0) 


Fio. 3.4 Modulo 6 fase dei coefficienti della serie di Fourier della sequenza di fig. 3.3. 
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Fig. 3.5 Modulo e fase della trasformata z, valutata sul circolo unitario, di un periodo della 
sequenza di fig. 3.3. 


32 PROPRIETÀ DELLA SERIE DI FOURIER DISCRETA. )>\ < 


Analogamente a quanto si verifica con le trasformate di Fourier e di 
Laplace nel caso di segnali a tempo continuo, e con la trasformata z nel caso 
di sequenze aperiodiche a tempo discreto, ci sono alcune proprietà delle 
serie di Fourier discrete che sono > di fondamentale importanza per un loro 


grafo riassumeremo tali importanti pIANHRAA, ini ando” le dimostrazioni 
al probl. 2 di questo capitolo. Non deve sorprendere il fatto che molte delle 
proprietà fondamentali sono analoghe a quelle della trasformata z. Tuttavia, 
come si cercherà di puntualizzare nel seguito, la periodicità sia di X(n) che 
di X(K) dà luogo ad alcune importanti distinzioni, Inoltre, esiste una pre- 
cisa dualità tra i dominî del tempo e della frequenza nella rappresenta- 


zione mediante DFS, che non si riscontra. nella rappresentazione di sequen- 
ze mediante la trasformata 2.) 


3.2.1 Linearità 


Se due sequenze periodiche Xi(n) e X:(n), entrambe con periodi eguali 
ad N, vengono combinate secondo la relazione 


Xa(n) = at,(n) + b%(n) 


dI 


allora i coefficienti nella rappresentazione DFS di (n) sono dati da 
XX) = af, (k) + bX(%) (3.10) 


dove tutte le sequenze sono periodiche con periodo N. 


3.2.2 Traslazione di una sequenza © 


Se una sequenza periodica X(n) ha i coefficienti di Fourier XK), si 
può facilmente dimostrare che la sequenza traslata Xn — m) ha i coeffi- 
cienti Wy-"X(), È ovvio che ogni traslazione maggiore del periodo 
(cioè m=N) non si può distinguere nel dominio del tempo da una trasla- 
zione più corta, m’ = m modulo N. 

Poiché i coefficienti della serie di Fourier di una sequenza periodica 
costituiscono essi stessi una sequenza periodica, un risultato analogo si 
ottiene anche per una traslazione nei coefficienti di Fourier. In particolare, 
i valori della sequenza periodica X(k + /) sono i coefficienti di Fourier 
della sequenza W}' Xn), dove / è un intero. 


3.2.3 Proprietà di simmetria. 

Analogamente a quanto si è visto per la trasformata di Fourier nel 
cap. 1, esistono un certo numero di proprietà di simmetria anche per la 
rappresentazione mediante DFS di una sequenza periodica. Le dimostra- 
zioni di queste proprietà sono di tipo simile a quelle del cap. 1 e vengono 
proposte come esercizio (v. il probl. 2 di questo capitolo). Le proprietà 
risultanti sono esposte qui di seguito. 

Se una generica sequenza complessa Xn) ha coefficienti di Fourier 
XK), i coefficienti di Fourier per X*(n) sono Rea k) e per X*(—n) sono 
R*(k). Di conseguenza, la DFS di Re[Xn)] è XI), la parte simmetrica 
coniugata di XK), e la DFS di jIm[XW)]_è XK), Ja parte coniugata anti 
simmetrica di X(£). Inoltre, la DFS di X.(n) è Re[X(%)] e la DFS di 2,(n) 
è jIm[X(K)]. Ne consegue che per X(n) reale Re[X(k)] è una sequenza 
pari e Im[X(k)] è una sequenza dispari. Anche il modulo di X(k) è pari 
e la fase è dispari. Inoltre, per una sequenza reale, Re[X(k)] è la DFS di 
X(n) e jIm[X(K)] è la DFS di %.(n). 


1.2.4 Convoluzione periodica 


Siano &i(m) e &(m due sequenze periodiche di periodo N con serie 
discrete di Fourier X,(k) e X;(k) rispettivamente. Si vuole determinare la 


118 


+ 


sequenza %3(n) la cui DFS è Xi(k) è Zak). Per dedurre questa relazione 
notiamo che è «x» 


N-1 
X 1(k) = 25m) WE 


N-1 
X(kK) i pb; L()W% 
per cui: n 


£.()£,(4) =Y bEOO pignin 


mel r 


Risulta allora a 
8(n) = LS Wa)AA) 
ke0 


N-1 N-1 1 N-1 
= > X.(m) DS Xa(r) È ba sil 
med rd Nr 
Consideriamo &(n) per ®©<n<N—1. Osserviamo che 


de RTRT 1; perr = (n m) + IN 
N Pi PR ij lo altrove 


dove / è un intero qualunque. Ne risulta che 
N-1 
X(n) = 2 (mn — m) (3.11a) 


La (3.11 a) stabilisce che %;(n) si ottiene combinando (n) e %3(n) 
in un modo che ricorda una convoluzione. È importante notare, tuttavia, 
che, contrariamente alla convoluzione di sequenze aperiodiche, le se- 
quenze Xi(m) e %(n-m) della relazione (3.11 a) sono periodiche in m con 
periodo N e di conseguenza lo è anche il loro prodotto. Inoltre, la somma 
è eseguita solo su un periodo. Questo tipo di convoluzione è comunemente 
chiamata convoluzione periodica. Cambiando semplicemente l’indice della 
somma nella relazione (3.11 a) si può mostrare che risulta 


N-1 
(n) = Y Ss(m)z(n — m) (3.11b) 


La fig. 3.6 illustra il procedimento della formazione della convoluzione 
periodica di due sequenze periodiche corrispondente alla relazione (3.11 a). 
In questo tipo di convoluzione, accade che quando un periodo esce dal- 
l'intervallo su cui essa è valutata, vì entra il periodo successivo. 
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N To) 
1] X;(m)%(2- m) 


Flg. 3.6 Procedimento di formazione della convoluzione periodica di due sequenze perio- 
diche. 


Scambiando i ruoli giocati dalle variabili tempo e frequenza, otte- 
niamo un risultato quasi identico al precedente. Cioè, risulta che la sequen- 
za periodica 

Xa(n) = x(n)%.(M) 


dove £;(n) e X:(n) sono sequenze periodiche di periodo N, ha i coefficienti 
di Fourier dati da 


N-1 
3 = Z AMT = (3.12) 
le0 


corrispondenti alla convoluzione periodica di X(k) e X:(kK) moltipli- 
cata per 1/N, 
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3.3 RIASSUNTO DELLE PROPRIETÀ DELLA RAPPRESENTAZIONE CON LA DFS 
DI SEQUENZE PERIODICHE 


Come nel caso della trasformata di Fourier e della trasformata z, è 
spesso utile avere presenti le proprietà della DFS introdotte nel par. 3,2. 
Queste proprietà sogo riassunte nella tab. 3.1. 


Tab. 3.1 
Sequenza periodica (periodo N) Coefficienti della DFS 
1. %m X(k) periodica di periodo N 
2.3} Y(k) periodica di periodo N 
3. a%(n) + by(m) aX(k) + bY%) 
4, Xn 4 m) Wi XK) 
Ss. Wim) Xk +1) 
N-1 + N G 
6. ba x(m)y(n — m) Lp a ae Y(k) 
1: 
1. È(n)7(n) pae 
8. 3" X*(-4h) 
9. $*(-n) X*%) 
10. Re [X(m)] X.(K) [parte coniugata simmetrica di Î'(k)] 
tl. jIm 1 D'A (19) [parte coniugata antisimmetrica di X(4)] 
12. x,(n) [parte conîugata simmetrica di Re LA(A)] 
X(n)] 
13. <.(m) [parte coniugata antisimmetrica jim e X(O)! 


di x(n)] È 


Le proprietà seguenti valgono solo quando x(n) é reale: 


X(k) = £*(-k) 

Re [£(k)] = Re [X(-4)] 
14, x(n) reale qualsiasi Im [XY] = —Im [X(-h)] 

LE) = 1-1 

arg [XA] = —arg [X(-h)] 
15. x.(n) Re [XA] 
16. x.(n) jim [XM] 


3.4 CAMPIONAMENTO DELLA TRASFORMATA Z 


Abbiamo visto nel par. 3.1 che i valori X(k) nella rappresentazione 
mediante la DFS di una sequenza periodica coincidono con i valori della 
trasformata z di un singolo periodo di X(n) presi in N punti spaziati uni- 
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formemente sul circolo unitario. In questo paragrafo esaminiamo, più in 
generale, Ia relazione tra una sequenza aperiodica la cui trasformata z_è 
Xe) 1a segueito peclotita per culi sSdiicon deli DIS borrapan doro 
a campioni di X(z) equispaziati in angolo sul circolo unitario, A questo 
scopo, consideriamo una sequenza aperiodica x(n) la cui trasformata z 
00 
X(2) = 3 x(n)z"* (3.13) 


ne—-o 


ha una regione di convergenza che comprende il circolo uni > 


e si valuta la trasformata z in N punti equispaziati sul circolo unitario 
come mostrato in fig. 3.7, si ottiene la sequenza periodica 


XK) = XA) = 3 MW (3.14) 
dove è Wy = e7/(29/N), 
Piano z 
27 
N 


Fig. 3.7 Punti del circolo unitario dove è campionata X(z) per ottenere una sequenza po- 
riodica X(k). 


Abbiamo appena visto che esiste una relazione univeca tra una se- 
quenza periodica X(k) e la sequenza periodica Xn) ottenuta come 


1 N-1 
Km== > fw (3.15) 
Niko. 


Per ricavare la relazione tra la sequenza periodica Xn) e Ja sequenza origi- 
naria x(n), sostituiamo i valori di X(4) dall'espressione (3.14) nella (3.15), 
ottenendo 

Xn) = — 15 S x(mWXWwxr 


meo 


Scambiando l'ordine delle sommatorie si ha 


© N-1 
$m= 3 «mi DWae| 


ma 0 ke0 
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Usando la proprietà (3.3) si ricava 


N-1 
P. YWwx-"=1 per m=n+rN 


N ko 


e zero altrove, per cui risulta 


Xn) = > x(n +. reN) (3.16) 


fpee— 00 


Perciò, la sequenza periodica risultante è originata dalla sequenza aperio- 
dica sovrapponendo ripetizioni successive di quest’ultima. Questo ricorda 
la relazione ricavata nel par. 1.7 tra la trasformata di Fourier di un segnale 
a tempo continuo e la trasformata di Fourier del segnale a tempo discreto 
ottenuto con il campionamento periodico: basta notare la somiglianza delle 
espressioni (1.29) e (3.16). Dalla relazione (3.16) si vede che se la sequenza 
aperiodica x(n) è di durata finita inferiore a N, allora ogni period di Xn) 
è una replica di x(n); se invece è di durata maggiore di N, c'è una sovrap- 
posizione di valori diversi da zero, con il risultato di un aliasing simile a 
quello considerato nel par. 1.7. Come conseguenza si ha che se x(n) è d 
durata finita minore di N, essa può essere ricostruita esattamente da &(n) 
semplicemente estraendo un periodo di Xn). Questo è equivalente a dire, 
allora, che una sequenza di durata finita lunga N (o meno) può essere 
rappresentata esattamente da N campioni della sua trasformata z presi sul 
circolo unitario, Poiché la sequenza originale x(1) può essere ricostruita 
dagli N valori di X(z) sul circolo unitario, è chiaro che anche X(z) può 
essere riottenuta da questi stessi N campioni. Se x(n) è zero per n2=N, 
allora si ha 
N-1 


X(2) = D x(n)z7" (3.17) 


nel 


Poiché x(n) = &(n) per 0O<n<N-1, si può sostituire la relazione (3.15) 
nella (3.17), ottenendo 


X(2) = DE LS AH n 


ne 


Scambiando l'ordine delle sommatorie si ha 
1-1 tx 
nel) 
che può essere scritta come 
xX2)== SXh)_—— 
(2) 15 e I 
{NN £(M (3.18) 
N x=0 1 — Wiz si 
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Questa relazione esprime X(2), la trasformata z di una sequenza di durata 
finita lunga N, in termini di N « campioni frequenziali » di X(z) sul cir- 
colo unitario. Come si vedrà in un capitolo successivo, questa espressione 
è la base per una possibile realizzazione di un sistema avente risposta 
all'impulso di durata finita. Con la sostituzione z = e’ si può dimostrare 
che la formula (3.18) diventa 


X(e'9) = È 5 {000 -? -T Ck) (3.19) 
dove (N12) 
sin (@ e 30tN- 0/2) 
ur Nsin (00/2) Lisi 


La funzione sin (wN/2)/[Nsin (w/2)] è riportata nella fig. 3.8 per N = 5. 
Si noti che la funzione ®(w) ha la proprietà 


® 27), 0, k=1,2,...,.N+1 
N 1; k=0 
per cui risulta 


Kup IR), hi. N 1 (3.21) 


cioè l'interpolazione è esatta nei punti di campionamento originali, come 
è lecito attendersi. 


sin(wN/2) 
N sin(w/2) 


Fig. 3.8 Grafico della funzione sin(+wN/2)/[N sin (@/2)],. definita nella relazione (3.20), per 


3,5 RAPPRESENTAZIONE DI FOURIFR PER SEQUENZE DI DURATA FINITA - 
LA TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA DF T) 


Nel paragrafo precedente abbiamo considerato la rappresentazione di 
sequenze periodiche in termini della serie di Fourier discreta. La stessa 
rappresentazione può essere applicata a sequenze di durata finita, purché 
la si interpreti correttamente. La rappresentazione fourier che ne risulta 


verrà indicata come la trasformata di Fourier discreta (DET). 
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I risultati del paragrafo precedente suggeriscono due punti di vista 
per la rappresentaZione di Fourier di sequenze con durata finita. In parti- 
colare, possiamo rappresentare una sequenza di durata finita lunga N con 
una sequenza periodica di periodo N, il cui andamento nel periodo sia 
‘ identico alla sequenza di durata finita?, Come la sequenza periodica ha una 
rappresentazione unica con la DFS, la stessa cosa vale per la sequenza di 
durata finita originaria, in quanto dalla DFS si può calcolare un singolo 
periodo della sequenza periodica, e quindi la sequenza di durata finita. 
Un punto di vista alternativo è suggerito nel paragrafo precedente, là 
dove si è mostrato che una sequenza di durata finita può essere rappresen- 
tata esattamente dai campioni della sua trasformata z \In particolare abbia- 


prima esposto, Si è visto che la sequenza corrispondente a questi campioni 
della trasformata z è una versione della sequenza. originale ripetuta 
dicamente, in modo che non vi è 
trasformata z. Perciò entrambi i agli di vista cova alla rappresen- 
tazione di una sequenza di durata finita come un periodo di una sequenza 
periodica. 


nerio- 


Consideriamo una sequenza di durata finita x(n) di lunghezza N 
in modo che x(n) = 0 eccetto che nell'intervallo 0<n<(N— 1). Chiara- 
mente, una sequenza di lunghezza M minore di N può anch'essa essere 
considerata di lunghezza N con gli ultimi (N—M) punti dell'intervallo 
aventi valore zero, e in qualche caso sarà opportuno fare così. La corri 
spondente sequenza periodica di periodo N, di cui x(n) è un periodo, sarà 
indicata con X(n) ed è data da 


x(n) = S x(n 4 rN) (3.22a) 


Poiché x(n) è di lungezza finita N, non vi è sovrapposizione tra i termini 
x(n + rN) per valori di r differenti. Perciò la relazione (3.22 a) può essere 
scritta nella forma alternativa! 


(n) = x(n modulo N) (3.22b) 


2 Per semplicità si assume in generale che il campo in cui lo sequenza è diversa 
da zero sia 0<n <N— 1; questo è però arbitrario e si possono derivare risulta. 
ti validi per qualsiasi intervallo di N campioni. 

* Sc n è espresso come 

n= nm 4 mN 
con 0 <m< N —- 1, n modulo N è uguale a nm. 
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Per comodità useremo la notazione ((n))w per indicare « n modulo N » e 
con questa notazione l’espressione (3.22 b) diventa 


*(n) = x((M))y (3.23a) 


La sequenza di durata finita x(n) si ricava da Xn) estraendone un periodo, 
cioè 
_ [X(n), O0<n<N-1 
casa ing 0, altrove 
Ancora per comodità di notazione è utile introdurre la sequenza ret- 
tangolare R,y(n) definita come 
I 0<n<N-1 
Ry(n) = {2° 
x(n) lo altrove 


Con questa simbologia la relazione precedente può essere espressa come 
| x(1) = X(n)R x(n) | (3.23b) 


In base alla definizione del par, 3.1, i coefficienti della serie di 
Fourier discreta X(k) relativi alla sequenza periodica X(1) sono anch'essi 
una sequenza periodica di periodo N. Per mantenere la dualità tra i dominî 
del tempo e della frequenza, sceglieremo i cocfficienti di Fourier da asso- 
ciare a una sequenza di durata finita come la sequenza di durata finita 
costituita da un periodo di XK). Perciò, se indichiamo con X(Kk) i cocflì- 
cienti di Fourier che associamo a x(n), vale la'seguente relazione che Jega 


X(k) e X(k) 


XU) = X((k)x (3.24a) 
X(k) = X(K)Rx(k) (3.24b) 
Da quanto visto nel par. 3.1, la relazione tra X(K) e Xn) è 
N-=-1 
XA) — YUMWE (3.254) 
nel 
1 N=1 
n=— XY XkMW? (3.25b) 
N k0 


Poiché le somme nelle (3.25 a) e (3.25 b) riguardano solo l'intervallo tra 
Oe(N- 1), segue dalle (3.23), (3.24) e (3.25) che 


N-1 
DuMWW., O0<k<zN-1 
X(k) = nel 
(3.264) 
0, altrove 
{ NI 
pe 33 X(k)Wa", O0<gnz<zN-1 
Xxn)= ko (3.265) 


0, altrove 
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La coppia di trasformate indicate nelle (3.26) sarà chiamata trasformata 
di Fourier discreta (DFT): la relazione (3.26 a) rappresenta l’analisi e la 
(3.26 b) la sintesi della sequenza x(n).| Si può notare che sulla base dei 
ragionamenti del par, 3.4, la DFT di una sequenza di durata finita cor- 
risponde a campioni della sua trasformata z equispaziati sul circolo uni.| 


nel senso che entrambe sono definite da N valori, così anche la distinzione 
tra le espressioni (3.25) e (3.26) è relativamente poco importante. Tut- 
tavia, come vedremo nel prossimo paragrafo, è sempre importante ricor- 
dare che quando si parla di relazioni tramite la DFT, una sequenza di 
lunghezza finita è rappresentata come un periodo di una sequenza periodica. 


3.6 PROPRIETÀ DELLA TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 


In questo paragrafo prendiamo in esame alcune proprietà della DFT 
per sequenze di durata finita. Queste proprietà sono sostanzialmente ana- 
loghe a quelle presentate nel par. 3.2 per sequenze periodiche e derivano 
dalla periodicità implicita nella rappresentazione di sequenze di durata 
finita con la DFT. Il nostro scopo in questo paragrafo è di riesaminare 
queste proprietà con riferimento ad una sequenza di lunghezza finita defi- 
nita solo nell’intervallo 0O<n<N-1. 


3.6.1 Linearità 


Se due sequenze di durata finita x(n) e x(n) sono combinate linear- 
mente, come 


x3(n) = ax,(n) + bxy(n) 


allora Ja DFT di xx(n) è 
Xa(k) = aX,(kK) + bX,(K) 


È chiaro che se x(n) ha durata Ni e x(n) ha durata N;, allora la durata 
massima di x(n) sarà Ni = max[N;, N:]. Perciò, in generale, le DFT 
devono essere calcolate con N = Ni. Se, ad esempio, Ni < N, allora 
Xi(k) è la DFT della sequenza x(n) allungata con N: — Ni zeri. In altri 
termini, sarà 


Ni-1 

Xi(kK)= D xi(MWN, OSk<N-1 
nel 
Na-1 


Xo(kK)= Y x(MWî, O<k<N_-1 


nel 
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3.6.2 Traslazione circolare di una sequenza 


Consideriamo una sequenza x(n) come quella di fig. 3.9 (a), la sua 
versione periodica X(n) come mostrato in fig. 3.9 (b), e Xn + m), cioè la 
sequenza ottenuta traslando Xn) di m campioni, come indicato nella 
fig. 3.9 (c). La sequenza di durata finita, che chiameremo xi(n), ottenuta 
estraendo un periodo di X(n + m) nell’intervallo 0<n<N—1, è mostrata 
in fig. 3.9 (d). Il confronto della fig. 3.9 (a) con la 3.9 (d) indica chiara- 
mente che xi(r) mon corrisponde a una traslazione lineare di x(n), tanto è 
vero che entrambe le sequenze sono limitate all'intervallo tra 0 e (N—-1). 
Con riferimento alle fig. 3.9 (b) e (c), si vede che traslando la sequenza 
periodica e prendendo in esame l'intervallo tra 0 e (N—1), quando un 
campione esce da questo intervallo, un campione identico vi rientra dal- 
l'altra parte. Allora si può immaginare di costruire xi(m) traslando x(n) in 
modo tale che ogni campione che esce dall’intervallo tra 0 e (N — 1) da 
una parte vi rientri dall'altra. 

Un'interpretazione utile di questa traslazione consiste nell’immagi- 
nare la sequenza di durata finita x(n) disposta lungo la circonferenza di 
un cilindro in modo che il cilindro abbia una circonferenza di esattamente 
N punti. Se si percorre più volte la circonferenza del cilindro, la sequenza 
che si vede è proprio la sequenza periodica X(n). Una traslazione lineare 
della sequenza periodica X(n) corrisponde allora a una rotazione del 
cilindro. Questo tipo di traslazione di una sequenza è generalmente chia- 
mato traslazione circolare. Per esprimere in maniera più formale la tra- 
slazione circolare possiamo usare le relazioni (3.23 a) e (3.23 b). Nella 
fattispecie risulta 


x(n) = %(n+4 m)= x((14 m))y 
Perciò, dall'espressione (3.23 b) si ha 
xi(1) = x((n 4 m))yR xy) 

Vogliamo adesso porre in relazione la DFT di x(n) e la DFT di x(n). 
Con riferimento al par. 3.2.2 ricordiamo che se X(k) e Xi(k) indicano 
le DFS delle sequenze periodiche Xn) e Xi(n) = Xn + m), vale la 

XK) = Wa" A(k) (3.27) 
Di conseguenza, dalla (3.24 b) segue che 


Xi(k) = Wwe X(k) (3.28) 
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x(n) 


(a) 


It] I ell 
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| 
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| 
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| 
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| 
| 
| 
| 
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| 
I 
I 
I 
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| 
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| 
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| 
| 
i 
| 
i 
| 
| 
' 


(e) di i 
x(n) = x((n+ 2))yAy(n) 
| 
| 
I 
| 
| 
| 
| 
0 IN ù 
(d) 


Fla. 3.9 Traslazione circolare di una sequenza. 


A causa della dualità tra il dominio del tempo e quello della fre- 
quenza, un risultato analogo vale quando si applica unn traslazione cir- 
colare ai coefficienti della DET. In particolare, indicando con X(k) € 
Xi(K) rispettivamente la DFT di x(n) e di xi(n), se è 


XK) = AC(K + 1)yRy(k) (3.29) 


allora risulta 


xi(n) = WRx(n) (3.30) 
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3,6,3 Proprietà di simmetria 


Nel cap. 1 si è considerata la scomposizione di una generica sequenza 
nella somma delle sue componenti simmetrica coniugata e antisimmetrica 
coniugata ed è stato presentato un insieme di relazioni di simmetria per 
la trasformata di Fourier. Nello studio delle proprietà di simmetria della 
DFT per sequenze di durata finita, non si possono usare in generale le 
definizioni di componenti coniugata simmetrica e coniugata antisimme- 
trica nella forma data nel par. 1.6, perché, per una data sequenza x(n) di 
durata N, la componente simmetrica coniugata x.(n) c la componente anti- 
simmetrica coniugata x(n) sono entrambe di lunghezza (2N-—1). Si può 
osservare, in ogni modo, che, per una sequenza periodica X(n) di periodo 
N, le componenti simmetrica coniugata e antisimmetrica coniugata sono 
ancora periodiche con periodo N. Questo fatto suggerisce la scomposizione 
di x(n) in due sequenze finite di durata N, corrispondenti ad un periodo 
delle componenti coniugate di (n). Indicheremo queste componenti di 
x(n) con xep(n) e xop(n). Perciò, ponendo 


Tn) = x((M)y (3.31) 
e 

x(n) = 3%) + x*(—n)] (3.32) 
e 

(n) — 3[t() — £*(—m)] (3.33) 


definiamo Xep(n) © xop(n) come 


Xep(M) = £,(M)Ry(n) (3.340) 
Xop(h) = X(MRy(n) (3.34b) 
Oppure, in modo del tutto equivalente, 
Xep(n) = Bx((M))y + x*((-m)) Rx (1) (3.35a) 
Xop(n) = 3[x((M)y — x*((-M)x]Rx(M) (3.350) 


Chinramente x,,(1) c xyp(M) non equivalgono alle sequenze x.(m) e x.) 
come sono state definite dalla (1.22), Tuttavia si può dimostrare (v, probl, 
17 di questo capitolo) che valgono le relazioni 


Xap(1) = De() 4 x(n — MIR) (3.360) 
Xop(n) == [(n) da x(n cn NMJ]Ry(n) (3.36b) 


In altre parole, x.p(n) e xp(n) possono essere viste come generate da un 
aliasing delle x(n) e xo(n) nell'intervallo 0O<n<N—1. Le sequenze xep(M) 
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e xop(n) sono dette componenti simmetrica coniugata periodica è antisim- 
metrica coniugata ‘periodica di x(n). Quando xep(n) e xop(n) sono reali, 
vengono dette, rispettivamente, componente, periodica pari e periodica 
dispari. La scelta di questa terminologia è in qualche modo fuorviante 
poiché le sequenze xep(n) e xop(n) non sono sequenze periodiche, ma rap- 
presentano un periodo delle sequenze periodiche X-(n) e X(n). 

Le definizioni (3.35 a) e (3.35 b) esprimono xep(n) e xop(n) in fun- 
zione di x(n); la relazione inversa, cioè l’espressione di x(n) in funzione 
di xep(1) e di xop(n), può essere ottenuta a partire dalle (3.32) e (3.33) da 
cui si ricava 


X(n) = &(0) + &.(1) 
È quindi 


x(n) = *MRy(n) = [X,(M) + (MR x) = &(MRy (n) + (MR x(n) 
(3.37) 


Combinando le espressioni (3.34) e (3.37) si ottiene 


x(n) = Xep(1) + Xop() (3.38) 


Le proprietà di simmetria della DFT possono ora essere ricavate in ma- 
niera immediata applicando i risultati del par. 3.2.3. Consideriamo quindi 
una sequenza finita x(n) di durata N la cui DFT sia X(k). Allora la DFT 
di x*(n) sarà A*((--M)xRy(KM)e quella di x*((—nm)yRy(n) sarà X*(k). 
La DFT di Re[x(n)] sarà X.p(k) e la DFT di jIm [x(M]  Xop(K); 
analogamente la DFT di x(n) è Re[X(K] e la DFT di xop(M) 
è jIm[X(K)], Da ciò si ricava che, per x(n) reale, Re[X(k)] e |X(K)| sono 
sequenze periodiche pari e Im [X(K)] e arg[X(K)] sono sequenze perio- 
diche dispari. Inoltre, per una sequenza reale, Re[X(kK)] è la DFT di 
Xep(n) € jIm[X(K)] è la DFT di xop(n). 


3.6.4 Convoluzione circolare 


Nel par, 3.2.4 abbiamo osservato che la moltiplicazione dei cocefli- 
cienti delle DFS di due sequenze corrisponde alla convoluzione periodica 
delle sequenze. Qui consideriamo le sequenze x(n) e x(n), entrambe 
finite con durata N, con le loro DFT Xi(k) e X2(K), e vogliamo determinare 
la sequenza xx(n) i cui coefficienti della DFT siano X;(k)X:(k). Per deter- 
minare xs(n) basta semplicemente applicare i risultati del par. 3.2.4; più 
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precisamente, x3(n) corrisponde ad un periodo di X;(n), che è data dalla 
(3.11). Pertanto si ha 


N-1 


xg(n) = [Zama _ m)] Ry(n) 
i (3.39) 
or [Zast@mpo — mx |) 


La (3.39) differisce in alcuni importanti aspetti dalla convoluzione lineare 
di xi(n) e x:(1) così come è stata definita dalla (1.7). Nel caso della convo- 
luzione lineare, l'operazione fondamentale è data dalla moltiplicazione 
di xi(m) per una replica di x(n) rovesciata e traslata linearmente e dalla 
successiva somma dei prodotti; per ottenere i diversi valori della sequenza 
che rappresenta la convoluzione, le due sequenze devono essere traslate 
successivamente l’una rispetto all'altra. AI contrario, per la convoluzione 
espressa dalla (3.39), si può immaginare di disporre una delle due sequenze 
lungo la circonferenza di un cilindro che abbia una circonferenza di esat- 
tamente N punti. La seconda sequenza viene rovesciata nel tempo e dispo- 
sta anch'essa lungo la circonferenza di un cilindro con circonferenza di 
N punti. Se si immagina di porre un cilindro dentro l’altro, allora i suc- 
cessivi valori della convoluzione si ottengono moltiplicando i valori su un 
cilindro per i corrispondenti valori sull'altro e sommando poi gli N prodotti 
risultanti; per generare valori successivi della convoluzione occorre ruotare 
un cilindro rispetto all’altro. Una breve riflessione dovrebbe chiarire che 
questa convoluzione è del tutto equivalente a costruire dapprima le due 
sequenze periodiche e poi farne la convoluzione nel modo descritto dalla 
(3.11) ed illustrato in fig. 3.6. Con questo tipo di interpretazione, tale con- 
voluzione viene spesso indicata col nome di convoluzione circolare. La con- 
voluzione circolare su N punti di due sequenze xi(n) e x2(1) è spesso rap- 
presentata con la notazione xi(M) Man). 


Esempio, Un semplice esempio di convoluzione circolare è ricavabile dai risul. 
tati del par, 3.6.2, Sia x:(n) una sequenza di durata finita N, c valga 


x(n) = 61 — no) 


dove tm < N. Chiaramente xi(n) può essere considerata come la sequenza di durata 
finita definita da 


0, Oz©n<hoy 


xi(mM ={1,  n=ho 
M<n<N-1 


La DFT di x(n) è 


X.(k) ® Wytno 
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Se formiamo il prodotto 


" Xg(k) = WyFroXa(k) 


si può osservare, facendo riferimento al par. 3.6.2, che la sequenza di durata finita 
corrispondente a X:(K} è la sequenza x;(n) ruotata di mo campioni a destra nell’inter- 
vallo 0<n<N-1. Vale a dire, la convoluzione circolare di una sequenza x(n) 
con un campione unitario ritardato risulta nella rotazione della sequenza x(n) nel- 
l'intervallo 0 <n <N-1. Questo esempio è illustrato in fig. 3.10 per il caso di 
N=5 e m= 1, Sono riportate le sequenze x:(m) e xi(m) seguite da x:((0—m))y e 
x:((1-m))w; l’ultima figura mostra il risultato della convoluzione circolare di x(n) 


e x(n). 


xa(m) 


è ARE E 


0) N 


x (m) 


di 
(0) N 


x2((0-m))yAy(m) 


——.0_è*0 
(0) N 


x2 ((1-m))yRy(m) 


0) 


x3(n) = xi(n) (15) xa(n) 


Fig. 3.10 Convoluzione circolare di due sequenze. 
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Esempio. Come altro esempio di convoluzione circolare si consideri 


0<n<N-1 
altrove 


x(n) = x(n) = lì 


È allora 


N-1 
XK) = Xy(k) = D WA" 
rin 0 
= N, k=0 
=0, altrove 


Perciò risulta 


2 ss 
Xa(kK) > Xx(K)X2(K) > LA i i 


e si vede che 


x(n =N, O0<zn<N-1 


Tutto questo è schematizzato in fig. 3.11. Chiaramente, al ruotare della sequenza x(n) 
rispetto a xi(n), la somma dei prodotti xi(m)x:(n-m) è sempre uguale a N, come si 
può vedere in fig. 3.11. Naturalmente è possibile considerare xi(n) e x(n) come se- 
quenze di 2N punti aggiungendo N zeri; se ora si esegue la convoluzione circolare 
delle sequenze allungate, si ottiene la sequenza di fig. 3.12, che, come si può vedere, 
è identica alla convoluzione lineare delle sequenze di durata finita xi() c x(n). 


x(n) 
i) 
n 
(0) N 
(a) 
x2(n) 
1 
n 
N 
(b) ai 


x3(n)=x4(n) ® x2(n) 


— è-0-0 0e-0-— n 
(0) N 


(c) 


Fig. 3.11 Convoluzione circolare su N punti di due sequenze rettangolari di durata N. 
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Fig. 3.12 Convoluzione circolare su 2N punti di due sequenze rettangolari di durata N. 


x(n) 
nil onzioa 
(a) (o) N 2N 
xa(n) 
e-0-0-0 | MM 
(b) (o) N 2N 


(d) 


x3(n)=xy(n) GN x2(n) 


(e) 
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Quest'ultimo esempio mette in evidenza un'utile interpretazione della 
convoluzione circolare. Si considerino due sequenze di durata finita xi(n) 
e x(n) aventi trasformata di Fourier 


N-1 
Xi(e') = 2 xi(n)e e" 
n=e0 


N-1 
X(e') = Y xa(n)e/0" 


La sequenza xs(n) che corrisponde al prodotto 


Xs(e') = X(e')Xx(e!°) 
è data da 


N-1 
x(n) = Dxi(m)xa(n — m) 


equivale, cioè, alla convoluzione lineare di xi(n) con x(n). La sequenza 
risultante è lunga 2N—1 campioni. Ora, Je DFT 


N-1 
X(k) = Xx(MWw 


MI n 
XK) = Dram) 


rappresentano i valori delle trasformate di Fourier Xileî") e X:(eÎ") 
alle frequenze w = 2rk/N, che corrispondono ad un periodo di campio- 
namento adeguato per rappresentare xi(1) e x(n) senza aliasing nel domi- 
nio del tempo. La sequenza xs(n) che corrisponde alla relazione tra tra- 
sformate 


Xa(K) = Xx(K)X2(K) 


x è 
è data dall’espressione 


(Le) 


x(n) = [ D x(n + e) |) (3.40) 


pen (0 


Siccome x:(m) ha lunghezza 2N — 1, è chiaro che xi() sarà una versione 
della x:(n) affetta da aliasing. Ciò si può vedere confrontando le fig. 3.11 (c) 
e 3.12 (e): la fig. 3.11 (c) corrisponde alla convoluzione circolare su N 
punti e la 3.12 (e) corrisponde alla convoluzione circolare su 2N punti, 
che equivale alla convoluzione lineare delle due sequenze. Applicando 
l'operazione espressa dalla‘(3.40) alla sequenza di fig. 3.12 (c), si ottiene 
la sequenza di fig. 3.11 (c); si può vedere che succede proprio così, som- 
mando la seconda metà della sequenza triangolare di fig. 3.12 (e) alla 
prima metà e moltiplicando il risultato per Ry(n). 
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3.7 RIASSUNTO DELLE PROPRIETÀ DELLA TRASFORMATA DI FOURIER 
DISCRETA 


Le proprietà della trasformata di Fourier discreta illustrate nei para- 
grafi precedenti sono riassunte nella tab. 3.2. 


Tab. 3.2 
Sequenza di lunghezza finita (N) DFT 
1. x(n) X(k) 
2. JM) Y(k) 
3. ax(n) + by(n) aX(k) + bY(k) 
4. x((n + m)yRytn) Wa*mX(k) 
5. Wyx(n) X((kK + 1))yRy(K) 


N-1 
6. [ D x((M)yy(n — my] Ry(n) X(K)Y(K) 
me0 


N-1 
1. x(n) x; | LIO - Dr] Ry(K) 
8. x*@) xy) 
9. x*-n)y%ym) x*(%) 
10. Re [x(n)] Xes(k) = ALA((M))y + A*(4))y]Ry(K) 
ti. jIm [x] Xos(l) = IX()y — XC-M)x1R N) 
12. Xep(n) Re [X(A)]. 
13. xop(m) jim [XA] 


Le proprietà seguenti valgono solo quando x(n) é reale: 


XK) > X*-M)yR (A) 
Re [X(4)] = Re [ X((-K)y]Ry(%) 
14. x(n) reale qualsiasi Im [NY] = —Im [N(-M)y]R y (A) 
XA = AA) RX) 
arg [NM] = —arg [X((-A)y]Ry(K) 
15. xl) Re [X(k)] 
16. xop() j Im [XA] 


3.8 CONVOLUZIONE LINEARE BASATA SULLA TRASFORMATA DI FOURIER 
DISCRETA 


Come mostrefemo in un successivo capitolo, esistono algoritmi molto 
efficienti per calcolare la trasformata di Fourier discreta di una sequenza 
di durata finita, Per questo motivo può convenire, dal punto di vista dei 
calcoli, effettuare la convoluzione di due sequenze calcolando le loro tra- 
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sformate di Fourier discrete, facendone il prodotto, e di questo calcolando 
poi la trasformata di Fourier discreta inversa. Nella maggior parte delle 


applicazioni interessa eseguire la convoluzione lineare di due sequenze. 
(i i ri i la ass 
sequenza del tipo segnale voce o segnale radar. Come abbiamo visto nel 
pressiente paragrafo. moltiplicare le (rasformate di Fourier discrete di 
due sequenze corrisponde a calcolare la loro convoluzione circolare. Se 
quindi siamo interessati a ottenere una convoluzione lineare, dobbiamo assi- 
curarci che la convoluzione circolare produca l’effetto di una convolu- 
zione lineare. La chiave del metodo per ottenere questo risultato è messa 
in evidenza nel secondo esempio del par. 3.6.4. 


Consideriamo innanzitutto due sequenze lunghe N, xi(n) e x(n), e 
indichiamo con x(n) la loro convoluzione lineare, cioè 


N-1 
x(n) = Dx (m)xa(n — m) 


È immediato verificare che x(n) è di lunghezza 2N — 1; ovvero essa 
può avere al più 2N — 1 punti diversi da zero, Se la si pensa ottenuta 
moltiplicando le trasformate discrete di Fourier di xi(n) ed x(n), allora 
anche ciascuna di queste trasformate discrete, Xi(k) e X2(K), deve essere 
stata calcolata sulla base di 2N —1 punti. Pertinto definiamo 


2N-2 


X(kK)= 2 xi(n)W2N-a 
2N-2 


XK) = Y xa(n)Wifa (3.41) 


ne0 
1 


xg(n) = IN 1 


2N-2 
mm PALIO LE ZIOREO 


e ne deduciamo che x:(n) sarà la convoluzione lineare di xi(n) e x2(1). 
Ovviamente otterremmo una convoluzione lincare anche se le trasformate 
di Fourier discrete fossero calcolate sulla base di più di 2N — 1 punti, 
ma non la otterremmo, in generale, se le DFT fossero calcolate sulla base 
di un numero più piccolo di punti. Un altro modo di considerare questo 
procedimento che consente di ottenere la convoluzione lineare, consiste 
nel notare che il calcolo delle DFT sulla base di 2N — 1 punti corri- 
sponde a delle serie di Fourier per sequenze periodiche costruite da 
Xi(n) e x(n) in modo tale che gli ultimi N — 1 punti in ogni periodo 
sono zero, Queste sequenze periodiche sono illustrate nella fig. 3,13. 
Questa figura mostra anche il modo di ottenere la convoluzione periodica 
€ consente di notare che, a causa degli zeri aggiunti in ogni periodo, i 
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xa(m) 
x 
m 
On 
x4(m) li 
m 
x2(2-m) 
m 
0) N 


Fig. 3.13 Sequenze periodiche di periodo (2N --1) costruite da sequenze finite di durata 
N. Gli ultimi (N —1) punti in ogni periodo sono zero. 


valori diversi da zero in un periodo di %(n) vengono interessati soltanto 
dai valori diversi da zero in un singolo periodo di Xn). 

In generale si può voler fare la convoluzione di due sequenze di 
durata diversa. Se xi(n) ha durata Ni ed x(n) ha durata N., allora la loro 
convoluzione sarà lunga Ni + N. — 1. Pertanto in questo caso andranno 
moltiplicate tra loro le trasformate di Fourier discrete calcolate sulla base di 
N=2N+N,- 1. 

Il procedimento appena descritto consente di calcolare la convo- 
luzione lineare di due sequenze di durata finita facendo uso della trasfor- 
mata di Fourier discreta, In alcune applicazioni si vorrebbe tuttavia fare 
la convoluzione di una sequenza di durata finita con una sequenza di 
durata infinita, come, per esempio, nel caso del filtraggio della voce. In 
via teorica noi potremmo registrare l’intero segnale e poi attuare il pro- 
cedimento visto sopra sulla base di una DFT di un gran numero di punti; 
ma le dimensioni di una tale DFT ne rendono generalmente impossibile 
il calcolo. Un'altra considerazione da fare è che con questo metodo non si 
potrebbe calcolare alcun punto della sequenza filtrata prima di aver rac- 
colto tutti i punti della sequenza di ingresso. Generalmente si desidera 
invece evitare simili ritardi nella elaborazione, Per ottenere questo risul. 
tato pur continuando ad usare la trasformata di Fourier discreta, il segnale 
da filtrare deve essere segmentato in sezioni di lunghezza L [3,4]. Ogni 
segmento può quindi essere convoluito con la risposta all'impulso di durata 
finita e i segmenti filtrati congiunti infine uno all’altro in modo opportuno. 
Una simile tecnica di filtraggio a blocchi può pertanto essere attuata 
usando, come prima, la trasformata di Fourier discreta. 


139 


Per illustrare il procedimento e mostrare al tempo stesso il modo di 
congiungere l’uno all’altro i vari segmenti filtrati, si considerino la rispo- 
sta all'impulso 4(n) di lunghezza M e il segnale x(n) raffigurati in fig. 3.14. 
Scomponiamo x(n) in una somma di segmenti ciascuno avente soltanto L 
punti diversi da zero, e indichiamo il k.mo segmento con xx(n), dove 


x(n), KL<n<(k+1)L—1 


x(n) = 0, dicono (3.42) 
Pertanto x(n) è la somma delle xx(n), cioè 
x(n) = Za) (3.43) 


e la convoluzione di x(n) con /(n) è uguale alla somma delle convoluzioni 
delle xx(n) con (n), ovvero 


(e) 


x(n) * (n) = Y xx(n) * (n) (3.44) 
kol) 
h(n) 
000000000000 000-00000000000000000 00000088 ®_ N 
(0) M-1 
x(n) 


ui ppi! tua 


Fig. 3.14 Risposta all'impulso h(n) di durata finita e segnale x(n) da filtrare. 


Poiché le xx(n) hanno solo L punti diversi da zero e A(n) è di lunghezza 
M, ciascuno dei termini [xx(m)*A(n)}] nella somma è di lunghezza 
LA M- 1, Pertanto la convoluzione lincare xx(M)+/(n) può essere 
Ottenuta usando una DFT di (L4+M—1) punti. Poiché inoltre la distanza 
tra i campioni iniziali di due segmenti di ingresso adiacenti è di L punti, 
© ogni segmento filtrato ha lunghezza (L + M — 1), ne segue che i punti 
diversi da zero nei segmenti filtrati si sovrapporranno, nello svolgimento 
della (3.44), di (M —1) punti. Ciò è illustrato nella fig. 3.15. Nelle 


» 
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fig. 3.15 (a) e 3.15 (b) sono raffigurati rispettivamente i segmenti di in- 
gresso xx(n) e i'‘segmenti filtrati xx(n)*h(n). L'intera forma d'onda di 
ingresso, x(n), si ricostruisce sommando le forme d’onda di fig. 3.15 (a), e il 
risultato filtrato, x(n)*h(n), si costruisce sommando i segmenti filtrati 


xo(n) 


atlin Ddl 


TO ; 


xp(n) 


n 


xp(n) h(n) 


(b) 


Flg. 3.15 (a) Scomposizione di x(n) In segmenti non sovrapponentisi di lunghezza L: 
{b) risultato della convoluzione di ogni segmento con h(n). 
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raffigurati in fig. 3.15 (b). Questo procedimento di costruzione dell’uscita 
filtrata è spesso chiamato il metodo di sovrapposizione e somma, in rela- 
zione al fatto che i segmenti filtrati sono sovrapposti e sommati per co- 
struire l’uscita. La sovrapposizione deriva dal fatto che la convoluzione 
lineare di ogni segmento con la risposta all'impulso è in generale più lunga 


del segmento stesso, 

Un procedimento alternativo, comunemente chiamato metodo di 
sovrapposizione ed estrazione, consiste nel calcolare una convoluzione 
circolare fra A(n) ed xx(n), identificando poi quella parte della convolu- 
rione circolnre che corrisponde a una convoluzione lineare, In particolare, 
se consideriamo la convoluzione circolare della risposta all'impulso lunga 
M con un segmento lungo N, risulta che i primi M — 1 punti di tale con- 
voluzione non sono corretti, mentre i rimanenti punti sono gli stessi che 
otterremmo dalla convoluzione lineare, In questo caso, quindi, conviene 
sezionare x(n) in segmenti di lunghezza N in modo tale che ogni segmento 
di ingresso si sovrapponga al precedente per M — 1 punti. Definiamo 
perciò i segmenti xx(n) come 


xx(n) = x(n +KX(N-M4+1)), 0<sn<N-1 


dove in questo caso abbiamo posto l’origine temporale di ogni segmento 
all'inizio del segmento stesso piuttosto che coincidente con l'origine di 
x(n). Questo metodo di segmentazione è raffigurato nella fig. 3.16 (a). 
Indichiamo incltre con yi (n) le convoluzioni circolari di ogni segmento 
con A(n). Queste convoluzioni sono raffigurate nella fig. 3.16 (b). La 
parte da scartare per ogni sequenza di uscita è quella che corrisponde alla 
regione 0 < n < M — 2. I punti che restano dalle sequenze di uscita in 
successione devono poi essere « giuntati » gli uni agli altri in modo da 
Ottenere l’uscita filtrata finale. Si ha quindi 


vm) -Zylo — K(N+M — 1)) 


dove 


ia yin), M-1<n<N-1 
pin) = 0, altrove 

Questo procedimento, ovvero il metodo di sovrapposizione ed estrazione, 
deve il suo nome al fatto che ogni successivo segmento di ingresso consi- 
ste di N— M + 1 nuovi punti e di M — 1 punti conservati dal segmento 
precedente, 
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x(n) 


(a) 


(b) 


Fig. 3.16 (a) Scomposizione di x(n) In segmenti sovrapponibili di lunghezza N; (b) risultato 
della convoluzione circolare di ogni segmento con h(n). Sono anche indicate le 
porzioni da scartare per ogni segmento filtrato allo scopo di ottenere la convo- 


luzione lineare. 
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3.9 TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA BIDIMENSIONALE 


Nei primi due capitoli abbiamo visto come molte delle proprietà 
delle trasformate valide per segnali a una dimensione possono essere estese 
a segnali a più dimensioni. Una generalizzazione simile vale per la serie e la 
trasformata di Fourier discreta. 

La rappresentazione di sequenze bidimensionali mediante la trasfor- 
mata di Fourier discreta ha notevole importanza nella elaborazione nume- 
tica di segnali bidimensionali come fotografie o dati sismici. In questo 
paragrafo ci limiteremo a una breve discussione delle DFS e DFT bidi- 
mensionali seguendo le lince della discussione svolta nei precedenti para- 
grafi di questo capitolo. 

Cominciamo considerando !a definizione di una sequenza periodica 
bidimensionale. Diremo che una sequenza è periodica nell'indice delle 
righe con periodo M e nell'indice delle colonne con periodo N se è 


X(m, n) = %(m + qM,n 4 rN) 


dove g ed r sono numeri interi arbitrari positivi o negativi. Tali sequenze 
hanno una rappresentazione mediante serie di Fourier «come somma di 
esponenziali complessi nella forma 
| MANS! È 
&m,n)= — Y Y Xk,DW"Wx" (3.45) 
MNx-0 t-a 


dove X(K,l), come si può dimostrare, vale 


MAI N x 
X(k,D= D > &(m, m)W5TWR (3.46) 
con 
Wy = e731271M) 


Wy = e 1871 


Dalla (3.46) si può verificare che 


Xk, 1) = X(kK +qM,14+rN) 


per valori interi di qg ed r, e pertanto X(k,l) ha la stessa periodicità della 
sequenza X(m,n). 

Si è visto come la trasformata di Fourier discreta monodimensionale 
deriva dalla interpretazione di una sequenza di durata finita come un 
periodo di una sequenza periodica cui si applica la serie di Fourier 
discreta, Analogamente si può applicare la serie di Fourier bidimensionale 
per rappresentare una sequenza bidimensionale che è diversa da zero 
solo in una regione finita del piano (m, n). Una tale sequenza verrà chia- 
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mata sequenza ad area finita ed è il corrispettivo bidimensionale delle 
sequenze di durata finita, La rappresentazione di Fourier che ne risulta 
viene chiamata trasformata di Fourier discreta bidimensionale. 

Onde sviluppare la DFT per segnali bidimensionali consideriamo 
una sequenza ad area finita x(m, n) che è zero al di fuori dell'intervallo 
OsmsM_-1,0SnsSN- 1,e quindi di area (M, N), e costruia- 
mo la sequenza periodica 


X(m, n) = xIK(M)m, (©)y] (3.47) 


La sequenza originaria x(m, n) si riottiene estraendo un singolo periodo 
di X(m, n), ovvero 


x(m, n) = X(m,n)Ryy,y(m, n) (3.48) 
dove 


] 0<mszsM_—-1,0<n<N-1 


Ra.n@M,M)={0  Atrove (3.49) 


Stabiliamo ora che la trasformata di Fourier discreta di x(m, n) corri 
sponde ai coefficienti della serie di Fourier di X(m, n). Tuttavia, proprio 
come abbiamo fatto per le sequenze monodimensionali, noi interpretere- 
mo i coefficienti della DFT come una sequenza ad area finita per mante- 
nere anche in questo caso la dualità fra il dominio delle frequenze e 
quello originario. Pertanto, indicando con X(K, 1) la DFT di x(m, n), si ha 


M-1 N-1 
X(k, 1) = [ " aa n)WR7 WA" ] Rara n) (3.50) 
me 0 ne0 
1 M_1 N-1 
x(m, n) = | > DA DWG" [gr n) (3.51) 
MNLxzo 1-0 


Si può mettere in evidenza un'utile interpretazione della DFT bidimen- 

sionale in termini di quella monodimensionale osservando che la funzione 

rettangolare Ry, y(k,/) è separabile e pertanto può essere scritta come 
Rap, w(k, 1) = Re (K)Ry(1) (3.52) 


Di conseguenza la (3.50) può scriversi 
N-1 
xk, 1 = | 5,6% MW» | (3.53a) 
ne 0 
dove 


G(k, n) = [Sem nIWRR |a) (3.536) 


me 
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La funzione G(K, n) corrisponde, per ogni valore di n, a una DFT mono- 
dimensionale a M punti; essa è costituita cioè da N trasformate monodi- 
mensionali, una per ogni colonna di x(m, n). La DFT bidimensionale 
X(k, 1) si ottiene allora, in accordo con la (3.53 a), effettuando M trasfor- 
mate monodimensionali, una per ogni riga della sequenza G(k, n). 

La (3.50) può alternativamente scriversi come 


X(k, 1) = [Zen DWir] Ry(K) (3.542) 
dove si 
P(m, 1) = [ Dx(m, DIANO (3.54b) 


la funzione P(m, 1) corrisponde ora a un insieme di trasformate a N 
punti sulle righe di x(m, n). La X(k, 1) si ottiene allora, in accordo con Ja 
(3.54 a), trasformando le colonne di P(m, D. In sintesi, dunque, le DFT 
bidimensionali si possono calcolare usando trasformate monodimensionali 
prima sulle righe e poi sulle colonne, o viceversa. Un ragionamento ana- 
logo può, ovviamente, farsi anche per la DFT inversa rappresentata 
dalla (3.51). 

Un caso di particolare interesse è quello delle sequenze separabili, 
aventi cioè la proprietà che 


x(m, n) = xi(m)xs(h) (3.55) 


In questo caso la funzione G(Kk, n) nella (3.53 b) è Xi(k), cioè la DFT 
monodimensionale di xi(m), ed è indipendente da n. La DFT bidimensio- 
nale è il prodotto di Xi(k) e Xx(K), la DFT di x(n), e cioè 


X(k, 1) = Xx (K)X:(1) (3.56) 


In questo caso il solo calcolo di una DFT a M punti e di una DFT a N 
punti ci permette di calcolare X(K, 1) per tutti i k cd [. 

La trasformata di Fourier discreta bidimensionale è chiaramente 
lineare, ovvero, se 


Xa(m, n) = ax,(m, n) 4 bxg(m, n) 


allora 


Xa(k, 1) = aX,(k, 1) + bXx(k, 1) 


dove si è fatta l’ipotesi che xi(m, n) e x:(m, n) abbiano dimensioni iden- 
tiche, 

Nell'ambito delle sequenze monodimensionali di durata finita abbia- 
Mo notato come una traslazione nel dominio temporale possa essere inter- 
Pretata come una rotazione nell'intervallo base 0 <n<N— 1. Nel 
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caso della sequenza bidimensionale di area finita x(m + mo, n + no); si 
può dimostrare come la corrispondente DFT sia Waf"Wx"X(k, 1). 

In questo caso possiamo interpretare la traslazione nel dominio spaziale 
come l’operazione di ruotare di mo campioni ogni colonna, seguita da una 
rotazione di no campioni di ogni riga della nuova sequenza bidimensionale. 
Questa proprietà ovviamente, ha una formulazione simmetrica quando 
vengono scambiati i domini spazio e frequenza. 

Come per la DFT monodimensionale, esiste tutto un insieme di pro- 
prietà di simmetria per la DFT bidimensionale. Alcune di queste sono 
discusse nel probl. 35 di questo capitolo. 

Un’applicazione importante della DFT bidimensionale riguarda il 
calcolo di convoluzioni a scopo di filtraggio. Si considerino due sequenze 
di area finita xi(m, n) e x:(m, n), dove xi(m, n) è di area (M,, N)) e x2(m, n) 
è di area (Mi, N;). Indichiamo con Xi(k, 1) e X(Kk, D le DFT di dimensioni 
(M, N) rispettivamente di x;(m,n) e x>(m, n), aumentate se necessario di 
aree di campioni nulli. Si ha che il prodotto 


Xa(k, 1) = X(k, 1)X2(K, 1) (3.57) 


corrisponde alla sequenza 


M-1 N-1 
xg(m, n) = 2 2 aloe (xe l((m — Dy((n — x] Rag,m(m, n) 
siii (3.58) 


L'espressione (3.58) rappresenta la convoluzione periodica delle sequenze 
periodiche Xi(m, n) e X(m, n) formate da xi(m, n) e x(m, n) come in 
(3.47). Nel contesto delle sequenze ad arca finita, la (3.58) è una convolu- 
zione circolare in due dimensioni. Se quello che desideriamo ottenere è 
la convoluzione lineare di xi(m, n) e x:(m, n), dobbiamo ovviamente 
accertarci che, come nel caso monodimensionale, M ed N siano scelti 
in modo da evitare aliasing. Poiché la convoluzione di una sequenza che 
ricopre l'area (M;, N;) con una sequenza che ricopre l’area (M:, N), dà 
luogo a una sequenza di area [(Mi + M. — 1), (N + Na — 1)], dobbia- 
mo scegliere M > M; + M:— 1 ed N => N; + N: — 1 se vogliamo essere 
sicuri che la convoluzione circolare sia identica alla convoluzione lineare 
desiderata. : 

Tutto ciò è illustrato nella fig. 3.17, dove le regioni diverse da zero 
di xi(m, n) e x:(m, n) risultano tratteggiate. In questa figura abbiamo s0- 
vrapposto x:(m — g, n — r) a xi(g, r). Chiaramente, se le diseguaglianze 
scritte sopra risultano soddisfatte, x.(m — g, n — r) nella sua parte 
« riavvolta » non verrà mai ad interessare porzioni di xi(g, r) diverse da 
zero, e pertanto la convoluzione circolare sarà identica alla convoluzione 
lineare desiderata. Se si dovesse fare la convoluzione di un’area piccola 
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M-1 
I 


xa [(m-q)u,(h-n)w] 
xa, r) G I 


Fig. 3.17 Realizzazione di una convoluzione lineare bidimensionale por mezzo di una con- 
voluzione circolare: (a) x,(g,r) e x:[((M—-9))w ((N—r))y}i (6) x(9. 1). 


con un’area molto più grande, potremmo generalizzare i metodi di sovrap- 
Posizione e somma e di sovrapposizione ed estrazione considerati nel pa- 
ragrafo precedente. Inoltre, se una delle sequenze da convoluire è separa- 
bile, la convoluzione bidimensionale può effettuarsi mediante il calcolo 
"ipetuto di convoluzioni monodimensionali. Sequenze separabili sono 
Spesso usate nelle applicazioni di filtraggio, proprio grazie alle semplifi- 
cazioni di calcolo che consentono e che sono state discusse in precedenza. 
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In questo capitolo è stata esaminata una rappresentazione di Fourier 
di sequenze di durata finita, denominata trasformata di Fourier discreta. 
Questa rappresentazione è stata basata sulla relazione tra sequenze di 
durata finita e sequènze periodiche. Più precisamente, la trasformata di 
Fourier discreta di una sequenza di durata finita corrisponde alla serie 
di Fourier discreta della sequenza periodica costruita in modo che ogni 
suo periodo coincida con la sequenza originaria di durata finita. Perciò 
è stata trattata dapprima la rappresentazione in serie di Fourier di sequenze 
periodiche e si è vista l’interpretazione dei coefficienti di tale serie come 
campioni, equispaziati sul circolo unitario, della trasformata z di un pe- 
riodo delle stesse sequenze periodiche. La serie di Fourier discreta è stata 
poi applicata alla rappresentazione di sequenze di durata finita. Si sono 
anche considerate le proprietà della trasformata di Fourier discreta e si 
è visto come questa permetta di eseguire convoluzioni lincari. Il capitolo 
si è concluso con una breve introduzione alla trasformata di Fourier discreta 
bidimensionale. 
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PROBLEMI 


1. Si consideri il sistema lineare del primo ordine definito dall’equazione alle diffe- 
renze y(n) = ay(n —1) + x(n), in cui il coefficiente a è compreso tra zero € 
l'unità, L'ingresso x(n) è vincolato ad essere una sequenza periodica di periodo N, 
cioè Xn) = Xn + KN) per ogni k intero. Si assume che l'uscita del filtro abbia 
raggiunto il regime. Determinare, in termini del coefficiente a, la risposta all'im- 
pulso di un filtro a risposta all'impulso finita che fornisca, per questa classe di 
ingressi, un'uscita Fn) indistinguibile, a regime, da quella del filtro a risposta 
all'impulso infinita definito dalla precedente equazione alle differenze, 
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2. (a) Nel par. 3.3.3 abbiamo enunciato un certo numero di proprietà di simmetria 
della serie di Fourier discreta per sequenze periodiche. Elenchiamo qui alcune 
delle proprietà enunciate. Dimostrate che ciascuna delle proprietà elencate 
è vera. Nella dimostrazione si può usare la definizione della serie di Fourier 
discreta e ogni proprietà precedente nella lista. Ad esempio, nella dimostra- 
zione della proprietà 3 si possono usare le proprietà 1 e 2. 


Sequenza Serie di Fourier discreta 
1. &n+m) We*9A(k) 
2. Km) X*(-k) 
3. **(—n) X*(k) 
4. Re [{(n)] XK) 
5. jIm [{(n)] DA (9) 


(b) Per mezzo delle proprietà dimostrate nella parte (a), mostrare che per una 
sequenza periodica reale Xn) valgono le seguenti proprietà di simmetria della 
serie di Fourier discreta: 


(1) Re [YA] = Re [T(-4)]. 
(2) Im [XY] = Im [X(-4)]. 
(3) X@)] = £(h1. 

(4) arg XK) = —arg X(-k). 


3. In fig. P3.3 sono mostrate varie sequenze periodiche Xn). Tali sequenze possono 
essere espresse in serie di Fourier come 


N-1 
Xn) = Y X(K)et2*]N)n 
ko 0 


(a) Per quali sequenze si può scegliere l'origine dei tempi in modo tale che tutti 
gli X(K) siano reali? 


(b) 


dt 


Fig. P3.3 
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(b) Per quali A può scegliere l'origine dei tempi in modo tale che tutti 
gli X(K) (escltito X(0)) siano immaginari? 


(c) Per quali sequenze è X(k) = 0, k= +2, +4, + 6, ecc.? 


Se Xn) è una sequenza periodica con periodo N, è anche periodica con periodo 
2N. Si indichino con X(k) i sg della DFS di Xn) considerata come se- 
quenza periodica con periodo N e con X:(k) i coefficienti della DFS di Xn) consi- 
derata come sequenza periodica con periedo 2N. X(k) è ovviamente periodica 

con pda N e X;(k) è periodica con periodo 2N. Determinare X:(k) in funzione 
i X(K). 


. Si considerino due sequenze periodiche Xn) e Vn). Xn) ha periodo N e Fn) 


ha periodo M. La sequenza (n) è definita come WM(n) = Xn) +7(M). 

(a) Mostrare che W(n) è periodica con periodo MN. 

(b) Poichè Xn) ha periodo N, i coefficienti X(k) della sua DFS hanno_anch'essi 
periodo N. Analogamente, poiché %n) ha periodo M, i coefficienti V4(9) della 
sua DFS hanno anch'essi periodo M. I coefficienti della DFS_di Mn), W(K), 
hanno periodo MN. Determinare W(K) in termini di X(k) e Y(K). Può essere 
utile far riferimento ai risultati del precedente probl. 4. 


. X(n) indica una sequenza periodica con periodo N e 4) indica i coefficienti 


della sua serie di Fourier discreta. La sequenza X(k) è anch'essa una sequenza 
periodica con periodo N. Determinare, in termini di X(n), i coefficienti della 
serie di Fourier discreta di X(k). 


. Calcolare la DFT di ciascuna delle seguenti sequenze di durata finita considerate 


di durata N. 

(a) x(n) = d(n). 

(b) x(n) = d(n — no), dove 0 <r9 < N. 
(c) x(n) = an, 0<Sn<N-1. 


. In fig. P3.8 è mostrata una sequenza di durata finita x(n). Rappresentare la se- 


quenza x((—n)).. 
x(n) 


Sala=1 (0 I. 3 8: B_ 6 
Fig. P3.8 


. x(n) indica una sequenza di durata finita N. Mostrare che 


x((-n)y = x((N — m))y 


. Dei dati analogici di cui si vuole analizzare lo spettro sono campionati a 10 kHz 


e viene calcolata la DFT di 1024 campioni. Determinare la distanza in frequenza 
tra i campioni dello spettro. Giustificare la risposta. 


. La DFT di una sequenza di durata finita corrisponde a campioni della sua tra- 


sformata z sul circolo unitario. Ad esempio, la DFT di una sequenza x(n) di 
10 punti corrisponde ai valori di X(z) nei 10 punti equispaziati indicati in fig. 
P3.11-1. Vogliamo determinare i valori equispaziati di X(z) sul contorno mo- 
strato in fig. P3.11-2, cioè X(2)|x.0.5e/L274/10+(r/10)]. 
Mostrare come va modificata x(n) per ottenere una sequenza xi(n) tale che la 
DFT di x(n) corrisponda al valori desiderati di X(z). 


n, Piano z 151 
PX, 


sn Radianti. 


Circonferenza 
di raggio = 1 


Circonferenza 
è 1 
di raggio= 7 


Fig. P3.11-2 


12. Nel par. 3.7.3 abbiamo enunciato un certo numero di proprietà di simmetria 
della DET, alcune delle quali sono qui elencate. Dimostrare che ciascuna delle 
proprietà clencate è vera. Nella dimostrazione si può usare la definizione della 


DFT e proprietà precedenti nella lista. ' 
Sequenza DFT 
1. x((n + m)yRy(n) Wy}mX(k) 
2. x*(m) X*(-M)yRy(K) 
3. x*((-n)yRy(n) X*(k) 
4. Re [x(n)] Xop (A) 
5. jIm [x] Xop(f) 


13. Usando le proprietà del precedente probl. 12, mostrare che per una sequenza 
reale sono valide le seguenti proprietà di simmetria della DFT: 
(1) Re [X(A)] = Re [X((-4)y]}Ry(K). 
(2) Im [X(K)] = —Im [X((-KY)y]Ry(k). 
09) XX] = X(AyRy (A). 
(4) arg [X(M)] = —arg [XX-M)y]Ry(K). 
14. Sia X(K) la DFT su N punti della sequenza x(n) iunga N. 
(a) Mostrare che se x(n) soddisfa la relazione 


x(n) = -x(N-1-n) 


allora è 
X(0) = 0 
(b) Mostrare che con N pari e se 


x(n) =x(N-1-—-n) 


"6)-s 


allora 


152 


15, 


16. 


17. 


18. 


Sia X(k) la DFT gu N punti di una sequenza x(n) lunga N. X(K) è essa stessa 
una sequenza di N punti. Se x(n) indica la sequenza ottenuta eseguendo la DFT 
di X(K), esprimere x(n) in termini di x(n). 


Mostrare che in base alla relazione (3.26), se x(n) indica una sequenza lunga N e 
X(k) la sua DFT su N punti, 


x 
S| ( Je 1 S| 3 
x(n)? = — X(k) 
È, N È Mo, 
Questo risultato è comunemente indicato come relazione di Parseval per la DFT. 


Nel cap. 1 le componenti coniugata simmetrica e coniugata antisimmetrica di una 
sequenza x(n) sono state definite, rispettivamente, come 


x(n) = 3x(n) + x*(-»m)] 
xo(n) = gx) — x*(-n)] 


Nel par. 3.6.3 abbiamo trovato utile definire le componenti periodica coniu- 
gata simmetrica e periodica coniugata antisimmetrica di una sequenza di durata 
finita N come 


xep(M) = A Ir((M)y + x*(-M) Rx) 
Xop(n) = 3x((M)y — x*((-M)x]R x (1) 


(a) Mostrare che x.,(n) può essere messa in relazione con x.(n) e xoy(n) può 
essere messa in relazione con x(n) per mezzo delle espressioni 


Xep(M) = [x (h) + x,( — NR (1) 
Xop(1) = [xo(M) + xo(n — N)JRX() 


(b) x(n) è considerata una sequenza di durata N, e in generale x(n) non può 
essere ricostruita da x.,(1) e x,(n) non può essere ricostruita da x,,(n). Mo- 
strare che con x(n) considerata di durata N, ma con x(n) = 0 per n > N/2, 
x(n) può essere ottenuta da x.,(n) e x,(n) può essere ottenuta da xoy(n). 


Una sequenza x(n) di durata finita lunga 8 ha la DFT sulla base di 8 punti X(k) 
mostrata in fig. P3.18-1. Una nuova sequenza y(n) di durata 16 è definita da 


(3) N pari 
y(n) = QI ; 
0, n dispari 


Dalla lista in fig. P3.18-2, scegliere il grafico corrispondente alla DFT su 16 punti 
di y(n). 


X(k) 


GT DIET 
Fig. P3.18-1 
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(a) k 
012345678 90111213 1415 


(b) k 
01234567 89101112 131415 


(c) k 
012345678 901112131415 


a till. 


012345674890 111213 1415 


(e) k 
012345678 9I0 112131415 


(f) k 
012345678 9011121314 15 


Fig. P3.18-2 


19. Uno dei modi di realizzare una convoluzione circolare discreta di due sequenze 
di durata finita consiste nel moltiplicare le loro DFT e calcolare la DFT inversa 
del risultato. In particolare, indicando con X(K), Y(kK) e //(k) le DFT su N 
punti delle sequenze lunghe N x(n), y(1) c /i(n), e se è 


Y(k) = X(KMH(K) (P3.19-1) 
risulta 


N-=1 
v(n) = a x(m)h((n vi m)y, Uliai 0, li; IZ] N-1 
ui (P3.19-2) 
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20. 


21. 


Nel realizzare una convoluzione circolare in tal modo è in generale utile 
disporre di un lirhite superiore sulla sequenza di uscita. Se una delle due se 
‘quenze x(n) o h(n) è nota, allora y(n) può essere limitata da 


; N-1 
ly < Ixlmax 2 [1 (I (P3.19-3) 
o Ù 
1 N-1 
o pbols Ihlmax 2, |(m)| (P3.19-4) 


® 


In questo problema vogliamo ricercare un limite superiore per y(n) senza cono- 
scere nessuna delle due sequenze x(n) e A(n), ma con i vincoli |x(n)| < 1 e 
|H(K)| < 1. I risultati di questo problema, e qualche ulteriore considerazione, 
sono presentati in un articolo di A. V. Oppenheim e C. J. Weinstein, « A_ Bound 
on the Output of a Circular Convolution », /EEE Trans. Audio Electroacoust., 
June 1969, pp. 344-348. 
(a) Usando la relazione di Parseval derivata nel probl. 16, mostrare che con 
|x(m)| < 1 e |H(M| < 1, e con x(n) e y(n) legati dalle relazioni (P3.19-3) e 
(P3.19-4), si ha 


N-1 N-1 
2. ly? < S lxtm* 


N_1 
(b) Combinando il risultato della parte (a) con un limite superiore su b3 |x(n)]?, 
mostrare che n=0 


N-1 
2 bl? SN 


e perciò che |y(m)| < VN. 


Si può dimostrare che, se x(n) e y(n) sono sequenze complesse, il limite 
derivato nella parte (b) è un estremo superiore, cioè esiste per ciascuna se- 
quenza una scelta, coerente con i vincoli assegnati, tale che almeno un punto 
nella sequenza di uscita ha il valore VN. 


Si consideri una sequenza di durata finita x(n), che è zero pern<0en2N, 
con N pari. Sia X(z) la trasformata z di x(n). Sono qui riportate due tabelle. In 
tab. P3.20-1 si hanno sette sequenze ottenute da x(n). In tab. P3.20-2 si hanno 
nove sequenze ottenute da X(z). Per ogni sequenza in tab. P3.20-1 si trovi la sua 
DFT in tab. P3.20-2. La dimensione della trasformata considerata deve essere 
maggiore o uguale della lunghezza della sequenza gi(n). Solo a titolo di esempio 


si assuma che x(n) possa essere rappresentata dall'inviluppo mostrato in fig. 
P3.20. 


Sia f(t) una funzione a tempo continuo reale, limitata in banda, periodica. Il 
periodo di /(1) è P, così che /(1) = f(t + sP) per ogni s intero. Gli unici termini 
non nulli nella rappresentazione in serie di Fourier complessa di /(1) corrispon- 
dono n frequenze tra —2rM/P e 2rM/P, cioè 
M 
fa) ee x a,e*®rrt/P) 
pra M 

Inoltre, au è reale. 

Si genera una sequenza xi(n) campionando f(t) con periodo di campiona- 
mento 7, dove 

x(n) = f(nT,) 

e 


P 


T=3M 
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Tab. P3.20-1 
g,(n) 
A 

BM x(N-1- n) 
Fan) = (—1"x(n) 

x(n), O0<n<zN-1 
gi(M = (x(n-- N), Nn <2N-1 

0, altrove 


za 
pra o ba(n4 N/2), 0<n < N[2-1 
0, altrove 
n 
N 


x), O<n<N-1 
L5(M) — (0, N<n<2N-1 
0, altrove 


n , 
Len) = {* (5) spari 


0, n dispari 


Bal) — x(2m) 
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22. 


23. 


Tab. P3.20-2 


Hi(k) = X(ettrein) 

Ha(k) = X(e!trH2N) 

2X(e!879*12N), k pari 

0, k dispari 

Hi(k) = X(e!9k/2N-1) 

Hy(k) = 0.5[X(e!7t/N) 4 X(e1tr0+N/3/8)] 
Hy(k) = X(e/#t*1N) 

H;(k) = g/trk/N X(e-ATAIN) 

Ha(k) == X(ett91w\k+N/n)) 

Hy(k) = X(e-17h/N) 


} 


« Hi(k)= 


x(n) 


N=1 
Fig, P3,20 


Sia X(k) la trasformata di Fourier discreta di un periodo di x(n) partendo da 
n= 0, cioè sar 


x, DE Dx, me- stema 


Da x;(n) vorremmo ottenere una sequenza x:(n) che corrisponda a campionare 
{(t) con velocità doppia. In altre parole, 


xa(n) = f(nT)) 


dove T; = T;/2 = P/4M. Sia X;(k) la trasformata di Fourier discreta di un periodo. 
partendo da n= 0, della sequenza periodica x(n). Determinare come si può 
ottenere X,(k) direttamente da Xi(K). Giustificare chiaramente la risposta. 


Sia x(n) una sequenza di durata infinita, X(z) la sua trasformata z, e x;(n) una 
sequenza di durata finita N la cui DFT sulla base di N punti è X,(K). Determt 
nare la relazione tra x(n) e x(n) se X(z) e X(k) sono legate da 


X(K) = X(a)lewi,  k=0,1,2,...,.N-1 


dove Wy = e-!W 


Sia X(e”*) la trasformata di Fourier della sequenza x(n) = (1/2)"u(n). Sia y(M) 
una sequenza di durata finita lunga 10, cioè y(n) = 0 per n < 0, e y(n) =0 per 
n= 10. La DFT su 10 punti di y(n), indicata con Y(K), corrisponde a 10 cam 
pioni equispaziati di X(e*), cioè Y(k) = X(e'"). Determinare y(n). 


M. 
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Siano x(n) e y(n) l'ingresso e l'uscita di un sistema IIR stabile e causale con 
equazione alle differenze della forma 
dn 12 
yn) = PI ary(n — k) + x(n) (P3.24-1) 
k- 


Vogliamo determinare, usando una DFT su N punti, N valori della risposta in 
frequenza del sistema H(e') equispaziati sul circolo unitario, cioè per w, = 
=(2r/N)k, k = 0, 1,..., N —1. Una possibilità consiste nel generare la risposta 
all'impulso ed applicare i risultati del probl. 23. Per la classe di sistemi caratte- 
rizzati dalla relazione (P3.24-1), esiste però un metodo più semplice. 

(a) Assumendo che sia p < N, mostrare come si possono calcolare gli N valori 
richiesti di H(e'*) dai coefficienti dell'equazione alle differenze (P3.24-1) 
usando una sola DFT su N punti e qualche semplice calcolo aritmetico. 

(b) E possibile generalizzare questo risultato alla classe di sistemi caratterizzati 
da equazioni alle differenze della forma 


yn) = Zoo - k) + Z pala - kK)? 


» Si consideri una sequenza x(n) di durata finita N tale che x(n) = 0 per n < 0 e 


per n> N —-1. Vogliamo calcolare i valori della sua trasformata z, X(z), in M 
pati equispaziati sul circolo unitario, Uno dei campioni deve cadere in 2 = 1, 
I numero di valori M è minore della durata della sequenza N, ciod M « N, 
Determinare e giustificate un procedimento per ottenere gli M valori di X(z) 
dica nda una sola volta la DFT su M punti di una sequenza di M punti ricavata 
a x(n). 


» Si considerino due sequenze di durata finita x(n) e y(n), entrambe nulle per 


MN<0e con 


x(n) = 0, n>8 
y(n) =0,  n>20 


Le DFT su 20 punti di ciascuna di tali sequenze vengono moltiplicate tra loro 
e si calcola poi la DFT inversa. Sia r(n) la DFT inversa. Specificare quali punti 
in r(n) corrispondono a punti che si sarebbero ottenuti da una convoluzione 
lineare di x(n) e y(n). 


Vogliamo filtrare una sequenza molto lunga di dati con un filtro FIR la cui 
risposta all'impulso ha durata 50. Desideriamo realizzare tale filtro con una FFT 
usando la tecnica di sovrapposizione ed estrazione. Per far ciò: (1) le sezioni di 
ingresso devono essere sovrapposte di V campioni, e (2) dall'uscita corrispondente 
a ciascuna segione dobbiamo estrarre M campioni in modo tale che, quando tali 
campioni di ogni sezione sono giuntati assieme, la sequenza risultante sia l'uscita 
del filtro desiderata. Si assuma che i segmenti di ingresso siano costituiti da 100 
campioni e che la dimensione della DFT sia di 128 (= 2°) punti. Si assuma 
inoltre che gli indici della sequenza di uscita dalla convoluzione circolare vadano 
da 0 a 127. 

(a) Determinare V. 

(b) Determinare M, 


(c) Determinare l'indice dell'inizio e della fine degli M punti estratti; cioè, deter- 
minare quali dei 128 punti della convoluzione circolare vanno estratti per 
essere aggiunti al risultato della sezione precedente. 


. È stata proposta (J. L. Vernet, « Real Signals Fast Fourier Transform: Storage 


Capacity and Step Number Reduction by Means of an Odd Discrete Fourier 
Transform », Proc. IEEE, Oct. 1971, pp. 1531-1532) una trasformata di Fourier 
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29. 


discreta modificata (MDFT) che calcola campioni della trasformata z sul circolo 
unitario' în posizione diversa da quelli calcolati con la DFT. In particolare, se 
Xu(k) indica la MDFT di x(n), 


Ku(k) = X(2)|amg27R/N4#/NI, — Kw 0,1,2,..,N-1 


Si assuma N pari, 


(a) La MDFT su N punti di una sequenza x(n) corrisponde alla DFT su N punti 
di una sequenza xw(n) che si costruisce facilmente a partire da x(n). Determi- 
nare xw(n) in termini di x(n). 

(b) Se x(n) è reale, i punti della DFT non sono tutti indipendenti fra loro, 

poiché la DFT è coniugata simmetrica, cioè X(K) = X*((— 4)y9y(k). 

Analogamente, se x(n) è reale, i punti della MDFT non sono tutti indipen- 

ii fra loro. Determinare, per x(n) reale, la relazione tra i punti di 

Xu(k). 

(1) Sia R(K) = Xu(2K), cioè R(K) contiene i punti con indice pari di Xu(K). 
Dalla risposta alla parte (b), mostrare che Xy(k) può essere ricostruita 
a partire da R(k). 

(2) R(k) può essere considerata come la MDFT su N/2 punti di una sequenza 
r(n) di N/2 punti. Determinare una semplice espressione che leghi 
r(n) direttamente a x(n). 

Secondo quanto riportato nelle parti (b) e (c), la MDFT su N punti di una 

sequenza reale x(n) può essere calcolata formando r(n) da x(n) e quindi cal- 

colando la MDFT su N/2 punti di r(n). Le due parti seguenti hanno lo scopo 

# mostrare che la MDFT può essere usata per realizzare una convoluzione 

ineare. 

Si considerino tre sequenze, x(n), x:(n) e x(n), tutte di durata N. Siano 

Xim(k), Xim(k) e Xw(K), rispettivamente, le MDFT delle tre sequenze. Se 


Xam(K) = X1m(K)Xaw(Kk) 


(c 


_ 


(d 


_ 


esprimere x(n) in termini di x(n) e x:(n). L'espressione deve avere la forma 
di una singola sommatoria su una «combinazione » di x(n) e x:(n), allo 
stesso modo di (ma non identica a) una convoluzione circolare. 

(e) Si può chiamare il risultato della parte (d) una convoluzione circolare modi 
ficata, Se le sequenze x(n) e x:(n) sono entrambe nulle per n > N/2, mostrare 
che la convoluzione circolare modificata di x(n) e x:(n) è identica alla con- 
voluzione lineare di x;(n) c x(n). 


Vogliamo realizzare un filtro numerico passa-basso sezionando l'ingresso, calco- 
lando la DFT di ogni sezione, moltiplicando per la DFT della risposta all'impulso 
del filtro, calcolando la DFT inversa, e mettendo assieme le sezioni. Il numero di 
valori non nulli nella risposta all’ impulso è Me la durata di una sezione di in- 
gresso è N+M 1. 

Sono stati proposti due metodi per ottenere la DFT H(k), su (N -+M -1) 
punti, che rappresenta il filtro. In entrambi i metodi si inizia considerando una 
DFT su M punti Hy(k), data da 


I 0<k% < M[4 
Hy(k)={1, 3M/4 <k<M-1 
0, altrove 


Si assuma che M sia divisibile per 4. La DFT inversa su M punti di Hy(k) è 


. Indicata con Ay(n), 


Metodo A: H(k) è la DFT su (N +M=1) punti di hi(n) definita da 


= (ml), Ogn<M-1 
ha(n) lo M<=l<n<N4M=2 
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Metodo B: H(k) è la DFT su (N+M— 1) punti di hy(n) definita da 


hu), O0<n<M/2-1 (si assumaM pari) 
hg(n) = (hyn-N+1), N+M/2-1<sn<N+M-2 
0, altrove 


(a) Disegnare Ay(n) e As(n). L'ingresso è sezionato sovrapponendo M —1 punti 
come è mostrato in fig. P3.29. 


Ingresso 


Sezione L 


M-1 
+ N+M-1-_| 
n Sezione L +1 
M-1| Sezione L +2 
+ N+M-1 »| 
MISINSRS INR 0 | GORE "He 
Fig. P3.29 
Per collegare nuovamente insieme le sezioni filtrate, si possono usare due 
metodi. 
Metodo 1: Le sezioni filtrate sono messe assieme giuntando solo gli ultimi N 
punti. 


Metodo 2: Le sezioni filtrate sono messe assieme eliminando gli ultimi M/2 
e i primi (M/2) — 1 punti e giuntando i rimanenti N punti. 

(b) Con ciascuno dei due metodi per riunire le sezioni si hanno due possibilità 
per ottenere H(k). Siano A-1, A-2, B-1 e B-2 le quattro possibili scelte. Daranno 
tutte e quattro come risultato un filtro lineare tempo-invariante? Giustificare 
la risposta. 

(c) Per ciascuna scelta che dà come risultato un filtro lineare tempo-invariante, 
determinare e disegnare la risposta all'impulso. Quale di questi è il « miglior » 
filtro passa-basso? 


30. Sorge spesso il problema in cui un segnale x(n) è stato filtrato da un sistema 
lineare tempo-invariante che dà come risultato un segnale distorto y(n) e si desi- 
dera ricostruire il segnale originale. Ciò può essere spesso fatto claborando y(n) 
con un sistema lincare tempo-invariante la cui risposta all'impulso è tale che la 
risposta all'impulso complessiva dei due sistemi in cascata sia un campione uni. 
tario. Questo procedimento è generalmente detto filtraggio inverso. 

Abbiamo visto nel par, 3.8 il procedimento per realizzare un filtro FIR 
usando la DET. Il procedimento comporta, tra l’altro, la moltiplicazione della 
DFT dell'ingresso, X(k) (o di sezioni dell'ingresso), per H(k), la DFT della 
risposta all'impulso del sistema, per ottenere Y(k), la DFT dell'uscita. 


160 


31. 


È diffusa l’idea, sbagliata, che la risposta all'impulso del filtro inverso sia la se- 


quenza hi(n), la dui DFT è 1/H(K). Scopo di questo problema è far vedere perché 
tale idea è errata. 


Si consideri un sistema lineare tempo-invariante con risposta all'impulso 
h(n) data da 


, h(n) = d(n) — 45(n — ng) 


come mostrato in fig. P3.30, Questo sistema è un esempio ideale di un sistema 
che introduce riverberazione, Si assuma che N = 4h. 


h(n) 


Fig. P3.30 


(a) Determinare la DFT su N punti H(K) di (n). 
(b) Si consideri ora la DFT su N punti Hi(k) di una sequenza Ai(n) specificata da 


I 
Hi(k) = "HO k=0,1,...,N-1 


Determinare /(n). |Supgerimento: Se si ha difficoltà nel valutare direttamen 
te la sommatoria della IDFT, esprimere Hi(k) xeome polinomio in Wok e 
osservare che gli /(n) sono i coefficienti di Wir "i 

(c) Disegnare /,(n) determinato in (b). 


(d) Valutando la convoluzione lineare di A(n) e Ain), mostrare che A(m)hi(m 
non è un campione unitario 5(n) e, di conseguenza, /i(n) non è la risposta 
all'impulso del sistema inverso. 

(e) Calcolare e disegnare la convoluzione circolare su N punti di A(n) e fin). 

(f) Determinare la risposta all'impulso /;(n) del sistema inverso per h(n). Ciò 
può essere fatto in vari modi. Uno è notare che, se H(z) e H,(z) indicano le 
trasformate z di fin) e A(n), è H(2) = 1/H(z). La trasformata z inversa di 
H;(z) può poi essere calcolata con una divisione lunga. 

(g) Facendo riferimento al probl. 23 determinare e verificare numericamente la 
relazione tra /n(n) e hi(n). 


Abbiamo visto che i filtri FIR possono essere realizzati usando la DFT. Abbiamo 
anche visto che i filtri IIR possono essere realizzati ritorsivamente. In questo 
problema considereremo la realizzazione di filtri ITR mediante la DFT. 

In particolare, assumiamo che x(n) sia la sequenza di ingresso ad un sistema 
linenre, invariante alla traslazione, stabile e causale, caratterizzato dalla risposta 
all'impulso /(n). Assuminmo che sia x(n) = 0 per n < 0. Indicheremo con y(n) 
la sequenza di uscita (fig. P3,31). 


x(n) | y(n) 


Fig. P3.31 
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Assumeremo inoltre che H(z), la trasformata z di (n), abbia solo poli. Perciò, 
possiamo scrivere 


9 
Ha) = 36 Di sini * i (P3.31-1) 
(2) 14 da il — 22 


dove {z,i= 1,2,...,0} rappresentano i poli del sistema (per ipotesi tutti poli 
semplici) e {A,,i = 1,2,...,Q} rappresentano i residui associati. 


Per prima cosa dobbiamo segmentare x(n), y(n) e 4(m) in sezioni di N punti, 
con N > Q + 1, Nel far questo possiamo definire 


PETTO a mN<n< (m + 1)N 


altrove 


him(n) = [ROD mN<n<(m+ DN 
Ù 0, altrove 
ne, y(h), mN < n < (m 4 1)N 
dani da altrove 


dove m è un intero non negativo che specifica la sezione. In questo problema 
mostreremo che si può scrivere 


Wm(h) > Xm(01) % Hof) + 8(1) + Ymal — N) 
(P3.31-2) 


ml) + wma (1), N<n<(m4+1)N 
Imm) = 0. () li st n " 


dove g(n) è una sequenza di durata < N. 

(a) Assumendo che una tale g(n) possa essere trovata, illustrare le operazioni che 
devono essere eseguite per calcolare yw(n) nella (P3,31-2), usando tecniche 
basate sulla DFT. È sufficiente un semplice diagramma di flusso. 

Per verificare la (P3.31-2), supporremo che esista una g(n) e quindi mo- 
streremo che essa (1) ha durata finita c (2) può essere valutata in base a 
parametri noti. 

(b) Dimostrare che 


3) Ho(z) I 
X(2) 1-zNG(2) D(2) 


dove H,(z) è la trasformata z di f.(n), la prima sezione della risposta all’im- 
pulso. 

Calcolando esplicitamente /,(2) e usando la relazione ricavata in (b), trovare 
G(z) in termini di D(2), {z,}, {A,}, N e Q. Verificare che essa è la trasfor- 
mata 2 di una sequenza di durata Q [Nota: Non è necessario calcolare g(n)]. 
Usando i risultati di questo problema, mostrare che nel caso generale in 
cui è /{(2) = C(2)/D(2), con C(2) e D(2) polinomi in z-', la rete può essere 
realizzata usando la DFT. 

Commento: Le quattro parti di questo problema possono essere tutte svolte 
indipendentemente. 1] significato del risultato ricavato in questo problema è che 
un filtro IIR può essere realizzato per mezzo di convoluzioni circolari e della 
DFT. Se usiamo come termine di paragone il numero di moltiplicazioni richieste 
per realizzare il sistema discreto, allora D(2) dovrebbe essere un polinomio di 
grado 95 (circa), prima che questa tecnica diventi preferibile alla realizzazione 
diretta dell'equazione alle differenze che lega y(n) a x(n). Perciò questo risultato 
è di interesse più teorico che pratico, 


(e 


_ 


(d 


_ 
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32. 


33. 


34. 


35. 


Questo problema è basato su un articolo di B. Gold e K. L. Jordan, «A 
Note on Digital «Filter Synthesis », Proc. IEEE (Letters), Vol. 56, Oct. 1968, 
pp. 1717-1718. 


Le espressioni (3.53) e (3.54) rappresentano due modi alternativi di calcolare una 
DFT bidimensionale usando una DFT monodimensionale. La (3.53) corrisponde 
a trasformare prima ogni colonna di x(m,n) e poi ogni riga del risultato. La 
(3.54) corrisponde a trasformare prima le righe e poi le colonne. Per approfon- 
dire questi due procedimenti alternativi è istruttivo considerare un semplice 
esempio. 

(a) Calcolare la DFT bidimensionale della sequenza 8(m, n — 1) usando la (3.53). 


(b) Ripetere la parte (a) usando la (3,54). 


Mostrare che la DFT bidimensionale di una sequenza di area finita corrisponde 
a campioni della trasformata z bidimensionale. Specificare in particolare la posi. 
zione di questi campioni nello spazio (21, z2). 


Nel probl. 16 è stata verificata la relazione di Parseval per la DFT monodimen- 
sionale. Determinare e verificare la corrispondente relazione per la DFT bidi 
mensionale. 


Esiste un insieme di proprietà di simmetria per la DET bidimensionale che è 
simile a quello del caso monodimensionale ricavato nel par. 3.6.3. Queste pro 
prietà sono ancora basate sulla scomposizione di una sequenza x(m,n) nelle 


sue componenti coniugata simmetrica e coniugata antisimmetrica. Specificamente. 
ricalcando le (3.31) —(3.35), definiamo 


xap(m, n) = H{x{(M) x, (M)y] + x*[((-m)) gr, (MM) } Rag, vl, 2) 
Xop(M, m) = Hx{(GM) ar, (OM) y] — x*[((-M) gp (MR, 1, 1) 


(a) Mostrare che valgono le seguenti proprietà per x(m,n) e la sua DET X(k,D: 


Sequenza DFT 
1. x*mn) X*((-A)) ae, ((-2YI+Rae,e(K, 1) 
2. x*[((M)wA(-M)y]R we lm, n) A*(k, 1) 
e. Xey(m, n) Re [X(K, D] 
4. Xop(m, n) j Im [X(K, D] 
Sa Re[x(m, n)] X.y(k, 1) 
6. jIm [x(m, n)] Xop(k, 1) 


(b) Mostrare che se x(m,n) è reale, allora 
(1) Re [X(K, D] = Re {XT((-4) a (Dy]}Rar,y(&, D. 
(2) LA(K, DI = XTC) gp (CD y]Rar,y(&, D 
(3) Im [Y(k, DI = — Tm (XT((-A)) pes (DPR ar, (f, 1) 


4. USO DEI GRAFI DI FLUSSO E MATRICI 
PER LA RAPPRESENTAZIONE DEI FILTRI NUMERICI 


40 INTRODUZIONE 


Nei capitoli 1 e 2 abbiamo discusso la rappresentazione dci sistemi 
discreti lincari invarianti alla traslazione sia in termini di equazioni alle 
differenze, le quali mettono in relazione le sequenze di ingresso e uscita 
di quei sistemi, che in termini di funzioni di trasferimento che mettono 
invece in relazione le trasformate z delle medesime sequenze. In quei 
capitoli abbiamo dunque trattato soltanto Ja relazione ingresso-uscita dei 
sistemi. Se tuttavia si vuole realizzare un filtro numerico o su calcolatore 
o mediante circuiti « ad hoc » (cioè in « hardware »), occorre esprimere 
la relazione di ingresso-uscita con un algoritmo di calcolo, cioè mediante 
un insieme di operazioni o blocchi elementari. Ia scelta più conveniente 
per questi clementi di base dell'algoritmo è, nel nostro caso, quella delle 
tre operazioni fondamentali di addizione, ritardo c moltiplicazione per 
Una costante. L'algoritmo di calcolo per realizzare il filtro è pertanto defi- 
nito da una struttura o rete consistente in una interconnessione di queste 
Tre operazioni di base. A scopo illustrativo si consideri un sistema con una 
funzione caratteristica della forma: 


M 
5. ber” 
Ha) = —E*, i (4.1) 
1-Yayzz* i 


' equazione alle differenze che lega ingresso e uscita si scrive in modo 


facile e diretto a partire dalla funzione caratteristica ed è data da: 
A cl 
y(M) = Nayy(n — k) A D'byx(n — k) (4.2) 
k=1 k-0 
La (4.2) è interpretabile direttamente come un algoritmo di calcolo nel 


quale i valori ritardati dell'ingresso sono moltiplicati per i cocflicienti Di, 
1 valori ritardati dell'uscita sono molti 
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i prodotti risultanti vengono poi sommati. In alternativa, come vedremo 
in questo capitolo; ‘esiste una infinita varietà di strutture che danno luogo 
alla stessa relazione fra i valori di ingresso x(n) e i valori in uscita y(n). 

Nei prossimi paragrafi descriveremo le strutture dei filtri numerici 
in termini di diagrammi a blocchi, grafi di flusso e matrici. Inoltre pren- 
deremo in considerazione più di una struttura di base. Infatti strutture 
di base che sono equivalenti (per quanto riguarda le relazioni ingresso 
uscita) se i coefficienti e le variabili hanno precisione infinita, possono 
avere caratteristiche molto diverse quando la precisione è limitata. In 
questo capitolo discuteremo gli effetti della rappresentazione con preci- 
sione finita dei coefficienti di un filtro. Gli effetti del troncamento e arro- 
tondamento dei calcoli intermedi saranno invece discussi nel cap. 9. 

Le strutture che noi useremo per le reti di elaborazione numerica* 
rappresentano, in sostanza, il flusso dei segnali nella realizzazione di un 
filtro numerico. A questo scopo abbiamo a disposizione una teoria ormai 
ben collaudata che è quella dei grafi lineari di flusso di segnale. Nell’am 
bito di questa teoria esistono numerose ed utili proprietà che riguardano 
le reti suddette ed una di queste, il teorema di Tellegen, sarà presentata 
e discussa nel par. 4.6. 


4.1 RAPPRESENTAZIONE DELLE RETI NUMERICHE MEDIANTE GRAFI DI 
FLUSSO DI SEGNALE 


La realizzazione di un filtro numerico richiede che siano disponibili 
valori passati dell’uscita, dell'ingresso ed eventualmente di sequenze inter- 
medie. Ciò implica la necessità di ritardare o memorizzare questi valori 
passati. Inoltre occorrono dispositivi per moltiplicare i campioni ritardati 
per i coefficienti, e dispositivi per sommare fra loro i prodotti risultanti. !! 
filtro può pertanto essere realizzato o usando i registri di memoria e le 
unità aritmetica e di controllo di un calcolatore « general-purpose », 0 
progettando speciali circuiti che eseguano i calcoli richiesti. Nel primo caso 
la struttura del filtro può essere pensata come la specificazione di un algo- 
ritmo di calcolo, da cui si deriva un programma di calcolo (soluzione « soft- 
ware »). Nell'altro caso è spesso conveniente pensare alla struttura del 
filtro come qualcosa che specifica una particolare configurazione circuitale 
(soluzione « hardware »). 

Corrispondentemente alle operazioni base richieste per realizzare un 
filtro numerico, gli elementi base necessari per rappresentare graficamente 


* Nel seguito verranno usate con lo stesso significato sia l'espressione « rete di 
elaborazione numerica » che l’espressione « rete numerica » (n.d.t.). 
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xoln) 
x(n) x(n) + x(n) 
(a) 
a 
patina dini 
x(n) ox(n) 
(b) 
x(n) | I x(n=1) 
(c) 


Fig. 4.1 Simboli di diagrammi a blocchi per una rete di elaborazione numerica: (a) somma 
di due sequenze; (b) moltiplicazione di una sequenza per una costante; (c) ritardo 
unitario. 


un'equazione alle differenze sono un sommatore, un ritardatore ed un 
moltiplicatore per una costante. Simboli comunemente usati sono quelli 
Mostrati in fig. 4.1. Specificamente la fig. 4.1 (a) rappresenta un dispositivo 
per sommare una all'altra due sequenze, la fig. 4.1 (b) rappresenta un dispo- 
sitivo per moltiplicare una sequenza per una costante, e la fig. 4.1 (c) 
Sappresenta un dispositivo per memorizzare il valore precedente di una 
Sequenza, La rappresentazione usata per l'elemento ritardatore di un sin- 
o campione deriva dal fatto che la trasformata z di x (n — 1) è sem- 
Plicemente 2°! volte la trasformata z di x (n). 
Come esempio di r rappresentazione di un'equazione alle differenze 


per. mezzo di questi clementi, si consideri l'equazione del secondo ordine. 


y(n) = ap(n — 1) + agy(n — 2) + bx(m) 


| 
La rete corrispondente a questa equazione è mostrata nella fig, 4,2, In ter- 
mini di un programma per un calcolatore la fig. 4.2 mostra esplicitamente 


y(n) 


Fis. 42 Esempio di una rete di elaborazione numerica. 
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x(n-2) ! 
x(n-M+1) y(n=-N+1) 


x(n- M) y(n= N) 


Fig. 4.3 Rappresentazione con diagramma a blocchi per la più generale equazione slle 
differenze di ordine N. 


che si devono memorizzare le variabili y (1—1) ed y(n—2) ed anche le 
costanti ai, 4 e b. Inoltre si vede che un dato campione in uscita si cal 
cola formando i prodotti a.-y (1-1) e a:-y (1-2), sommandoli insieme € 
poi sommando il risultato al prodotto b x(n). In termini di realizzazione 
circuitale « ad hoc » (« hardware »), la fig. 4.2 indica che occorre prov: 
vedere a dispositivi di memorizzazione di variabili e costanti, nonché 2 
dispositivi di moltiplicazione e addizione. Pertanto diagrammi come quelli 
della fig. 4.2 servono a rafligurare sia la complessità di un algoritmo di 
filtraggio numerico sia la quantità di « hardware » richiesta per realizzare 
il filtro. 

Come ulteriore esempio mostriamo in fig. 4.3 una rappresentazione 
con diagramma a blocchi della più generale equazione alle differenze (4.2). 
La rete di fig. 4.3 è una esplicita rappresentazione grafica di questa equa: 
zione alle differenze. Tuttavia essa può essere modificata o ricomposta in 
molti modi diversi senza che cambi la funzione di trasferimento comples 
siva. Queste diverse disposizioni corrispondono a diverse strutture pe' 
la realizzazione del filtro. 

Nel discutere le diverse strutture dei filtri è conveniente usare la 
simbologia dei grafi lineari di flusso di segnale piuttosto che i diagrammi 
a blocchi. Un grafo lineare di flusso di segnale è essenzialmente equivalente 
a una rappresentazione con diagramma a blocchi a meno di pochissim© 
differenze di notazione, La notazione che noi useremo sarà presentata ne! 
prosieguo di questo paragrafo, mentre nel par, 4,2 discuteremo l'equivi 
lenza tra le rappresentazioni dei filtri numerici mediante grafi di flusso € 
matrici. 
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indica un ramo che ha origine nel nodo j e termina nel nodo %, con 
la direzione da j a & indicata con una freccia sul ramo stesso. Ciò è mo- 
strato nella fig. 4.4. Ogni ramo ha un segnale di ingresso e un segnale di 
uscita. Il segnale di ingresso dal nodo j al ramo (jk) è il valore del nodo 
», e il segnale di uscita dal ramo jk al nodo K è indicato con v,,. La dipen- 
denza dell'uscita di un ramo dall'ingresso è indicata con 


in = fil,] (4.3) 


dove fix [ ] è l'operatore che trasforma l'ingresso nell'uscita di un ramo, 


Fg. 4.4 Esempio di nodi e rami in un grafo di flusso di segnale. 


Per rappresentare l'immissione nel grafo di ingressi o sorgenti esterne 
Usiamo i nodi sorgente. Un nodo sorgente non ha rami entranti, È general- 
Mente conveniente numerare i nodi sorgente separatamente dai nodi di 
rete. Il valore di nodo al nodo sorgente j sarà indicato con x; e l'uscita di un 
famo che connette il nodo sorgente j al nodo di rete K sarà indicata con sj. 
Un esempio di nodo sorgente è raffigurato in fig. 4.5. 


Come gli ingressi in un grafo possono essere rappresentati mediante 
nodi sorgente, così è spesso conveniente rappresentare le uscite da un 
grafo mediante i modi destinazione, cioè nodi che hanno soltanto rami 
entranti. Un nodo destinazione è raffigurato in fig. 4.6. Il valore nel nodo 
destinazione & sarà indicato con yx e l'uscita di un ramo che connette il 
nodo di rete j al nodo destinazione K sarà indicato con rj. 


Per definizione, il valore del nodo ad ogni nodo è dato dalla somma 
delle uscite di tutti i rami che entrano in quel nodo. Talora è conveniente, 
dal punto di vista delle notazioni, assumere che per ogni coppia di nodi 
di rete esistano rami in ciascuna direzione e che ogni nodo sorgente sia 
connesso ad ogni nodo di rete, benché chiaramente alenne delle uscite del 
fami possano essere nulle. Con questa notazione e assumendo che si ab- 

iano N nodi di rete, numerati da 1 ad N, M nodi sorgente numerati da 
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1 ad Me P nodi destinazione numerati da 1 a P, l’insieme delle equa- 
zioni rappresentate dal grafo è 


N M 
Wi = a Vir + x S/% k = 1, às <+0) N (4.4) 
* (nodi di (nodi 
rete) sorgente) 
*” P 
Paso Zi) den 1) pvt yiP: pier ih alare (4.40) 
(nodi di Ù, ; 
rete) 


Per vedere un esempio di come questi concetti di grafi di flusso pos- 
sono essere applicati alla rappresentazione delle equazioni alle differenze, 
consideriamo il diagramma a blocchi del filtro numerico del primo ordine 
di fig. 4.7 (a). Un grafo di flusso di segnale corrispondente a questa rete è 


Nodo 
sorgente j 


% 


Nodo K 


Fig. 4.5 Rappresantazione di un nodo sorgente. 


Nodo destinazione 


Y 
Nodo j 


Fig. 4.6 Rappresentazione di un nodo destinazione. 


mostrato in fig. 4.7 (b). In questo caso le variabili di ramo sono sequenze. 
C'è un unico nodo sorgente connesso al nodo 1 ed un unico nodo destina: 
zione connesso al nodo 3. Scrivendo le equazioni (4.4) per questo grafo 
otteniamo 


wi(n) = su(n) + va) 
Wwa(n) = baa(1) 
Wal) = vas(1) +04) 
wi(n) = van) 


JN) = mn) 
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Dalla fig. 4.7 (b) notiamo che le uscite dei rami sono 


Su(n) = x(n) ) 

Dia(1) = fi(W) = wi) 

Vss(n) = fos(w) = ws(M) 

Vaa(n) = fus(wa) = bw(n) 

vai(n) = Su(W4) = awi(n) 

Vog(N) = fora(W,) = W(N— 1) (ritardo) 

yn) = ws) 
Queste equazioni possono essere risolte per y(n) in termini di x(n), dando 
luogo alla singola equazione alle differenze del primo ordine 

vm) = cy(n — 1) + x(n) + bx(n — 1) 


Osserviamo che in questo caso tutti i rami eccetto uno (il ramo 2,4) pos- 
sono essere rappresentati mediante il coefficiente di trasmissione del ramo; 
ovvero il segnale di uscita è semplicemente l'ingresso moltiplicato per 
una costante, Il ramo (2,4) è invece rappresentato da un operatore di 
ritardo, In effetti, in generale, fix [ ] sta a indicare un operatore che tra- 
sforma una sequenza di ingresso in un ramo in una sequenza di uscita. 
Nel caso dei sistemi lineari tempo-invarianti e a tempo discreto caratteriz- 
zati da equazioni alle differenze, il grafo di flusso di segnale può anche 


Nodo Nodo de- 
sorgente 1 1 2 3 stinazione 1 
O 


Ramo 
ritardo 


Fig. 4.7 (a) Rappresentazione con diagramma a blocchi di un filtro numerico del primo 
ordine; (b) struttura del grafo di flusso di segnale corrispondente al diagramma 
a blocchi in (a). 
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rappresentare relazioni fra trasformate z. In questo caso ogni ramo è ca- 
ratterizzabile con fa sua funzione di trasferimento, cioè con un coefficiente 
di trasmissione che è funzione di z. Pertanto 


Vig(2) = F(2)W(@) (4.5) 
x 

Per tali grafi il coefficiente di trasmissione di ogni ramo verrà scritto in 
prossimità della freccia che indica la direzione del ramo. Per convenienza 
si assumerà che un ramo senza esplicita indicazione del coefficiente di 
trasmissione abbia tale coefficiente pari ad uno. Inoltre è talora conveniente 
indicare le variabili di nodo come sequenze invece che come trasformate z, 
nel qual caso è inteso che coefficienti di trasmissione pari a 2°! implicano 
un ritardo unitario della sequenza di ingresso. Il grafo dell’esempio prece- 
dente è mostrato ancora nella fig. 4.8 nella forma che sarà usata d'ora 
in poi. 

Il confronto della fig. 4.7(a) con la fig. 4.8 mostra che esiste una 
diretta corrispondenza fra i rami nella rete (diagramma a blocchi) e i rami 
nel grafo di flusso. Infatti, la sola differenza importante tra i due casi è 
che i nodi nel grafo di flusso corrispondono nella rete sia a punti di sem- 
plice connessione che a sommatori. Per esempio, i nodi 1 e 3 corrispon- 
dono a sommatori e i nodi 2 e 4 corrispondono a punti di connessione 
nella rete originale. I grafi di flusso di segnale servono a fornire una raffi- 


Nodo Nodo de- 
sorgente 1 1 2 3 stinazione 1 


Fig. 4.8 Grato di flusso di segnale della fig. 4.7(b) con indicati | coefficienti di trasmissione 
dei rami. 


gurazione dei sistemi a tempo discreto ed hanno l'ulteriore vantaggio di 
consentire manipolazioni grafiche che alutano a comprendere il funziona: 
mento della rete. 

Nei casi in cui tutti i rami in un grafo di flusso possono essere rappre- 
sentati con coefficienti di trasmissione, le equazioni rappresentative del 
grafo costituiscono un insieme lineare di equazioni, e le manipolazioni del 
grafo corrispondono a manipolazioni di questo insieme di equazioni. Per- 
tanto una descrizione alternativa di un grafo lineare di flusso è proprio in 
termini di questo insieme di equazioni, corrispondente a una rappresenta 
zione matriciale, come vedremo nel prossimo paragrafo. 
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4.2 RAPPRESENTAZIONE MATRICIALE DELLE RETI NUMERICHE 


È 


Le equazioni (4.4) rappresentate con un grafo di flusso di segnale ed 
espresse in termini di trasformate z diventano 


N M 

W.(2) = X Vi(2) + D Sult), ks 1,2, 00 N (4.62) 
Pres fi 

Y,(z) o 3 Ra) k=1,2,...,P (4.6b) 
fa 


Nel caso in cui il grafo rappresenta un sistema lineare invariante alla 
traslazione ogni ramo può essere rappresentato mediante un coefficiente di 
trasmissione. Sarà conveniente, in generale, assumere che i rami dai nodi 
sorgente ai nodi di rete e da questi ai nodi destinazione abbiano un coef- 
ficiente di trasmissione costante, indipendente cioè da z. Questa ipotesi 
non comporta perdita di generalità in quanto, se necessario, si può sem- 
pre inserire, in connessione diretta con un nodo sorgente, un nodo di rete 
che abbia rami, verso altri nodi, con coefficienti di trasmissione non co- 
stanti. Un procedimento simile può essere usato, se necessario, per i nodi 
destinazione. Pertanto 


Vy(2) = Fu(7)W;(2), (4.7) 
: Sjx(2) = ba X;(2) (4.8) 
Rix(2) = cyW;(2) (4.9) 


Sostituendo le espressioni (4.7) + (4.9) nelle (4.6) otteniamo l'insieme 
di equazioni lincari algebriche 


N M 

W,(2) =D Fi(2)W(2) + 2. bu (2) (4.101) 
=l jo 
r 

Y,(2) = YeuW,(2) (4.10b) 
1 


Queste equazioni possono essere scritte in modo compatto nella forma 
Matriciale come 


W(2) = F')W(2) + B'X(2) (4.112) 
Y() = C'W(2) (4.11b) 


dove W(2) è un vettore colonna di valori Wy(2), k = 1,2,..,N; X(z) è un 
vettore colonna di valori X;(z), j = 1,2,...,M, e Y(z) è un vettore colonna 
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di valori Y;(2), j = 1,2,...P. La matrice F'(z) è la trasposta della matrice 
N x N F(z) data da 


F(2) = {Fy(2)} (4.12) 


Per rami che non esistano nel grafo di flusso, o che, equivalentemente, ab- 
biano coefficiente di trasmissione zero, il cotrispondente valore Fx;(z) nella 
matrice è zero. B' è la trasposta N Xx M della matrice 


B= {by} (4.13) 


e C' è la trasposta P_x N della matrice C = {cx;}. La trasposizione delle 
matrici, indicata con f, si rende necessaria nelle eq. (4.11) per ragioni di 
compatibilità tra le convenzioni adottate per gli indici nei grafi di flusso € 
nelle matrici. 


L'eq. (4.11 a) può essere risolta rispetto a W(z) con una inversione 
di matrice dando luogo a 


W() = [I — F‘(2)}-!B!X(2) 
- TAXA) ab 
dove 


T') = I FAB! = (T,(2)) (4.14) 


T(z) è chiamata la matrice funzione di trasferimento del sistema. Come 
conseguenza della (4.14) il segnale al k.mo nodo, Wx(z), si può esprimere 
come 


M 
Wi) = Tux (2) (4.15) 


cioè ogni varinbile di nodo sì può esprimere come combinazione lineare 
dei valori dei nodi sorgente, Se soltanto un nodo sorgente (il nodo sor- 
gente a) è diverso da zero, con valore X.(z), e se esiste un unico nodo 
destinazione con valore Y(z), tale che Y(z) = C' W(2), allora l’uscita Y(2) 
è data da 


Y(2) = C‘W(2) = C'T'X.(2) ; (4.16) 
per cui il sistema è caratterizzato dalla funzione di trasferimento 


H(2) = C'T' (4.17) 

Nel caso in cui la funzione caratteristica di ciascun ramo è al più del 
primo ordine, vale a dire è una costante moltiplicativa oppure una costante 
moltiplicativa associata a un ritardo unitario, allora gli elementi della 
matrice F'(z) nell’eq. (4.11 a) sono 0 una cosìante o una costante per 2". 
f: conveniente separare gli elementi della matrice che non sono associati 
a un ritardo da quelli che lo sono, così che F'(z) può esprimersi come 


F'‘(2) = F! + 2/F| (4.18) 


173 


dove F'. ed F‘4 sono matrici N Xx N. L'equazione matriciale (4.11 a) si 
può quindi scrivere 


W(2) = FÎW(z) + 2°*F{W(z) + B'X(z) (4.19) 
Analogamente l’espressione di T‘(z) diventa 
T‘(2) = 1 — Fi — 2F{]!B! (4.20) 


dove I è la matrice identità. Poiché FF‘, e F'4 sono costanti, ovvero indi- 
pendenti da z, la trasformata z inversa della (4,19) è data da 


w(n) = Fiw(n) + Fiw(n — 1) + B'x(n) (4.212) 
Inoltre, la (4.11b) implica che 


y(n) = C'w(n) (4.21b) 


Ovviamente le espressioni (4.21) possono essere scritte direttamente a par- 
tite dal grafo di flusso, o, viceversa, è possibile disegnare il grafo di 
flusso direttamente a partire da tali espressioni. 


Esempio. A titolo di esempio, si consideri il sistema del primo ordine di fig. 4.9. 
L'insieme di equazioni rappresentato implicitamente da tale grafo è 


w.(®] To 0 0 a;]fw.(M7] To 0 0 Ofw@-D] (I 
0000 — i 0 
Wo(n) x 1000 |]||w(n à Wwo(n ) É [x0)] 
wa(n) 0 b 0 bi||ws 0 00 0||w(n-1) (0) 
wi(n) 00 00][w( 0 1 00]j[w(-1) 0 
wy(n) 
Ws(n) 
y(n) = [0 0 1 0) = wa(n) (4.22) 
Wa(n 
wa(n) 
Wa wa Do Ws 
x(n) y(n) 
0 bi 
Wa 


Fig. 4.9 Grato di flusso di segnale per un sistema del primo ordine; le equazioni corri- 
spondenti sono date dalle (4.22). 
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U 


Fig. 4.10 Grafo di flusso di fig. 4.9 con diversa numerazione dei nodi. 


Chiaramente la forma delle matrici F-' e F4' dipende dal modo con cui si ordinano le 
equazioni, oppure, in maniera equivalente, dalla numerazione dei nodi utilizzata. In 
fig. 4.10 abbiamo rappresentato il grafo di fig. 4.9 con le variabili di nodo (indicate 
con u) numerate differentemente, Per questo grafo si ottiene l'insieme di equazioni 


ty (n) 0 00 0» 001 0]fun-1) 0 
Uo(n) a, 00 0||w 0 00 0]jwn- 1) 1 
= + + [x(n] 
ug(n) 0 10 0|f|wh 0 00 0|{uhn-1) 0 
tg(n) br 0 b Ollu@» 0 00 0]jlu4hn-1) 
u,(n) 
ug(n) 
y(m = [0 0 0 1] = uy(n) (4.23) 
ug(n 
ua(n) 


Dall'esame del grafo di flusso di fig. 4.9 o delle eq. (4.22), che sono del 
tutto equivalenti, si vede chiaramente che le variabili di nodo non possono 
essere generate in sequenza, cioè prima w,, poi w», ete.; infatti, ad esempio, 
ws deve essere noto per poter calcolare w;. D'altra parte, lo stesso dia- 
gramma di flusso con la diversa numerazione dei nodi di fig. 4.10 può 
essere calcolato con le variabili di nodo generate in sequenza. 

In alcuni casi non è possibile riordinare i nodi di un grafo in modo 
che le variabili di nodo possano essere generate in sequenza. Un grafo di 
flusso di questo tipo è detto non calcolabile. Un semplice esempio di grafo 
non calcolabile è rappresentato in fig. 4.11, in cui tutti i cocflicienti di 
trasmissione sono costanti. È bene mettere in evidenza che il fatto che il 
grafo di flusso sia non calcolabile mon significa che l'insieme delle equa- 
zioni che rappresentano il grafo non sia risolubile; esso indica soltanto 
che queste non possono essere risolte direttamente per ogni variabile di 
nodo in maniera consecutiva. 

Nelle eq. (4.23), che corrispondono al grafo di flusso di fig. 4.10, si 
può netare che la matrice F'. ha solo zeri sopra la diagonale principale € 
che inoltre tutti gli elementi della diagonale principale sono nulli; ciò 
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non si verifica nelle (4.22), che corrispondono al grafo di flusso di fig. 4.9. 
Come si vedrà nel probl. 3 di questo capitolo, condizione necessaria e 
sufficiente per la calcolabilità di un grafo di flusso è che i nodi possano 


1 2 3 
me DI) 


Fig. 4.11 Esempio di grafo non calcolabile. 


essere numerati in modo che la matrice 1F‘ abbia tutti zeri al di sopra 
della diagonale principale e che gli elementi di questa siano tutti nulli. 
Si può anche dimostrare [3] che una condizione necessaria e sufficiente 
per la calcolabilità di un grafo di flusso, equivalente alla precedente, è 
che non ci siano maglie del grafo prive di rami con ritardo, Nel grafo 
di fig. 4.11, ad esempio, c'è una maglia priva di rami con ritardo, e di 
conseguenza il grafo non è calcolabile. 

L'insieme delle (4.23) può essere ottenuto dalle (4.22) permutando le 
variabili di nodo; in notazione matriciale ciò può essere ottenuto per 


mezzo di una trasformazione lincare del vettore w(n) nel vettore u(n), 
cioò 


u(n) — Pw(n) (4.24) 


dove P_è una matrice costante N Xx N non singolare. Nell'esempio prece- 
dente P vale 


0 01 

Pe ul (4.25) 
0 I 00 
O 10 


La permutazione delle variabili è un esempio semplice di un principio 
più generale che può essere messo in evidenza con la rappresentazione 
matriciale. In generale, se P è una qualsiasi matrice non singolare, si può 
scrivere 


w(n) = Pu(n) (4.26) 
© sostituendo questa espressione nelle eq. (4.21) si ottiene 
u(n) = PF!P'u(n) + PFP'u(n — 1) + PB'x(n) 


y(n) = C'P_'uln) 


Le eq. (4.27) hanno la stessa forma delle (4.21), ma corrispondono ad 
un diverso grafo di flusso o rappresentazione di rete; perciò è possibile 


(4.27) 
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una varietà di realizzazioni di rete per una stessa funzione di trasferimento. 
Questo fatto importante sarà fondamentale nei par. 4.3 e 4.4. 

Nelle eq. (4.21) i valori attuali delle variabili di nodo sono espressi 
in funzione dei loro valori passati e presenti, cioè w(n) è espresso in 
funzione di w(n) e w(n — 1). Talvolta è conveniente trattare rappresen- 
tazioni di rete in cui w(n) è espresso esplicitamente in funzione solo dei 
valori precedenti delle variabili di nodo e dei valori correnti dell’ingresso. 
Ciò corrisponde al caso in cui la matrice IF‘. di (4.21) è uguale a zero. Con 
le equazioni di rete espresse in questa forma si può calcolare il valore del 
vettore di nodo w(m;) in ogni istante n; dato il valore del vettore w(no) ad 
un certo istante mo e il vettore di ingresso s(n) per no S n £ ni (si veda 
il probl. 5 di questo capitolo). Questa rappresentazione è simile a quella 
comunemente detta rappresentazione con le variabili di stato, sebbene nella 
nostra formulazione il numero delle variabili di stato (nodi) sia general 
mente più grande di quello strettamente necessario per rappresentare la 
rete. Una rappresentazione con variabili di stato di questo tipo può essere 
ottenuta da una rappresentazione nella forma delle eq. (4.21). In partico- 
lare, la (4.21 a) può essere scritta come 


[I — F5]w(n) = Fiw(n — 1) + B'x(n) 
Assumendo che la matrice [I — F‘.] sia non singolare, l'equazione prece- 
dente si può risolvere rispetto a w(n), ottenendo 


w(n) = [I — Fi] 'Fimn —1)+[I- Fi] 'B'x(n) 


Se si pone, per definizione, 


D = [I — F{]'B' (4.284) 


A=[I- FF (4.28b) 
si ottiene la rappresentazione matriciale 


w(n) = Aw(n — 1) + Dx(n) (4,29a) 
y(n) = C'w(n) (4.29b) 


Si può dimostrare (y. probl. 4 di questo capitolo) che, se il sistema è cal- 
colabile, allora la matrice [X — F'.] è non singolare. Di conseguenza si 
può trovare una rappresentazione matriciale della forma (4.29) per ogni 
sistema calcolabile. 

La trasformazione delle variabili di nodo secondo la (4.26) corti 
sponde ad una trasformazione del grafo di flusso; vale a dire si modifica 
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la struttura della rete mantenendo invariate le relazioni di ingresso-uscita. 
Siccome ci sono molte trasformazioni del tipo (4.26), ci possono essere 
molte realizzazioni di rete per una stessa funzione di trasferimento. In 
pratica c'è un certo numero di configurazioni di rete che sono le più usate 
comunemente. Nel prossimo paragrafo considereremo alcune delle forme 
più comuni di reti. Sebbene queste reti siano legate l'una all'altra attra- 
verso trasformazioni lineari del tipo della (4.26), ci sembra più utile giun- 
gere a queste forme standard di reti per altra via; per fare questo è utile 
considerare separatamente i sistemi IIR e quelli FIR. 


4.3 LE STRUTTURE DI RETE FONDAMENTALI PER SISTEMI IIR 


Nei duc paragrafi precedenti, in cui si è parlato della rappresenta- 
zione dei sistemi lincari a tempo discreto invarianti alla traslazione sotto 
forma di reti, è stato messo in chiaro che ad ogni funzione di trasferimento 
razionale corrisponde una molteplicità di configurazioni di rete. Una 
prima considerazione circa la scelta tra queste differenti realizzazioni è 
la complessità di calcolo: vale a dire che le reti con il minimo numero di 
moltiplicatori per una costante e con il minimo numero di rami di ritardo 
sono spesso le preferite, in quanto la moltiplicazione è un'operazione che 
richiede tempo e ogni elemento di ritardo corrisponde all'occupazione di 
un registro di memoria. Di conseguenza, una riduzione nel numero dei 
moltiplicatori significa un aumento della velocità, ed una diminuzione nel 
numero dei ritardi significa una riduzione nell'occupazione di memoria. 
D'altra parte, gli effetti della lunghezza finita dei registri nell’effettiva 
realizzazione « hardware » di filtri numerici dipendono dalla struttura, c 
talvolta è preferibile usare una struttura che non abbia un numero mini- 
mo di moltiplicatori e ritardi, ma che sia meno sensibile agli effetti della 
lunghezza finita dei registri. Per questi motivi è importante analizzare 
aleune delle strutture più comunemente usate; in questo paragrafo analiz- 
reremo i sistemi TIR e nel par. 4.5 si parlerà dei sistemi FIR. 


43.1 Forma diretta 
Si consideri una funzione di trasferimento razionale della forma 


» 
> baz * 


H(z) — sa "ri (4.30) 
i- Zago 
Ke1 


. 
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e sì ricordi che l'ingresso e l'uscita di tale sistema soddisfano l’equazione 
alle differenze finite * 


yn) = Zan = k) i byx(n — k) (4.31) 


LI 


Siccome questa equazione alle differenze può essere scritta direttamente 
in base all’espressione della funzione di trasferimento nella forma (4.30), 
la rete corrispondente alla (4.31) è detta la realizzazione in forma diretta | 
del sistema caratterizzato dalla (4.30). Questa rete è rappresentata in 
fig. 4.12. Disegnando la rete, abbiamo assunto per comodità M=N. Chia- 
ramente, se ciò non avviene, i coefficienti di trasmissione di alcuni rami sa- 
ranno nulli. Bisogna osservare che in fig. 4.12 abbiamo disegnato il grafo 
della rete in modo che ogni nodo abbia al più due ingressi. Questa conven 
zione dà luogo a un numero di nodi maggiore del necessario, ma è cocrente 
col fatto che nelle realizzazioni numeriche, sia « hardware » che « soft- 
ware », la somma di più di due numeri è ottenuta attraverso le somme dei 
numeri a due a due fatte separatamente. 

Poiché l'insieme dei coefficienti bx corrisponde al polinomio al nume- 
ratore e l’insieme dei coefficienti ax corrisponde al polinomio al denomi- 
natore di H(z), possiamo interpretare il filtro di fig. 4.12 come l'insieme 
di due reti poste in cascata, la prima delle quali realizza gli zeri e la 
seconda i poli. Nel caso di sistemi lineari invarianti alla traslazione, la 
relazione ingresso-uscita complessiva della cascata è indipendente dal- 
l'ordine in cui sono disposti i sottosistemi, Questa proprietà suggerisce un 


bo 


x(n-N)Ò Oy(n— N) 


Fig. 4.12 Realizzazione in forma diretta | di una equazione alle differenze finite di ordine N 
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Fia. 4.13 La roto di fig. 4.12, dove l'ordine in cui sono realizzati poli e zeri è Invertito. 


secondo tipo di realizzazione in forma diretta: in particolare, se si realiz- 
zano prima i poli di /7(z), corrispondenti alla parte destra di fig. 4.12, e 
poi gli zeri, si ottiene la rete di fig. 4.13. 

Osserviamo che le due lince di rami con coefficiente di trasmissione 
' hanno lo stesso ingresso, per cui solo una linea è necessaria: di conse- 
gRuenza, la rete di fig. 4.13 può essere ridisegnata come in fig. 4.14. Questa 
configurazione viene spesso indicata come forma diretta II. Notiamo che 
essa ha il minimo numero di rami (M o N, il maggiore dei due) con cocf- 
ficiente di trasmissione 2 *, cioè per questa realizzazione della funzione di 


bo 


Fig. 4.14 La rete di fig. 4.13 in cui le due linee di ritardi sono fuse in un'unica linea. 
Il tipo di rete che ne risulta è indicata come forma diretta Il ed ha il minimo 
Numero ponsibile di ritardi. 
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Fig. 4.15 Esempio di struttura diversa da quella di fig. 4.14, ma che pure ha il numero 
minimo di ritardi, 


trasferimento H(z) espressa dalla (4.30) è richiesto il numero minimo di 
' registri di ritardo. 


Si può ottenere un altro esempio di struttura avente il minimo numero 
di ritardi scrivendo la funzione di trasferimento nella forma 
bsa, + by)" 
H(2) = bo + se " È 0 (4.32) 
rd -Sar* 
kl 


Il grafo di flusso corrispondente è indicato in fig. 4.15. Ci sono molte 
forme significativamente diverse che hanno questo stesso numero minimo 
di ritardi; tali forme sono spesso denominate reti in forma canonica. 


4.3.2 Forma in cascata 


Le strutture di rete in forma diretta sono state ottenute direttamente 
dalla funzione di trasferimento /7(z) scritta nella forma (4,30). Se scom 
poniamo in fattori i polinomi a numeratore e a denominatore, possiamo 
scrivere H(z) come 


Mi Ma 
Il (1- gx) Il (1 hyz(1 — htz!) 
Ha)= af _______ — mm 43) 


Ri — 2) Ho — de! — diz!) 


“primo ordine rappresentano zeri reali i in gx e poli reali in cx, e i fattori del 
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secondo ordine rappresentano zeri complessi coniugati in fx e /x* e poli 
complessi coniugati in dx e dx*. Ciò rappresenta la distribuzione di poli 
e zeri più generale nel caso in cui tutti i coefficienti ax e bx uclla (4.30) 
sinno reali. La formula (4.33) suggerisce un insicme di strutture consi- 
stenti nella cascata di sottosistemi del primo e secondo ordine. Chiara- 
mente c'è una notevole libertà nella scelta della composizione dei sotto» 
sistemi e dell'ordine in cui essi sono disposti. In pratica, tuttavia, è impor- 
tante costruire la forma in cascata con il minimo uso di memoria, ed inol- 
tre le realizzazioni « hardware » sono spesso basate sull'uso ripetitivo di 
un'unica sezione del secondo ordine (« time sharing » o « multiplexing »). 
Per questi motivi è conveniente pensare in generale in termini di una 
forma in cascata basata sull’espressione 


((N+10/2) { | R.73. 2 
H(2) = A II A Praz" + Poz” (4.34) 
k 


i 1— 0x2 — caz 


dove [(N + 1)/2] indica il più grande numero intero contenuto in 
(N + 1)/2. In questo caso abbiamo assunto che sia M < N; scrivendo 
H(z) in questa forma si è anche assunto che i poli e zeri reali siano stati 
raggruppati in coppie. Se ci fosse un numero dispari di zeri reali, uno dei 
coefficienti 2 sarebbe nullo; analogamente, se ci fosse un numero dispari 
di poli reali, uno dei coefficienti ax sarebbe nullo. La precedente analisi 
delle strutture in forma diretta rende chiaro clie si possono costruire forme 
In cascata con minima occupazione di memoria utilizzando per ogni sotto- 
sistema del secondo ordine una realizzazione in forma diretta II. In fig. 
4.16 è rappresentata una realizzazione in cascata di un sistema del sesto 
ordine per mezzo di sottosistemi del secondo ordine in forma diretta II. 


Fig. 4.16 Struttura In cascata con realizzazione del sottosistemi in forma diretta Il. 


Come è stato messo in evidenza, c'è una notevole flessibilità nel 
modo in cui i poli e gli zeri possono essere accoppiati e nell’ordine in cui 
i sottosistemi del secondo ordine risultanti possono essere messi in cascata. 
Sebbene tali accoppiamenti ed ordinamenti siano equivalenti nel caso di 
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aritmetica con precisione illimitata, essi possono tuttavia differire consi- 


derevolmente in pratica, a causa degli effetti della lunghezza finita di 
parola. 


4,3.3 Forma in parallelo 
In alternativa alla scomposizione in fattori dei polinomi numeratore e 


denominatore, possiamo esprimere H(z) con un ‘espansione in fratti sem- 
plici della forma 


No A 30, B,(1— exz°) MN 
Ha) EL LAI LL aa e 
= gita dei det a 499 


Se i cocflicienti ax c by nella (4.30) sono reali, allora le quantità Ax, B, 
Cx, cx ed ex saranno tutte reali. Nel caso che sia M < N, il termine 
a” Cxz* non comparirà nella (4.35). 

L'espressione (4.35) può essere interpretata come una combinazione 
in parallelo di sistemi del primo e secondo ordine, oppure possiamo rag: 
gruppare i poli reali a coppie in modo da poter scrivere /7(2) nella forma 


M-N [(N+1)/2] Pazia 
Me)= FG 4 y — ate (4.36) 
0 k=1 1 — otgZ7 — GgyZ 


Un esempio tipico di realizzazione in forma parallela con M = N è ripor 
tato in fig. 4.17. 

Le strutture di rete qui analizzate rappresentano le strutture fonda: 
mentali che si incontrano comunemente; ce ne sono però molte altre, che 
corrispondono alla molteplicità di modi in cui si possono manipolare le 
equazioni della rete o i polinomi numeratore e denominatore della fun 
zione di trasferimento. Alcuni esempi possono essere visti in [4-8]. 


4,4 FORME TRASPOSTE 


La teoria dei grafi di flusso lineari consente di trasformare in vario 
modo i grafi dj flusso di segnale, pur lasciando invariata la relazione tra 
ingresso e uscifà. Una di queste trasformazioni, detta inversione del grafo 
di flusso 0 trasposizione, genera un insieme di forme trasposte per i filtri. 
In particolare, la trasposizione di un grafo di flusso è ottenuta invertendo 
la direzione di tutti i rami della rete; per sistemi ad un ingresso ed un'uscita, 
il grafo risultante ha la stessa funzione di trasferimento del grafo originale, 
con l’ingresso e l’uscita scambiati. Questo teorema è una diretta conse 
guenza della formula del guadagno di Mason per i grafi di flusso di 
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x(n) 


Fa. 4.17 Renlizzazione In forma parallela con i poli reall e complesai riuniti in coppie. 


bm_1 ON-1 


INI 


Fig. 4.18 Trasposizione della rete in forma diretta | di fig, 4.12. 


Fig. 4.19 La rete di fig. 4.18 ridisegnata in conformità alla convenzione che vuole l'ingresso 
sulla sinistra e l'uscita a destra. ll risultato è la forma diretta | trasposta. 


segnale [1], e si vedrà anche come esso derivi da un teorema fondamentale 
delle reti che sarà dimostrato in un successivo paragrafo di questo capitolo. 

L'applicazione di questo teorema alla rete in forma diretta I di 
fig. 4.12 produce il risultato riportato in fig. 4.18, Se si ridisegna questa 
struttura ponendo l’ingresso a sinistra e l’uscita a destra, come è la con- 
venzione normale, si ottiene la rete di fig. 4.19. Analogamente, dalla 
fig. 4.14 si ottiene la forma diretta II trasposta riportata in fig. 4.20. 

Dato il teorema di trasposizione appena enunciato, è chiaro che ogni 
configurazione di rete può essere trasposta per produrre un’altra struttura 
di rete, che conserva lo stesso numero di rami di ritardo e lo stesso numero 
di coefficienti. 


Fig. 4.20 Forma diretta Il trasposta. 
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4.5 LE STRUTTURE DI RETE FONDAMENTALI PER SISTEMI FIR 


La precedente trattazione era orientata verso la realizzazione di 
sistemi aventi risposta all'impulso di durata infinita. Necessariamente, la 
realizzazione di tali sistemi richiede un algoritmo di calcolo ricorsivo; nel 
caso invece di sistemi causali con risposta all'impulso di durata finita, le 
realizzazioni prendono generalmente la forma di algoritmi di calcolo non 
ricorsivi. Per tali sistemi, la funzione di trasferimento ha la forma 


HG) = S hm" (4.37) 


Cioè, se la risposta all'impulso ha una durata di N campioni, allora H(2) 
è un polinomio in z di grado N—1. Perciò H(z) ha N—1 poli in 
z=0 e N--1 zeri che possono essere ovunque nel piano z al finito. Così 
come per i sistemi IIR, anche i sistemi FIR possono essere realizzati in 
numerose forme alternative; in questo paragrafo analizzeremo le più co- 
muni strutture di rete per i sistemi FIR. 


* 


4.5.1 Forma diretta 


La realizzazione in forma diretta deriva direttamente dalla relazione 
che esprime la somma di convoluzione nella forma 
, 


y(n) I h(k)x(n — k) (4.38) 


Un grafo di flusso corrispondente alla (4.38) è riportato in fig. 4.21; si 
può vedere che questa struttura è identica a quella di fig. 4.14 quando 


Flg. 4.21 Realizzazione in forma diretta di un sistema FIR. 


tutti i coefficienti ax sono nulli, Quindi la struttura in forma diretta per i 
sistemi FIR è un caso particolare della struttura in forma diretta per i 
sistemi IIR. 

La rete di fig. 4.21 corrisponde nel modo più diretto all’ordinamento 
delle addizioni e moltiplicazioni richieste dalla (4.38). Chiaramente i cal- 
coli possono essere organizzati in molte altre maniere, e quindi ci sono 
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x(n) x 


Fig. 4.22 Trasposizione della rete di fig. 4.21. 


molte altre strutture di rete teoricamente equivalenti; per esempio, il teo- 
rema di trasposizione introdotto nel paragrafo precedente può essere ap- 
plicato alla fig. 4.21 ottenendo la forma diretta trasposta di fig. 4.22. 


4.5.2 Forma in cascata 


Un'alternativa alla forma diretta si ricava scrivendo //(z) sotto forma 
di prodotto di fattori del secondo ordine, cioè 


[N/2] 


H(z) = II (Box + Bz" > Baz?) (4.39) 
kml 


dove, se N è pari, uno dei coefficienti fx sarà zero, in relazione al fatto 
che se N è pari, H(z) ha un numero dispari di radici reali. La rete corri 
spondente alla (4.39) è riportata in fig. 4.23, dove ogni fattore del secondo 
ordine è stato realizzato nella forma diretta illustrata in fig. 4.21. 


Bor Bo2 Bo{n/2] 


Fig. 4.23 Realizzazione di un sistema FIR nella forma in cascata. 


4.5.3 Reti per sistemi FIR a fase lineare 


In molte applicazioni è conveniente progettare filtri aventi fase linca- 
re. Ad esempio, nel caso di filtri selettivi in frequenza a fase lineare, i 
segnali che cadono interamente all’interno della banda passante saranno 
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riprodotti con un ritardo uguale alla pendenza della curva di fase. Una 
delle più importanti caratteristiche dei sistemi FIR è che essi possono 
essere progettati in modo da avere fase esattamente lineare. La risposta 
all'impulso di un sistema FIR causale con fase lineare ha la proprietà 
seguente 


h(n)=h(N—1- n) (4.40) 


Per vedere che questa condizione implica fase lineare, scriviamo la (4.37) 
come 
(N/2)-1 N-1 


H(z) = Z, h(n)z"" + Y h(n)z"" 


n= N/2 


(N/2)-1 (N/2)-1 
= Y h(mz"+ pai h(N—1— n)z (Not 


ne0 


dove N è assunto pari, Per mezzo della (4.40) possiamo scrivere 


(N/2)-1 
H)= Y hf" + 2-1") (4.41) 
nel) 


Se N è dispari, si può facilmente dimostrare che 


UN-1/2}-1 N=-i | 
H(z) = Ss h(n)[z"" Spr SAial] st Re i 1)/2] (4.42) 
ne0 Ù) 
Se calcoliamo le espressioni (4.41) e (4.42) per z = e”, otteniamo, per 
N pari, 


: x _ N/2)-1 Ni 
H(e ") e Jo N na DI 2h(n) COS [o sir ll 


nel 


e per N dispari, 


{N--3)/2) = 
H(e'®) — "ini na I) + > 24(n)cos [o(» gli n t)]} 


ne0 


In entrambi i casi, le somme tra parentesi graffe sono reali, il che implica 
uno sfasamento lincare corrispondente al ritardo di (N--1)/2 campioni. 
Si osservi che per N pari (N--1)/2 non è un numero intero. 

Le espressioni (4.41) e (4.42) implicano realizzazioni di rete in forma 
diretta che richiedono N/2 (per N pari) o (N-+1)/2 (per N dispari) molti- 
plicazioni, invece delle N moltiplicazioni richieste nel caso generale mo- 
strato in fig. 4.21. Tali reti sono riportate in fig. 4.24 per N pari ed in 
fig. 4.25 per N dispari. Forme trasposte possono naturalmente essere rica- 
vaste dalle fig. 4.24 e 4.25, nel modo già visto prima. 

Imporre la condizione di simmetria (4.40) per i coefficienti del poli- 
nomio /7(z) comporta che gli zeri di /(2) si verifichino in coppie speculari, 
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Fig. 4.25 Realizzazione in forma diretta di un sistema FIR di ordine dispari con fase lineare 


cioè, se zo è uno zero di H(z), allora è zero di H(z) anche 1/z0 (si veda 
il probl. 15 del cap. 2). Inoltre, se i coeflicienti #(n) sono reali, gli zeri 
di H(z) saranno disposti in coppie complesse coniugate. Come conse- 
guenza, gli zeri che non sono sul circolo unitario sono disposti in coppie 
reciproche. Gli zeri complessi che non sono sul circolo unitario sono 
disposti in gruppi di quattro, che corrispondono ai complessi coniugati ed 
ai reciproci. Se uno zero è sul circolo unitario, il suo reciproco è anche 
il suo coniugato; di conseguenza, è conveniente raggruppare in coppie 
gli zeri complessi sul circolo unitario. Gli zeri reali sul circolo unitario, 
cioè gli zeri per z = 1 o per z = — I, sono reciproci e complessi coniu- 
gati di se stessi e di conseguenza debbono essere considerati individual- 
mente. ] quattro casi sono riassunti in fig. 4.26, dove gli zeri in z,, zi” 
1/2: e 1/z:* sono considerati come un gruppo di quattro; gli zeri in 2: 
e 1/2: sono considerati come un gruppo di due, e così z3 e z1*; lo zero 
in z4 va considerato da solo, In corrispondenza a questo raggruppamento 
di zeri, H(z) può essere scomposto nel prodotto di fattori del primo, se- 
condo e quarto ordine. Ognuno di questi fattori è un polinomio i cui 
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Fig. 4.26 Simmetria degli zeri di un sistema FIR a fase lineare. 


coefficienti hanno la stessa simmetria di quelli di /(z), cioè ogni fattore 
è un polinomio a fase lineare. Perciò possiamo ottenere una realizzazione 
espressa come la cascata di più sistemi a fase lineare del primo, secondo e 
quarto ordine. I sistemi del primo ordine corrispondono ad uno zero in 
2= £+1 e non richiedono moltiplicazioni. I fattori del secondo ordine 
saranno della forma 


1+az3+2? 
€ perciò avranno bisogno di un'unica moltiplicazione. Le sezioni del 
quarto ordine avranno la forma i 
a+ b2 + cz-2 + bz9 + az 


e richiederanno tre moltiplicazioni se realizzate come strutture a fase 
lineare come nel caso di fig, 4,25. 


4.5.4 Struttura basata sul campionamento in frequenza 


Nel cap. 3 abbiamo mostrato che la trasformata z di una sequenza 
di durata finita N può essere rappresentata mediante N campioni equi- 
spaziati sul circolo unitario, Per un filtro FIR, dalla relazione (3.18) con- 
segue che la funzione di trasferimento può essere espressa come 


iN fil 
H2)=(1-zM-= Y ——°_ 4.43 
ciato Ni wa lait 
essendo 
WrE = efter) 
e 


DK) = HW) = LI(A)] 9° (4.44) 
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F(0) 


N+1 
Wy 
Fig. 4.27 Struttura basata sul campionamento in frequenza per realizzare un sistema FIR. 


Le quantità (4) vengono chiamate campioni in frequenza poiché sono 
semplicemente campioni della risposta in frequenza del sistema!. 

L'espressione (4.43) suggerisce che un sistema FIR può essere realiz: 
zato come cascata di un sistema FIR molto semplice con un sistema TIR, 
come è mostrato nella fig. 4.27. La funzione di trasferimento del sistema 
FIRè 1-2", e gli zeri di questo sistema si hanno per zx= exp [j(2r/N)K]. 
La parte IIR nella fig. 4.27 consiste in una combinazione in parallelo di 
N sistemi complessi del primo ordine con poli per zx = exp [j (2r/N)K]. 
Questi sistemi del primo ordine hanno poli esattamente sul circolo unita- 
rio, il cui effetto è proprio quello di cancellare gli zeri del sistema FIR, In 
pratica, i problemi di stabilità legati ai poli sul circolo unitario vengono 
superati campionando la funzione di trasferimento H(z) su una circonfe- 
renza di raggio r, con r leggermente minore dell’unità [9]. In questo caso 
H(z) può essere espresso come 


ia DE cn 
Ha)=(1-rN-Y---— 4.45 
dirt: N 1-rWxz" shit 
dove la rappresentazione esatta di H(z) richiede che sia 
f(k)= H(rW7}) . (4.46) 


* Ricordiamo al lettore che, in accordo con la notazione del cap. 3, Fk) è perio 


dica con periodo N. H(k), la DFT di A(n), è un periodo della sequenza periodica 
(K). 
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In pratica, tuttavia, r viene scelto prossimo all’unità cosicché l’uso della 
(4.44) al posto della (4.46) produce un errore piccolo, 

In generale, i campioni in frequenza Hi(k) sono complessi e tali sono 
anche le quantità Wy*. Perciò, la realizzazione di un sistema FIR secondo 
lo schema di fig. 4.27 richiede operazioni di aritmetica complessa. Tutta- 
via, come sappiamo dal cap. 3, se i campioni della risposta all'impulso 
h(n) sono reali, i campioni in frequenza espressi in forma polare soddi- 
sfano le seguenti condizioni di simmetria: 


Ik) = |AN — K)I 
O(K)= —0(N—k), k=0,1,...,N-1 (4.47) 


dove, se /7(0) > 0, si ha 
0(0) = 0 


Inoltre, poiché (Wy7) = Wy7&-®, le reti del primo ordine rappresen- 
tate nella fig. 4.27 compaiono in coppie complesse coniugate eccetto la 
rete con il polo in Wy° e, per N pari, la rete col polo in Wy 2, Di conse- 
guenza, le reti complesse del primo ordine possono essere raggruppate in 
coppie complesse coniugate e realizzate come reti del secondo ordine con 
coefficienti reali. In particolare, supponendo che N sia pari, possiamo 
esprimere la (4.45) come 


__ peNa N N/2)-1 (1. Nt, l 
na) = L=22 [ S MK) __ Ò ÎTK) 
Lat 1-rWga deri 1 — We 


Mo. SIN[2) 
der? 14 ei 
che diventa, cambiando l’indice di somma nella seconda sommatoria, 
N.-N[{N/2)- . È 
Hi ES “| S (CE A __. Panaro 
N 1-rWgz! 1-rWé"z! 
10) | 1UN[2) 


SLI (4.48 
der 14 n] ai 


pari 
kol 
+4 


Usando la relazione (4.47) e il fatto che (Wy )* = Wy7-, possiamo 
riscrivere Ja (4.48) come segue 


(N/2)-1 A 
"==" 5 ZIA 1, (2) 4 ria + AIN (4.49) 
Kol N 1-rz 14rz 
dove 
varate fi arl 
Hila) = cos (0(k)) — rz7' cos [0(K) 2 k[N] (4.50) 


1 — 2rz" cos (27rk/N) + r?z7? 
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—____——m———6ocnm- —- 


cos 8(k) 


2r cos(217k/N)— 
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PERO [PRESA 


Fig. 4.28 Struttura basata sul campionamento In frequenza effettuato su un circolo pros- 
simo a quello unitario e con | poli complessi realizzati in sezioni del secondo 
ordine, 


Questa relazione suggerisce la struttura di rete rappresentata nella fig. 4.28, 
dove tutte le operazioni aritmetiche sono ora su numeri reali. 

Quando N è dispari, non ci sarà un campione in frequenza per 
k = N/2. Perciò il termine contenente |f/(N/2)| mancherà dalla (4.49) € 
dalla fig. 4.28. Se il sistema ha fase lineare, le (4.49) e (4.50) possono esse- 
re ulteriormente semplificate (cfr. probl. 16), Una struttura simile può esse- 
re ricavata esprimendo H(z) in termini di campioni distanziati di un angolo 
n/N dai precedenti campioni in frequenza. La derivazione di tale strut- 
tura è trattata, a grandi linee, nel probl, 17 di questo capitolo. 
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I principali vantaggi delle realizzazioni basate sul campionamento in 
frequenza sono due, In primo luogo, notiamo che i termini che moltiplicano 
le uscite di ciascun sistema del secondo ordine di fig. 4.28 sono propor- 
zionali a campioni della risposta in frequenza equispaziati sul circolo 
unitario. Questi valori si possono ovviamente ottenere dalla DFT della 
risposta all'impulso, Se il filtro da realizzare è un filtro selettivo in fre- 
quenza con una o più bande oscure, esso può essere progettato, come 
verrà discusso nel cap. 5, in maniera tale che i campioni in frequenza nelle 
bande oscure siano zero, riducendo così il numero di sistemi del secondo 
ordine H,(z) che devono essere realizzati. Se la maggioranza dei campioni 
in frequenza sono zero, come nel caso di un filtro passa-basso 0 passa-banda 
a banda stretta, allora una struttura basata sul campionamento in frequenza 
può richiedere meno moltiplicazioni di una realizzazione in forma diretta. 
Naturalmente, la realizzazione basata sul campionamento in frequenza 
richiederà sempre più memoria di una realizzazione in forma diretta. 

Un secondo vantaggio deriva dall’osservazione che i poli e gli zeri 
della struttura del filtro dipendono soltanto dalla lunghezza della risposta 
all'impulso, Se un ingresso deve essere filtrato con un banco di filtri FIR 
(cioè con un certo numero di differenti risposte all'impulso di lunghezza 
N), allora un’unica realizzazione del fattore (1-2), e di ogni sezione 
del secondo ordine, servirà per tutti i filtri. Inoltre, la struttura della 
fig. 4.28 è molto modulare, prestandosi quindi a multiplazione nel tempo 
delle sezioni del secondo ordine. E 


4.5.5 Strutture basate su formule di interpolazione polinomiale 


Come abbiamo notato, la funzione di trasferimento di un sistema 
FIR è un polinomio di grado N—1 nella variabile 2', dove N è la lun- 
ghezza della risposta all'impulso. È ben noto che un polinomio di grado 
N-1 è univocamente determinato dai suoi valori in N punti distinti. 
Ci sono diverse formule di interpolazione polinomiale, come le formule 
di Lagrange e di Newton, che specificano un polinomio in termini di N 
valori. In modo alternativo, possiamo specificare il valore di un poli- 
nomio e delle sue prime N derivate per un particolare valore di 2 e 
costruire il polinomio dalla sua rappresentazione in serie di Taylor. Schue- 
ssler [10] ha dimostrato che tali rappresentazioni della funzione di trasferi- 
Mento danno luogo a particolari strutture per la realizzazione di sistemi 
FIR. 

La struttura basata sul campionamento in frequenza del paragrafo 
Precedente costituisce un esempio in cui il polinomio che rappresenta 
H(z) è costruito per mezzo di interpolazione trigonometrica tra punti 
*quispaziati sul circolo unitario. Dalla relazione (4.43) si può facilmente 
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dedirre' una ‘generalizzazione della struttura basata sul campionamento 
in frequenza, chiamata struttura di Lagrange. In primo luogo, notiamo 
che la (4.43) può essere espressa come 

) } 4 


i vir poeti ((74) 
AA) E ML 41,2) Na, 
in cui è Ò ; da | 
ppi 1 ot ge abati tr! 
P(2) = H (1-22) 1-z7N (4.52) 
e 


z = efter 


Si può far vedere facilmente che le (4.51) e (4.52) corrispondono ad un 
polinomio di grado N—1 in z' e che questo polinomio dà valori corretti 
nei punti di campionamento (cfr. il probl. 14 di questo capitolo). 

La (4.51) è una forma particolare della formula di interpolazione di 
Lagrange relativa al caso in cui i punti di campionamento sono equispa 
ziati sul circolo unitario. In generale, i punti di campionamento zx pos 
sono essere scelti arbitrariamente nel piano z. In tal caso si ha la seguente 
rappresentazione di /{(z): 


3 __Hed 
Meemi rn 4,53) 
în cui è = PAZ Pai - 22) i 
N-1 
P(2)= IT (1 — 24279) (4.54) 
ko) 
e N-1 
Px(2) = IT(1- 2,27) (4,55) 
i*k ' 


Si può verificare facilmente che la (4,53) rappresenta un polinomio di 
grado N--1 e fornisce il valore corretto nei punti di campionamento 2 
Essa costituisce perciò una rappresentazione appropriata della funzione 
di trasferimento di un sistema FIR. La struttura di rete suggerita dall: 
(4.53) è rappresentata nella fig. 4,29. In particolare otteniamo una strut: 
tura molto simile alla fig, 4,27. Se scegliamo punti di campionamento ché 
sono coppie complesse coniugate, e se la risposta all'impulso 4(n) è reale, 
allora nella sommatoria della (4.53) si possono combinare i termini com 
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y(n) 


H(z4-4) 
Py_il(zn-1) 


zy-127! 


Fig. 4.29 Struttura di Lagrange per la realizzazione di un sistema FIR. 


plessi coniugati in fattori del secondo ordine proprio come nel caso del 
campionamento in frequenza, ottenendo una rete simile alla fig. 4.28. 
Inoltre, possiamo associare tra loro fattori del polinomio P(2) o in coppie 
complesse o tutti insieme per ottenere o una realizzazione in forma a 
cascata o una realizzazione in forma diretta della parte non ricorsiva della 
struttura. 

Schuessler [10] ha discusso altre strutture di reti FIR basate sulle 
formule di interpolazione di Newton e di Hermite e sulle espansioni in 
serie di Taylor di (2). Tutte queste strutture, compresa la struttura basata 
sul campionamento in frequenza, in generale richiedono più moltiplica 
zioni e ritardi sia della forma diretta che della forma in cascata. Perciò, 
l'utilità di tali strutture consiste solo in possibili vantaggi rispetto alla 
sensibilità ad effetti di quantizzazione e nell'adattare metodi di progetto e 
tecniche di realizzazione del sistema. 


46 EFFETTI DELLA QUANTIZZAZIONE DEI PARAMETRI 


I sistemi lineari invarianti alla traslazione vengono spesso usati per 
attuare modifiche dello spettro di un segnale o altre operazioni di filtrag- 
gio. Nel progetto di tali sistemi sono importanti alcune considerazioni. In 
Primo luogo occorre scegliere tra un sistema IIR e un sistema FIR. Que- 
Ma scelta può dipendere da molti fattori. Per esempio, può convenire 
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scegliere un sistema IIR se, per soddisfare un dato insieme di specifiche 
sul filtro, si vuolè usare il minimo numero di ritardi e di moltipligatori. 
D'altra parte, il fatto che i filtri FIR possono avere fase esattamente lineare 
spesso spinge ad una scelta in loro favore. 

Una volta fatta la scelta di una classe di sistemi, cioè IIR o FIR, 
dobbiamo poi determinare una rappresentazione del filtro in termini di 
funzione di trasferimento. Le tecniche per determinare tali funzioni di 
trasferimento saranno l’argomento del cap. 5. Infine, per realizzare il 
sistema come programma su calcolatore o in « hardware », occorre sce: 
gliere una rete, o struttura, di elaborazione numerica. Nello scegliere una 
struttura intervengono molte considerazioni ed esigenze contrastanti, come 
la relativa complessità di « hardware » o « software » e la difficoltà di 
ottenere i parametri per il filtro. Inoltre, quasi tutte le tecniche di pro- 
getto sviluppate finora portano a specificare la funzione di trasferimento 
in termini di parametri supposti con precisione illimitata. Se scegliamo 
di realizzare il sistema per mezzo di un programma su un calcolatore di 
impiego generale, la precisione con cui i parametri possono essere specifi- 
cati è in generale limitata dalla lunghezza di parola della memoria del 
calcolatore, In realizzazioni « hardware » è ovviamente desiderabile mini. 
mizzare la lunghezza dei registri che devono essere disponibili per memo 
rizzaré i parametri del filtro. 

Poiché i parametri usati nel realizzare un dato filtro non saranno in 
generale esatti, i poli e gli zeri della funzione di trasferimento saranno 
generalmente differenti dai poli e zeri desiderati. Questo allontanarsi di 
poli e zeri (solo zeri nel caso FIR) dalle posizioni volute fa sì che la 
risposta ‘in frequenza risultante differisca dalla risposta in frequenza desi- 
derata è, se gli errori di quantizzazione dei coefficienti sBno elevati, il 
sistema può non soddisfare le specifiche di progetto. Inoltre, nel caso IIR, 
uno o più poli possono spostarsi fuori del cerchio unitario, facendo sì che 
il sistema risultante diventi instabile, quindi inutile per l’applicazione 
desiderata. In generale, l’effetto della quantizzazione dei coefficienti di- 
pende molto dalla struttura usata per realizzare il sistema. 

Come abbiamo visto, quando i parametri di rete sono rappresentati 
con precisione infinita, c'è tutta una varietà di strutture di rete che rea: 
lizzano una data funzione di trasferimento. C'è da aspettarsi che alcune 
di tali strutture siano meno sensibili di altre alla quantizzazione dei par? 
metri: ciò vuol dire che la funzione di trasferimento della realizzazione 
sarà più vicina, in qualche senso, alla funzione di trasferimento deside- 
rata, Sfortunatamente, non è ancora stato ‘sviluppato nessun metodo siste: 
matico per determinare la migliore realizzazione date le condizioni 
numero di moltiplicatori, lunghezza di parola, e numero di ritardi. !" 
pratica, la scelta è generalmente limitata alle forme di rete dei par. 43. 
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44 e 4.5. Inoltre, per determinare la quantizzazione accettabile dei para- 
metri di una data rete, si ricorre di solito all'uso di simulazioni piuttosto 
che ad un'analisi matematica dettagliata della sensibilità (o sensitività) ai 
parametri stessi, Nel resto di questo paragrafo discuteremo alcuni sem- 
plici risultati che consentono di approfondire tali problemi. Occorre sot- 
tolineare che il grado di comprensione della relazione tra struttura della 
rete e sensibilità ai coefficienti che si è generalmente raggiunto finora è 
veramente limitato. Questo importante argomento è quindi tuttora oggetto 
di ricerca. 


4.6.1 Effetti della quantizzazione dei parametri nei sistemi IIR 


Gli effetti di quantizzazione dei parametri si manifestano come devia- 
zioni delle caratteristiche del filtro dalla risposta in frequenza desiderata 
0, in maniera equivalente, come spostamento dei poli e degli zeri dalle 
posizioni desiderate [11-13]. Perciò, una misura della sensibilità di una 
data realizzazione di una rete alla quantizzazione dei parametri è l'errore 
nella posizione di poli e zeri causato da un errore nei moltiplicatori della 
rete, 

Per indicare come la quantizzazione dei parametri influenza le posi- 
zioni dei poli e degli zeri, consideriamo la funzione di trasferimento 
espressa come Ù 

M 


x ba * 


ke0 


N 
1- Yayz* 
kol 


H(z) = (4.56) 


I coefficienti ax e by sono i coefficienti desiderati in una realizzazione in 
forma diretta del sistema. Con coefficienti quantizzati realizziamo di fatto 
Un sistema la cui funzione di trasferimento è 


M 
ba bz* 
ligg===tr=e (4.57) 
1-Y4z* 
kel 
dove 
A, = ay + Aay 
b,= b. + Ab, 
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Si supponga che i poli: di H(z): siano situati ‘nelle posizioni z = 2, 
i = 1,2,.4,N; cio&che il polinomio denominatore della funzione di tra- 
SPREA, espresso sotto forma di fattori, sia 


PG) =1 -aa* = II (1° 2,27 n (4.58) 


Inoltre, definiamo i poli di H(2) come z;: + Az, con î=1,2,...,N. 
Si può esprimere l’errore Az; in funzione degli errori nei coefficienti come 


N 
Aspia $ S Aa, « i==1;2;4., N (4.59) 


x=1 da Ax 


Usando la relazione (4.5) e il fatto che è 


Varedo” Cda 


segue che 


N-k-1 
ca —_-{ (4.60) 
* IG-2) 


si 


La relazione (4.60) è una misura della sensibilità del polo i.mo ad un 
cambiamento (errore) nel coefficiente K.mo del polinomio denominatore 
di H(z) [questo risultato è valido solo per poli semplici, come è evidente 
dalla relazione (4.58), L'estensione a poli multipli è immediata]. Poichè 
per la forma diretta gli zeri dipendono solo dai coefficienti by del nume- 
ratore, si può ottenere un risultato completamente analogo per la sensibilità 
degli zeri ad errori nei by. 

Un risultato di questa forma fu usato da Kaiser [12,13] per primo 
per dimostrare che, se i poli (o zeri) sono fittamente raggruppati, è possi- 
bile che piccoli errori nei coefficienti causino grandi spostamenti dei poli 
(o zeri), Ciò si può vedere considerando il denominatore della (4.60). Ogni 
fattore (z;-2;) può essere rappresentato come un vettore nel piano z come 
mostrato nella fig. 4.30. Il modulo del denominatore della (4.60) è uguale 
al prodotto delle lunghezze dei vettori da tutti i poli rimanenti al polo zi 
Perciò, se i poli (0 zeri) sono fittamente raggruppati come in fig. 4.30 (2). 
che corrisponde a un filtro passa-banda a banda stretta, o come in fig. 
4.30 (b), che corrisponde a un filtro passa-basso a banda stretta, allora ci 
sì può aspettare che i poli della realizzazione in forma diretta siano piutto- 
sto sensibili ad errori di quantizzazione nei coefficienti. Inoltre, è evidente 
che quanto maggiore è il numero delle radici, tanto maggiore è la sensi: 
bilità. 


Im 


Piano z 


Re, 


Piano z 


Fig. 4.30 Rappresentazione dei fattori della (4.58) come vettori nel piano z: (a) filtro passa 
banda a banda stretta; (b) filtro passa-basso a banda stretta. 


Le forme in cascata e in parallelo, d'altra parte, realizzano ciascuna 
coppia di poli complessi coniugati separatamente. Perciò l'errore in un 
dato polo è indipendente dalla sua distanza dagli altri poli del sistema. Per 
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Fig. 4.31 Realizzazione in forma diretta di una coppia di poli complessi coniugati. 


questa ragione si può affermare che in generale le forme in cascata e in 
parallelo sono da preferitsi alle forme dirette dal punto di vista della 
quantizzazione dei parametri. Questo è vero, in particolare, nel caso di 
filtri a banda stretta selettivi in frequenza con poli e zeri fittamente rag- 
gruppati. 

Anche per i sistemi del secondo ordine usati per realizzare le forme 
in cascata e in parallelo rimane una certa flessibilità di scelta. Si consideri 
una coppia di poli complessi coniugati realizzati usando la forma diretta 
come in fig. 4.31. Nel caso in cui i coefficienti siano rappresentati con pre- 
cisione infinita, questa rete ha poli per z = reî e z = rei. Tuttavia, se i 
fattori moltiplicativi 2r così e —r? sono quantizzati, è chiaro che si può ot- 
tenere soltanto un insieme finito di posizioni dei poli. Per una data quantiz- 
zazione, i poli devono trovarsi su una griglia nel piano z definita dall'inter- 
sezione di circonferenze concentriche (corrispondenti alla quantizzazione di 
r°) e rette verticali (corrispondenti alla quantizzazione di 2r cos0). Tale gri- 
glia è rappresentata nella fig. 4.32 per quantizzazione con tre bit, cioè r° € 


O Possibili posizioni dei poli 


Piano z 


(o) 025 0.50 075 100 Re 


Fig. 4.32 Griglia di possibili posizioni dei poli per la rete della fig. 4.31 quando # ® 
2r cos 0 sono quantizzati con tre bit, 


Fig. 4.93 Realizzaziane in forma accoppiata di una coppia di poli complessi coniugati. 


2r così sono limitati ad otto valori differenti. Una realizzazione alternativa 
è quella in forma accoppiata proposta da Gold e Rader [9], come rappre 
sentato nella fig. 4.33. Si dimostra facilmente (v. probl. 1 di questo capitolo) 
che le funzioni di trasferimento per le reti di fig. 4.31 e fig. 4.33 hanno gli 
stessi poli per coefficienti con precisione infinita. Per realizzare fa rete 
della fig. 4.33 dobbiamo quantizzare rcos0 ed rsin0. Perciò possiamo 
ottenere l'insieme finito delle posizioni dei poli come rappresentato nella 
fig. 4,34, Chiaramente, possiamo ottenere un numero molto maggiore di 


0 Possibili posizioni dei poli 


Sa Srato unitario 
x 


\ 

\ 

\ 

\ 
a e ida 
(0) 0.25 0.50 0.75 1.0! 
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Fia. 4.34 Griglia di possibili posizioni dei poli per la rete di fig. 4.33 quando i coefficienti 
rcos 0 e rsin (0 sono quantizzati con tre bit. 
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strutture, ciascuna delle quali ha una diversa griglia di possibili posizioni 
dei poli. In pratica,‘ donviene scegliere una struttura per cui la griglia cor- 
rispondente è più densa nella regione del piano z in cui si desiderano 
i poli. 

Le strutture alternative discusse nel par. 4.3 presentano interesse per 
la possibile minore sensibilità nella realizzazione di una data funzione di 
trasferimento. Attualmente, non si conoscono metodi sistematici per deter- 
minare la migliore realizzazione di rete di una data funzione di trasferi- 
mento, In alternativa a variare la struttura della rete, si potrebbe tenere 
in conto la struttura stessa e la quantizzazione dei parametri già nella 
fase iniziale del progetto. Questo è, in generale, difficile da ottenere, 


benchè questa impostazione costituisca certamente un promettente campo 
di ricerca. 


4.6.2. Effetti della quantizzazione dei parametri nei sistemi FIR 


Ricordiamo che per un sistema FIR dobbiamo preoccuparci solo della 
posizione degli zeri della funzione di trasferimento, in quanto tutti i poli. 
per un sistema FIR causale, cadono in z = 0. È chiaro che per la realiz: 
zazione in forma diretta del par. 4.5 si potrebbero derivare espressioni 
simili alla (4.60) relative all'errore in uno zero dovuto a errori nei cocffi- 
cienti (risposta all'impulso). La conclusione è la stessa: cioè, in generale, 
si ha maggior controllo sulla posizione degli zeri in una realizzazione in 
cascata che non in una realizzazione in forma diretta. 

Herrmann e Schuessler [14] hanno esaminato gli effetti della quan: 
tizzazione dei parametri per il caso particolare dei sistemi a fase lineare. 
Per le realizzazioni in forma diretta delle fig. 4.24 e 4.25 è chiaro che. 
anche se i coefficienti sono sbagliati, la funzione di trasferimento risultante 
sarà ancora un polinomio a simmetria speculare, e perciò il sistema avrà 
ancora fase lincare. Tuttavia, zeri molto ravvicinati sul circolo unitario 
possono allontanarsi dal circolo stesso, con il risultato che il sistema non 
soddisfa più le specifiche di progetto, Nella struttura in cascata, se si 
usano sezioni del secondo ordine della forma (1 + az! + 2 2) per opni 
coppia di zeri complessi coniugati sul circolo unitario, gli zeri si possono 
spostare solo lungo il circolo unitario. Così, gli zeri in z = + 1 possono es 
sere realizzati csattamente, e zeri reali sia dentro che fuori il cerchio unità: 
rio restano reali. Sc gli zeri complessi esterni al cerchio unitario fossero rea- 
lizzati con sezioni del secondo ordine, si troverebbe una griglia di possibili 
posizioni per ogni zero come quella di fig. 4.32, estesa però al di fuori del 
cerchio unitario. Se si vuole mantenere la fase lineare, occorre assicurars! 
che per ogni zero interno al cerchio unitario esista uno zero coniugato rec! 
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proco esterno al cerchio. Si può ottenere questo esprimendo il fattore del 
quarto ordine corrispondente agli zeri in z = re*® e z = (1/r)e*" come 


1 + d,27 + do? + d;273 + z* 
(4.61) 


|> 


3 (1 — 2r cos 027! + r*27*)(r® — 2r cos 02° + 27%) 


“ 


La sottorete corrispondente è mostrata in fig. 4.35. La griglia delle posi- 
zioni possibili per gli zeri è riportata di nuovo in fig. 4.36, questa volta 
per quantizzazione con cinque bit (32 valori diversi per r? e 2rcos0). 

La realizzazione introdotta richiede chiaramente più moltiplicatori di 
quanti siano necessari per un sistema del quarto ordine. Se le sezioni del 
quarto ordine sono realizzate nella forma diretta con fase lincare, si ottiene 
la rete di fig. 4.37. La griglia delle posizioni possibili degli zeri per la forma 
diretta è mostrata in fig. 4.38. Mentre l’uso di sezioni del quarto ordine 
nella realizzazione di filtri FIR a fasc lincare offre il vantaggio di mante- 
nere le caratteristiche di linearità di fase del filtro indipendentemente dalla 
quantizzazione dei cocflicienti, è stato mostrato [14-16] che per molti filtri 
le caratteristiche risultanti presentano un'estrema sensibilità alla quantizza- 
zione. Ne segue che spesso è meglio realizzare filtri FIR a fase lineare come 
cascata di sezioni del secondo ordine o in forma diretta. 

La discussione precedente sulla sensitività rispetto alla quantizzazione 
dei parametri è stata basata soprattutto sull'esame della sensitività delle 
posizioni dei poli e degli zeri. È anche possibile analizzare le strutture in 
base ad altre considerazioni di sensitività. Anche se questo settore rimane 
Oggetto di attività di ricerca, alcuni utili teoremi sulla sensitività di rete 
possono ricavarsi sulla base della teoria dei grafi lineari di flusso di segnale. 
Chiudiamo questo capitolo con la presentazione di un interessante e utile 
teorema sui grafi di flusso di segnale, il teorema di Tellegen. Conseguenze 
di questo teorema sono, tra le altre, il teorema di trasposizione per i filtri 
numerici, citato nel par. 4.4, e un insieme di relazioni di sensitività che 
vedremo nel seguito. 


-2r cos 8 
1°) 

y(n) 

Fig. 4.35 Sottorete per la realizzazione dei fattori del quarto ordine in un sistema FIR a 


fase lineare in modo che sia mantenuta la fase lineare indipendentemente dalla 
Quantizzazione doi parametri. 
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Im 2° + byz +bo 
bo<1, [bil<2-vBo, 
Abo= Abx= 275 


by =cost. 


Fig. 4.36 Griglia delle possibili posizioni per gli zeri della sottorete di fig. 4.35 quando i 
coefficienti r? e 2rcos) sono quantizzati con cinque bit (da Herrmann e Schuess- 
ler [14]). 
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Fig: 4.37 Realizzazione Ih fotma' diretta GOA fase lindare ‘per fattori del quarto ordine in 
un sistema FIA.: i Î 
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Fig. 4.38 Griglia delle possibili posizioni per gli zeri della sottorete di fig. 4.37 quando ! 
coefficienti b e c sono quantizzati con cinque bit (da Herrmann e Schueseler [14]) 
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4.7 IL TEOREMA DI TELLEGEN PER I FILTRI NUMERICI E SUE APPLICAZIONI 


Il teorema di Tellegen è un importante teorema fondamentale nella 
teoria classica delle reti. Il teorema è semplice e generale e parte della sua 
eleganza deriva dal fatto che molti teoremi di teoria delle reti, come la 
conservazione dell'energia, la reciprocità ecc., possono essere introdotti in 
maniera semplice come conseguenze del teorema di Tellegen. 

Poiché le reti di elaborazione numerica non sono soggette alle leggi 
di Kirchhoff, non si può introdurre il teorema di Tellegen nella sua forma 
più generale, Se ne può però derivare una forma ristretta, la cosiddetta 
forma differenziale, in base alla quale dedurre poi molte utili proprietà 
delle reti stesse. 

Una forma del teorema di Tellegen per i filtri numerici fu derivata 
per la prima volta da Seviora e Sablatash [18]. Una forma alternativa fu 
proposta da Fettweis [19]. La trattazione che faremo e la derivazione dei 
risultati seguono strettamente l’approccio di Fettweis. Nella presentazione 
del teorema di Tellegen è opportuno usare la notazione dei grafi di flusso 
di segnale sviluppata nel par. 4.1. 

Il teorema di Tellegen per le reti classiche è espresso in forma di 
relazione tra la distribuzione delle tensioni in una rete e la distribuzione 
delle correnti in una seconda rete, dove l’unico legame tra le due reti è 
che esse hanno la stessa topologia. Analogamente consideriamo, per i grafi 
di flusso di segnale, due grafi di flusso aventi la stessa topologia e nessun’al- 
tra relazione, Avere la stessa topologia significa che esiste una corrispon- 
denza biunivoca tra i nodi e i rami delle due reti (per quel che riguarda 
solo la posizione e la direzione). È però importante notare che il requisito 
di equivalenza topologica delle due reti è relativamente inessenziale. In 
particolare, se consideriamo ogni grafo di flusso come avente un ramo in 
entrambe le direzioni tra ogni coppia di nodi, con coefficiente di trasmis- 
sione nullo per alcuni rami, allora, presi due qualsiasi grafi di flusso con 
lo stesso numero di nodi, essi possono essere considerati topologicamente 
equivalenti. 

Per la trattazione che segue è conveniente adottare la convenzione 
che ogni rete è rappresentata in modo tale che ogni nodo di rete ha 
associato un nodo sorgente, cui è connesso attraverso un ramo con cocf- 
ficiente di trasmissione unitario. Inoltre, assumeremo che questo nodo 
sorgente non è collegato a nessun altro nodo della rete, La numerazione 
dei nodi sorgente sarà fatta coincidere con quella dei nodi di rete associati, 
in modo che la sorgente xx sia l'ingresso al nodo di rete K. Se il nodo sor- 
gente e il ramo corrispondente non sono rappresentati, questo implica che 
il valore del nodo sorgente è zero. 
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TrorEMA DI TeLLEGEN. Corisideriamo due grafi di flusso di segnale con la stessa 
topologia. Sia N il numero dei nodi della rete. Le variabili di nodo della rete, le 
uscite dei rami e i valori dei nodi , Sorgente sono indicati, rispettivamente, con wi, 
Vie x, nella pra rete e con w", vi e x’ nella seconda. Allora risulta 


” 


09.4) X 3 (ton — Who) + DI (WA — wp) = 0. | (4.62) 
kl Ji ke1 i 


Dimostrazione. La dimostrazione della relazione (4.62) discende direttamente dalla 
definizione di grafo di flusso di segnale. Ricordiamo che le uscite dei rami sono legate 
alle variabili di nodo e agli ingressi nelle sorgenti dalla 


N M 


My >) Vik «k SI UT 
je fo! 


e perciò, con la nostra convenzione sui nodi sorgente, si può scrivere 
N, 
wy = Db + x (4.63) 
je 


Partendo ora dall’identità 


N 
d (014% — Www) = 0 (4.64) 
[pre 


la (4.62) sì ricava immediatamente sostituendo la (4,63) nella (4.64). 


La relazione (4.62) rappresenterà d'ora innanzi il teorema di Tel 
legen per grafi di flusso di segnale 6, cosa equivalente, per le reti di 
elaborazione numerica, È importante notare che la sua derivazione dipende 
solo dalla relazione (4.63): non è quindi richiesto che il grafo di flusso sia 
lineare. Inoltre, è immediato mostrare che se le variabili Wx, Wi, 
Via, Vir, Xx e Xk sono ottenute per mezzo di un’operazione lineare rispet- 
tivamente da wx, wk, 0;x, bix, xx € xk, allora risulta 


N N N 
Y Y(WVi — Win) +Y (MX — WiX,) = 0 (4.65) 


kl jel 4 kl 


Perciò il teorema di Tellegen vale sia per le sequenze [v. (4.62)] che per 
le trasformate z [vw. (4.65)]. 

Nel resto della nostra trattazione ci occuperemo solo di grafi lineari 
di flusso di segnale che corrispondono a reti di elaborazione numerica. 
Per chiarire il concetto di topologie identiche e di variabili (e reti) con- 
trassegnate o meno dall’apice, si considerino le due reti mostrate in 
fig. 4.39. Per sottolineare l’equivalenza della topologia abbiamo rappresen- 
tato con una linca tratteggiata un ramo con coefficiente di trasmissione 
nullo. Di solito, ovviamente, tali rami non vengono disegnati. La verifica 
della validità del teorema di Tellegen per queste due reti costituisce un 
semplice esercizio (v. probl. 18 di questo capitolo). 


Ì 
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Fig. 4.39 Esompio di due reti che sono topologicamente equivalenti e perciò soddisfano 
il teorema di Tellegen. 4 


4.7.1 Reti numeriche reciproche e inter-reciproche 


II concetto di reciprocità ha un ruolo importante nelle reti analo- 
giche passive, costituite da resistenze, induttanze e capacità collegate tra 
loro. Per le reti numeriche esistono i concetti corrispondenti di reciprocità 
e inter-reciprocità. Per quanto riguarda la reciprocità, consideriamo una 
certa rete, eccitata da due diversi insiemi di sorgenti. Le trasformate z 
dei valori dei nodi sorgente per i due diversi insiemi saranno indicate con 
Xx e Xx II valore della variabile di nodo per il nodo K-esimo quando 
la rete è eccitata dalle sorgenti senza apice sarà indicato con Wx. Quando 
la rete è eccitata dalle sorgenti contrassegnate dall'apice, questa variabile 
Sarà indicata con W;. Allora si dice che la rete soddisfa la reciprocità se 
per qualsiasi coppia di insiemi di segnali di eccitazione risulta 

» ’ 
1 MAX WX,]=0 (4.66) 


kel 


Per vedere una conseguenza della reciprocità, consideriamo due nodi 
qualsiasi a e b nella rete. Inoltre, supponiamo che tutti i valori dei nodi 
delle sorgenti senza apice siano zero eccetto X, e che tutti quelli delle 
sorgenti con l'apice siano nulli all'infuori di Xj. In più, assumiamo che 
sia Xn = Xy. Allora dalla (4.66) segue che 


WXi= WIX, 
Ovvero 
W,=W (4.67) 


Tn altri termini, come conseguenza della reciprocità, se eccitiamo il grafo 
nel nodo di rete « e osserviamo l’uscita al nodo b, allora, per un grafo 
reciproco, un’eccitazione uguale applicata al nodo b produce la stessa 
uscita al nodo a. 

Per lo più le reti numeriche non sono reciproche. Un concetto col- 
legato, che è più utile in questo caso, è quello di inter-reciprocità. Per 
definirlo consideriamo due distinti grafi di flusso di segnale. Siano Xx 
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i valori dei nodi sorgente e Wx le variabili di nodo per una rete, e X, e 
W, .i valori dei nodi sorgente e le variabili di nodo per la seconda rete. 
Si dice allora che le due reti sono inter-reciproche se 


N 

> [WXL- WiX,] = 0 (4.68) 

kl 

LI 

Questa equazione è formalmente identica alla (4.66), ma è importante 
aver presente che per la reciprocità le due reti (con apice e senz’apice) 
differiscono solo nelle sorgenti, mentre per l'inter-reciprocità sia le sor- 
genti che i coefficienti di trasmissione dei rami possono essere diversi nelle 
due reti. Una rete reciproca è anche inter-reciproca rispetto a se stessa. 
D'altro canto, due reti possono essere inter-reciproche senza che nessuna 
delle due sia reciproca. 


4.7.2 Dimostrazione del teorema di trasposizione 


Un’utile proprietà delle reti numeriche è che esse sono inter-reci- 
proche rispetto alle loro trasposte. Per dimostrarlo, ricordiamo dal par. 4.4 
che la trasposizione di un grafo di flusso si ottiene invertendo la direzione 
di tutti i rami ma lasciando inalterati i coefficienti di trasmissione. 

Consideriamo una rete dove Wy indica la variabile di nodo relativa 
al nodo k-esimo. Il coefficiente di trasmissione dal nodo j al nodo k è 
indicato con Fx, cioè risulta 


Vir = FaW, (4.69) 


Nella rete trasposta, in cui la variabile del k-esimo nodo è W, e il coellì 
ciente di trasmissione del ramo tra i nodi j e k è Fj,, risulta 


Vi a FiWj (4.70) 


Per definizione di rete trasposta si ha 


Fin i FP, 


Per dimostrare che una rete e la sua trasposta sono inter-reciproche, cioè 
per provare la validità della relazione (4.68) sotto queste condizioni, utiliz: 
ziamo il fatto che una rete e la sua trasposta hanno la stessa topologia. 
per cui vale il teorema di Tellegen [v. (4.65)]. Perciò si ha 


N N N 
> DX LA sr VE WiV;x) +3 (MX a WiXx) =0 (4.71) 


joel kel kl 
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Sostituendo le (4.69) e (4.70) nella (4.71) otteniamo 


N N N 
DA D(MW;Fh a WWF i) +2 (MX aa WiXx) = 0 


fel keel kel 


o la relazione equivalente 


N N NN N 
D IWWjFin = XD WWFn + (MX WX,) = 0 (4.72) 


Joel kml jul kl kl 


Scambiando gli indici di somma nella prima sommatoria doppia si ricava 


N N VED 
XL X(WiW,Fis — WiW;F n) +X (MX = WiX) = 0 (4.73) 
Joel kol kl 
Adesso, essendo le reti con e senza apice l’una la trasposta dell'altra, 
è Fix = Fx e quindi la sommatoria doppia è nulla e si ha 
N 
> (MX WX) = (4.74) 
ko1 
col che è dimostrato che una rete e la sua trasposta sono inter-reciproche. 
Una conseguenza interessante di questo fatto è che, nel caso di reti 
con un solo ingresso e una sola uscita, una rete e la sua trasposta hanno 
la stessa funzione di trasferimento. Questo risultato può anche essere deri- 
vato dalla formula del puadagno di Mason [1] dd è stato utilizzato nei 
par. 4,3 e 4.4 come mezzo per ottenere nuove realizzazioni di una rete. 
Per dimostrare questo risultato a partire dalla (4.74), consideriamo 
due nodi qualsiasi a e b. Inoltre, supponiamo che tutti i nodi sorgente 
della rete originale (senz’apice) siano nulli eccetto Xx e che tutti i nodi 
sorgente della rete trasposta (con apice) siano nulli all'infuori di Ri 
Allora discende dalla (4.74) che 


Wadi, = PAG (4.75) 


Dall’uguaglianza (4.75) si vede che, se si applica un’uguale eccitazione al 
nodo a della rete originaria e al nodo b della rete trasposta, allora al nodo 
a della rete trasposta si osserva la stessa risposta del nodo b della rete 
originaria. 


4.7.3 Formula per la sensitività di rete 


Nel par. 4.6 abbiamo discusso il problema della sensibilità ai para- 
metri riguardo agli spostamenti dei poli e degli zeri. In particolare abbiamo 
confrontato le reti in forma diretta con le realizzazioni in cascata e in 
parallelo. Per reti più complesse, non è altrettanto facile ottenere una rela- 
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zione generale tra la posizione di poli e zeri e i parametri della rete. Però 
possiamo, con l’aiuto del teorema di Tellegen, ottenere un’espressione 
generale per la sensitività della funzione di trasferimento di una data rete 
a cambiamenti dei parametri della rete. Formule di questo tipo sono utili, 
ad esempio, nell’analisi di reti numeriche assistita da calcolatore. 
Nell’ambito di‘questa discussione è opportuno definire la funzione 
di trasferimento tra due nodi arbitrari @ e b della rete. A questo scopo 
assumiamo che tutti i nodi sorgente abbiano valore zero eccetto quello 
collegato al nodo a. La variabile di nodo W,(z) è allora espressa come 


W,(2) = T,(2)X,(2) (4.76) 


Ta è quindi la funzione di trasferimento dal nodo @ al nodo b. La sensi. 
tività di questa funzione di trasferimento a variazioni in un coefficiente di 
trasmissione di ramo F,m(z) è definita come 


OT,,(2) 
OF nm(2) 
Fettweis [19] e Seviora e Sablatash [18] hanno dimostrato che 
i Tu sa Iovino (4.77) 
OF.a 


dove non abbiamo indicato esplicitamente la dipendenza funzionale da 
(2), e dove Tan è la funzione di trasferimento dal nodo a al nodo n € 
Tm quella dal nodo m al nodo b. 

Per dimostrare questo risultato consideriamo le tre reti rappresentate 
in fig. 4.40. La rete originale, mostrata in fig. 4.40 (a), è contraddistinta 
dalle variabili senza apice ed è chiamata per comodità rete senza apici 
La fig. 4.40 (b) mostra la rete trasposta di quella originaria, detta rete con 
apici, e la fig. 4.40 (c) rappresenta il sistema originale con una perturba- 
zione AF,m nel coefficiente di trasmissione di ramo F,m. Questa rete viene 
chiamata rete con due apici. Assumiamo che ogni rete sia eccitata dalla 
stessa sorgente X, come mostrato in fig. 4.40, 

Usando la relazione (4.65) per i sistemi con apice e con doppio apice. 
si ottiene 

CARLA N 
> D(WiVi — WiVjn) +2 (WXr- WiX;) = 0 (4.78) 
keel 


kl f=1 
Spezzando la sommatoria doppia in due e scambiando gli indici nella se 
conda sommatoria doppia risultante, si ha 

N N 


N 
> X(WiWi— WWW) + (WIXE— WEX)) = 0 (4.79) 


kol j=l kl 
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(a) 


(b) 


(c) 


Fig. 4.40 Tre rotì in relazione tra loro, usate per derivare la relazione di sensitività (4,77): 
(a) rete originaria; (b) rete trasposta (sistema con apici); (c) sistema originale 
con un errore nel coefficiente di trasmissione di ramo F,,, (sistema con due apici). 


Usando la relazione (4.79) e il fatto che per definizione è 
Vi, = FW; 


e 


È Vin = FiWi 

SI ottiene 
N N N | 
X XW5W(Fh— Fi) +2 (WXk- WiX) = 0 (4.80) 
kol j=1 k=1 


Dalla fig. 4.40 osserviamo che le reti con apice e con doppio apice sono 
l'una la trasposta dell'altra ad eccezione del ramo (nm). Perciò, in base 
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alla definizione di trasposta, si ha F& — Fi, = 0 per tutti i K e j escluso 
il ramo (nm)e * 


Fia Fo = AF 


Quindi tutti i termini della sommatoria doppia che compare nella (4.80) 
sono nulli eccetto uno. Inoltre, poiché solo un nodo di ciascuna rete ha 
un valore di sorgente non nullo (il nodo a per la rete con doppio apice, 
il nodo b per la rete con apice), si può scrivere 


W°W', DFnm + X(Wi- W)=0 (4.81) 


Ora esprimiamo le variabili di nodo di questa relazione in termini dell'in. 


gresso alla sorgente X e delle opportune funzioni di trasferimento dai nodi 
sorgente, ottenendo 


Wi 
Win = TimX i TX 
Wi = TX 


Wi si TaoX = [Tao Ja AT5]X 


= TiaX er TX 


dove abbiamo definito AT, la variazione nella funzione di trasferimento 
tra ingresso e uscita dovuta a una variazione AF,m del coefficiente di 
trasmissione F,,m., Sostituendo queste relazioni nella (4.81) si ricava 


[aa SFna | Ton si Tao sa AT] X® =0 


Poiché questa uguaglianza vale per qualsiasi X, si può scrivere 


TinTmo AFum = AT (4.82 
o anche 
AT, A | 
ab == Toadlaò (4.83 
AF 


Facendo il limite della (4.83) per AF,m> 0 si ha 


AT, RES 
lim Fai = lim [TT] (483 


Alum*0 AFnm* 


nm 


Quando AF,m > 0 la rete con doppio apice tende a quella senza apic 
per cui risulta 


OT, 34) 
a — Tenda (4.85 
OFnm 


Abbiamo quindi ricavato la relazione di sensitività desiderata, che lega la 
variazione nella funzione di trasferimento 7, alla variazione nel cocfîì 
ciente di trasmissione di ramo F,m. La caratteristica interessante di quest 
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espressione è che la sensitività è espressa in termini di funzioni di trasfe- 
rimento della rete che possono essere calcolate usando il metodo matri- 
ciale del par. 4.2. Per determinare la variazione AT, della funzione di 
trasferimento Ta, prodotta da una grande variazione AFnm di Fam, si può 
usare lo sviluppo in serie di Taylor 


Tn 17, 
AFa AFam 4.86 
3F,,. mt 33 2° ( V+. (4.86) 


AT = 


Le derivate (sensitività) di ordine più elevato di 7a rispetto a Fum si pos- 
sono calcolare dalla (4.85) applicando la regola di derivazione in catena. 


Crochiere [20] ha dimostrato che in questo modo si giunge all’espres- 
sione 


AF 
AF 


mm 


’ Tan! USTIA 
A Tab = 


Ea n 


(4.87) 


nm 


Nel probl. 19 di questo capitolo è suggerito un modo per derivare que- 
sto risultato. 


SOMMARIO 


L'oggetto di questo capitolo è stato la rappresentazione dei filtri 
numerici in termini di diagrammi a blocchi, grafi di flusso di segnale e 
notazione matriciale. Dopo avere introdotto da un punto di vista generale 
la rappresentazione mediante grafi di flusso di segnale c quella matriciale, 
abbiamo presentato un certo numero di strutture fondamentali per i filtri 
IR e FIR. 

Uno dei fattori importanti nella scelta di una struttura per la realiz- 
razione di un filtro è l'effetto della precisione finita dei coefficienti. Per 
questa ragione abbiamo svolto alcune considerazioni sulla quantizzazione 
dei parametri in relazione alla scelta della struttura del filtro. Abbiamo 
poi introdotto il tcorema di Tellegen per i filtri numerici. A_ partire da 
questo teorema sono state sviluppate parecchie proprietà importanti delle 
strutture dei filtri, compreso il teorema di trasposizione per i grafi di flusso 
di segnale. A conclusione del capitolo è stata derivata una formula di sen- 
sitività per le reti usando il teorema di Tellegen. Questa formula costituisce 
uno strumento utile per calcolare la sensitività delle strutture dei filtri c 
inoltre conduce a un'espressione per la sensitività a grandi variazioni dei 
parametri, 


214 


BIBLIOGRAFIA 


1, 
2. 
3. 


15. 


16. 


17. 
18. 
19. 


20. 


S. J. Mason and H. J. Zimmermann, Electronic Circuits, Signals, and Systems, 
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1960. 

Y. Chow and E, Cassignol, Linear Signal-Flow Graphs and Applications, 
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1962. 

R. E. Crochiere, “Digital Network Theory and Its Application to the Analysis 
and Design of Digital Filters,” Ph.D. Thesis, Department of Electrical 
Engineering, MIT, 1974. 


. S. K. Mitra and R. J. Sherwood, ‘“Canonic Realizations of Digital Filters 


Using the Continued Fraction Expansion,” [EEE Trans. Audio Electroacoust., 
Vol. AU-20, 1972, pp. 185-194. 


. A. Fettweis, “Digital Filter Structures Related to Classical Filter Networks," 


Arch. Electronik Ubertragungstechnik, Vol. 25, 1971, pp. 70-89. 


. A. Fettweis, “Some Principles of Designing Digital Filters Imitating Classical 


Filter Structures,” /EEE Trans. Circuit Theory, Vol. CT-18, 1971, pp. 314-316. 


. R. E. Crochiere, “Digital Ladder Structures and Coefficient Sensitivity," 


IEEE Trans. Audio Electroacoust., Vol. AU-20, 1972, pp. 240-246. 


. S. K. Mitra and R. J. Sherwood, “Digital Ladder Networks," /EEE Trans. 


Audio Electroacoust., Vol. AU-21, 1973, pp. 30-36. 


. B. Gold and C. Rader, Digita! Processing of Signals, McGraw-Hill Book 


Company, New York, 1969. 


. W. Schuessler, “On Structures for Nonrecursive Digital Filters,” Arch. 


Electronik Ubertragungstechnik, Vol. 26, 1972, pp. 255-258. 


. J. B. Knowles and E. M. Olcayto, ‘“Coefficient Accuracy and Digital Filter 


Response,” /EEE Trans. Circuit Theory, Vol. CT-15, Mar. 1968, pp. 31-41. 


+ J. F. Kaiser, “Digital Filters," Chapter 7 in System Analysis by Digital Com- 


puter, F. F, Kuo and J. F, Kaiser, John Wiley & Sons, Inc,, New York, 1966. 


.J. F. Kaiser, “Some Practical Considerations in the Realization of Lincar 


Digital Filters," Proc. 3rd Allerton Conf. Circuit System Theory, Oct. 20-22, 
1965, pp. 621-633. 


. O. Herrmann and W. Schuessler, ‘“On the Accuracy Problem in the Design 


of Nonrecursive Digital Filters,” Arch. Electronik. Ubertragungstechnik, Vol. 
24, 1970, pp. 525-526. 

D. S. K. Chan, “Roundoff Noise in Cascade Realization of Finite Impulse 
Response Digital Filters,” M.S. Thesis, Department of Flectrical Engineering, 
MIT, June 1972. 

D. S. K. Chan and L. Rabiner, ‘Analysis of Quantization Errors in the Dircct 
Form for Finite Impulse Response Digital Filters,” /EEE Trans. Audio Electro- 
acoust., Vol. AU-21, Aug. 1973, pp. 354-366. 

P. Penfield, Jr., R. Spence, and S. Duinker, 7ellegen's Theorem and Electric 
Networks, MIT Press, Cambridge, Mass., 1970. 

R. Seviora and M. Sablatash, “A Tellegen's Theorem for Digital Filters" IEEE 
Trans. Circuit Theory CT-18 1971, pp. 201-203. 

A. Fettweis, “A General Theorem for Signal-Flow Networks, with Applica 
tions," Arch. Electronik Ubertragunygstechnik, Vol. 25, 1971, pp. 557-561. 

R. Crochiere, “Some Network Properties of Digital Filters,” Proc. 1973 
Intern. Symp. Circuit Theory, April 9-11, 1973, pp. 146-148. 


215 


PROBLEMI 


1. Determinare le funzioni di trasferimento delle due reti di fig. P4.1 e mostrare 
che esse hanno gli stessi poli. 


Rete 1 


Rete 2 


IAA TA 
x(n) e, 4 y(n) 
1 


Z 


Fig. P4,2 


2. Con riferimento alla rete di fig. P4.2, determinare tutti i possibili ordinamenti dei 
nodi tali che le variabili di nodo possano essere calcolate in sequenza. 


3. Nel par. 4.2 è stato affermato che una condizione necessaria e sufficiente per la 
calcolabilità di un grafo di flusso è che i nodi possano essere numerati in modo 
tale che nella matrice F.' ci siano soltanto zeri sopra la diagonale principale e che 
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gli elementi della diagonale principale siano nulli. In questo problema si vuole di: 
mostrare che l'affermazione è vera. 


Siano cu gli elementi della matrice F.. 


(a) Si assuma che nella matrice F,'.ci siano soltanto zeri sopra la diagonale prin: 
cipale e che gli elementi della diagonale principale siano nulli, in modo che 
cu = 0 per j > k. Mostrare che in questo caso le variabili di nodo wi(n), 
wi(n), ... posspno essere calcolate in sequenza, cioè, prima wi(n), poi w:(n), 
etc. Per far ciò è necessario mostrare che il calcolo di w,(n) non utilizza le 
variabili di nodo w;(n) con / = i. Il calcolo può, naturalmente, utilizzare qual. 
siasi elemento del vettore w(n —1) in quanto questo corrisponde alla prece 
dente iterazione del grafo di flusso. 

La parte (a) mostra che la condizione trovata è una condizione sufficiente 
per la calcolabilità. Si vuole ora mostrare che essa è anche una condizione 
necessaria. 

(b) Si assuma che nella matrice F,' ci sia almeno un elemento non nullo sopra 
o sulla diagonale principale. Mostrare che in questo caso le variabili di nodo 
non possono essere calcolate in sequenza. 

La parte (b) mostra che la condizione enunciata è una condizione ne 
cessaria poiché, se i nodi non possono essere numerati in modo tale che F 
sia nulla sopra e sulla diagonale principale, allora non c'è alcun ordina 
mento in corrispondenza del quale le variabili di nodo possano essere cal 
colate. 


4. Nel derivare la rappresentazione matriciale delle eq. (4.29) dalle (4,21) si è assunte 
che la matrice [I — F.'] sia non singolare. Usando i risultati del precedente prob! 
3, mostrare che per un grafo di flusso calcolabile questa assunzione è sempre 
valida. 


5. Nelle eq. (4.29) la rappresentazione matriciale del grafo di flusso è in una forma 
in cui w(,1) è espresso esplicitamente in termini soltanto dei valori passati delle 
variabili e del valore attuale dell'ingresso. In questo problema si vuole modificare 
tale rappresentazione in modo tale da ottenerne una in cui il vettore di nodo w(} 
al tempo n; può essere calcolato dal vettore di nodo w(n) al tempo m e dal vettore 
di ingresso 8(n) per m Sn & mu 
(a) Modificare l’eq. (4.29a) per esprimere w(n) in termini di w(n —2) e degli 

ingressi x(n —1) e x(n). 

(b) Sia rm = rm + M dove M è costante. Generalizzando la procedura ed il risul 
tato della parte (a), determinare una rappresentazione matriciale basata sulla 
eq. (4.29a) ma nella quale w(m) è espresso in funzione di w(rns) e degli in 
gressi x(m — M), x(i1 — M+ 1),..., x(M). 


yin ya(n) 


Fig. P4.6-1 


6. In figura PA. 6-1 è indicata una rete di elaborazione numerica A con due ingressi. 
xi(n) e x(n), e due uscite yi(1) e y(M! La rete A può essere descritta con le due 
equazioni alle porte ; 


Yi(2) = Hi(2)X,(2) + Ha(2)X(2) 
Ya(2) = Hg(2)X(2) + H(2)X3(2) 
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dove 
1 
Hz) = ii 
Hx(2) = 1 
I 1 
HO Ta 


(a) Disegnare il grafo di flusso che realizza la rete. Il coefficiente di trasmissione 
di ogni ramo deve essere una costante oppure una costante per z-'. Funzioni 
di z-' di crdine più elevato non possono essere usate come coefficienti di 
trasmissione dei rami. 


x(n) x2(n) 


VO) 


ya(n) 


Fig. P4.6-2 


(b) Scrivere il sistema di equazioni corrispondenti alla rete trovata nella parte (a) 
nella forma delle equazioni (4.21). 

(c) Determinare un ordinamento dei nodi nel grafo di flusso in corrispon- 
denza del quale il grafo di Musso mon è calcolabile e determinare un ordina 
mento dei nodi per il quale il grafo di flusso è calcolabile. 

(d) Si desidera ora connettere una rete B alla rete A come è indicato in fig. 
P4.6-2. La rete B non ha nodi sorgente interni ed è caratterizzata dalla fun- 
zione di trasferimento Xx(2) = Yx(2)Mp(2). Si osservi che a causa della nota- 
zione usata per la rete A, y;(m) indica l'ingresso alla rete B e x:(n) è l'uscita. 
Esaminando il grafo di flusso della parte (a) o le equazioni della parte (b), 
determinare una condizione necessaria e sufliciente su //n(2) in modo tale che 
il sistema complessivo di fig. P4.6-2 sia calcolabile. Se si incontrano difficoltà, 
provare prima Je due possibilità Hn(2) = 1 e Hn(2) = 2". 


- Si consideri il sistema lincare causale a tempo discreto descritto dall'equazione 
alle differenze 


y(n) — fy(a- 4 Ayla - 2) > x) 1 ix(n — 1) 


Disegnare un grafo di flusso di segnale che realizzi questo sistema in ognuna 
delle seguenti forme: 

(a) Forma diretta I 

(b) Forma diretta TI 

(c) Cascata 

(d) Parallela 

Per le forme in cascata ed in parallelo usare soltanto blocchi del primo ordine. 


- Per molte applicazioni è utile avere una rete numerica che generi una sequenza 
sinusoidale. Uno dei modi possibili per far ciò è utilizzare una rete la cui risposta 
all'impulso è e'©0"u(n).Le parti reale ed immaginaria di questa risposta sono allora, 
rispettivamente, (cos ww)u(n) e (sin ww)u(n). 
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10. 


Nel realizzare un sistema con risposta all'impulso complessa, la parte reule e 
la parte immaginaria sono trattate come uscite separate. Scrivendo prima l'equa 
zione alle differenze complessa che produce la risposta desiderata, ed eguagliando 
le parti reali e le parti immaginarie dei due membri, disegnare una rete numerica 
che realizza questo sistema. Tale rete può avere soltanto coefficienti reali. Questa 
realizzazione è spesso indicata come oscillatore in forma accoppiata. 


Il sistema con funzione di trasferimento H(z) = (2°' —a)/(1 —az7') è un sistema 
passa-tutto, cioè la sua risposta in frequenza ha modulo unitario. 


(a) Disegnare una rete che realizza questo sistema nella forma diretta II. 


(b) Nel realizzare la rete della parte (a), i coefficienti devono, naturalmente, essere 
soggetti a quantizzazione, Con i coefficienti quantizzati la rete della parte (a) 
corrisponde ancora ad una rete passa-tutto? 


L'equazione alle differenze che lega l'uscita all'ingresso del sistema passa 
tutto può essere espressa come 


y() — ay(n 1) — x(n 1) — ax(n) 
o equivalentemente 


y(n) = aly(n — 1) — x(M] + x(n — 1) (P4.9-1) 


(c) Disegnare una realizzazione di rete dell'eq. (P4.9-1) che richieda due rami con 
ritardo ma solo un ramo con coefficiente di trasmissione diverso da 4 1 0 
da — 1. 


(d) Con i coefficienti quantizzati, la rete della parte (c) corrisponde ancora ad 
una rete passa-tutto? 
Il principale svantaggio della realizzazione della parte (c) rispetto a quella 
della parte (a) è che essa richiede due ritardi, In qualche applicazione, co. 
munque, è necessurio realizzare una cascata di blocchi passa-tutto. Per N 
blocchi passa-tutto in cascata è possibile utilizzare una realizzazione di ciascun 
blocco nella forma determinata nella parte (c) ma usando soltanto (N + 1) 
rami con ritardo. Questo si ottiene, essenzialmente, mettendo in comune un 
ritardo fra più blocchi. 


(e) Si consideri il sistema passa-tutto con funzione di trasferimento 


(P4.9-2) 


Disegnare una rete che realizza questo sistema connettendo in cascata duc 
reti della forma ottenuta nella parte (c) in modo tale che siano richiesti solo 
tre rami con ritardo. 


(f) Con i coefficienti quantizzati, la rete della parte (c) corrisponde ancora ad 
una rete passa-tutto? 


f: stata proposta (S.K. Mitra c R.J. Sherwood, « Canonic Rcalization of Digital 
Filters Using the Continued Fraction Expansion », /EEE Trans. Audio Electro: 
acoust., Vol. AU-20, 1972, pp. 185-194) una classe di strutture di filtri numerici 
basate sulle espansioni di frazioni continue. Esistono molte forme per tali strut 
ture, e in questo problema ne illustreremo una particolare. 


Si consideri una funzione di trasferimento #(z) della forma 


bo + bi2-1 a a baz! 


H(z) = 7 
@) 1-az1-.., — ayz27N 


dove si assume che bi 4 0,ay 0 e MN. 
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Moltiplicando numeratore e denominatore di (z) per 2" essa può essere 
espressa come 


bpzN + byizcN3 +... + bygz NM 


H(z) = 
@ zN -— agzgN1 —.. 


È“ se AN 

Effettuando la divisione tra numeratore e denominatore si ottiene 
H(z) = Ag + Go(2) 

dove Ao = bi e Gy(z) assume in generale la forma 


N-1 
CZ He sa: Cn 
GA = N=i 
dig: ria = 


Ora se cr 30 e se si divide il denominatore per il numeratore, si può 
esprimere Gi(z) come 


{| 
ade ee 


dove Gi(z) assume la forma 


Gi(2) » _ art ES 
I 


Si può ripetere la divisione del denominatore per il numeratore ottenendo 


| 
G ” vi. 
na) Ay | Baz | Gy(2) 


Così, assumendo che le funzioni razionali {Gy(2)}, K = 0, 1,..., N, ottenute 
con questo procedimento abbiano il numeratore di grado N —k —1 ed il deno- 


minatore di grado N — k, allora /(z) può essere espressa come 
I 
H@)=A,t — i 
Ai + Biz + i 
Ar + Biz + 
Ù (P4.10-1) 
+ I 
Ax + Byz 


Per ricavare una rete basata sulla (P4.10 - 1), basta realizzare soltanto la fun- 
zione di trasferimento 


I 
Gi(2) — CRA (P4.10-2) 
73 (2) Assi + Bigi + Gel) 
Moltiplicando numeratore e denominatore della (P4.10-2) per (1/Ba)z' si 
ottiene 
(Bi) 
Gx(2) (Brea (P4.10-3) 


I + (Axya/Bra1)2" + (17By41)2 !Gr4 a (2) 
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LE 


Una rete che realizza la (P4.10-3) è mostrata in fig. P4.10 


Gh+1(2) 
Fig. P4.10 


(a) Poiché ogni G.(z) può essere realizzata da una rete simile, ciò suggerisce una 
struttura completa per //(2) espressa nella forma (P4.10-1). Assumendo che 
N sia dispari, disegnare la rete per tale struttura. Ogni ramo in questa rete 
deve avere un cocfliciente di trasmissione che è una costante o una costante 
moltiplicata per z-'. 

(b) Per il sistema del secondo ordine con funzione di trasferimento 


1 


HA)= ————______-, 
(A) 1 — 2r cos 021 + r3278 


esprimere H(z) nella forma (P4.10-1). 


(c) Disegnare la rete che realizza il sistema della parte (b) nella forma che è 
stata determinata nella parte (a). 


Il processo di produzione della voce può essere modellato con un sistema lincare 
che rappresenta il tratto vocale, cccitato da sofli d'aria emessi attraverso le corde 
vocali. Per sintetizzare la voce con un calcolatore numerico, un possibile approe 
cio consiste nel rappresentare il tratto vocale come una cascata di tubi acustici 
cilindrici di uguale lunghezza ma sezione differente, come mostrato in fig. P4.I1 


Fig. P4.11 


Assumiamo che si voglia simulare questo sistema in termini della portata 
rappresentante il flusso d'aria. L'ingresso è accoppiato al tratto vocale attraverso 
una piccola apertura, costituita dalle corde vocali. Assumeremo che l’ingres- 
so sia rappresentato dalla variazione di portata del flusso d'aria al bordo sinistro, 
ma che la condizione al contorno per le onde viaggianti nel medesimo bordo sia 
di portata netta nulla. Ciò è analogo ad una linca elettrica di trasmissione pilotata 
da un generatore di corrente. Come uscita del sistema prendiamo la portata in 
corrispondenza del bordo destro. Assumiamo infine che ogni sezione sia senza 
perdite. 

Ad ogni interfaccia tra le diverse sezioni viene trasmessa alla sezione suc- 
cessiva un'onda viaggiante diretta con un certo coefficiente c questa stessa viene 
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-r sin @ 


(d) 
Fig. P4.12 
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12. 


13. 


riflessa come un'onda viaggiante inversa con un diverso coefficiente. In maniera 
simile, un'onda viaggiante inversa che arriva ad un'interfaccia è trasmessa con 
un coefficiente e' riflessa con un altro. Più precisamente, se consideriamo un'onda 
viaggiante diretta f, in un tubo con sezione A; che arriva all’interfaccia con un 
tubo di sezione A:, allora l'onda viaggiante diretta trasmessa è (1 + @)f, e quella 
riflessa è af,, dove 

An cari Ai 


x = 


A +4g 


Si consideri che la lunghezza di ogni sezione sia 3.4 cm con la velocità del suono 
nell'aria di 34.000 cm/s. Disegnare una rete numerica che realizza il tubo a 
quattro sezioni di fig. P4.11, con l’uscita campionata alla frequenza di 20 kHz. 

Nonostante la lunga introduzione, questo è un problema che può essere risolto 
in maniera ragionevolmente semplice. Se si incontrano delle difficoltà nel ragio 
nare in termini di tubi acustici, si consiglia di ragionare in termini di sezioni di 
linee di trasmissione con impedenze caratteristiche differenti. Proprio come ne! 
caso delle linee di trasmissione, risulta difficile esprimere la risposta all'impulso 
in forma chiusa. Disegnare direttamente la rete in base a considerazioni fisiche, 
in termini di impulsi viaggianti in senso diretto e inverso in ogni sezione, 


In fig. P4.12(n)-(d) sono mostrate alcune reti. Determinare la trasposta di ognuna 
di esse e verificare che in ciascun caso la rete originale e la trasposta hanno ls 
stessa funzione di trasferimento. 


In fig. P4.13-1(a)-(f) sono mostrate sei reti numeriche. Determinare quale delle 
ultime cinque [cioè da (b) fino a (f)] ha la stessa funzione di trasferimento di (a) 
Alcune possibilità possono essere eliminate per ispezione. 


. Nel par, 4.54 è stata derivata la struttura basata sul campionamento in fre 


quenza per filtri FIR, ricavata da un'espansione della funzione di trasferimento 
H(z) in termini della DFT della risposta all'impulso o equivalentemente in ter 
mini di N campioni equispaziati sul circolo unitario. L'espansione usata è quella 
data nella (4.43), cioè 


1: 2 ((.9) 


H(z)=(1-2N) (P4,14-19) 


dove 
PIA) = H(]sw,-A (P4.14-15) 


Per derivare altre strutture FIR basate su formule di interpolazione polinomiale, 
le (P.4.14-1a) e (P4.14-1b) sono state gencralizzate (nel par. 4.5.5) nelle (4.53). 
(4.54) c (4.55): 


PN He a 
H(z) = P(2) È Fou 555 (P4.14-20 
dove 
N-1 
Pa) = IT (1 — 24279) (P4.14-2) 
€ N-1 
Pi) = IT — 2:27) (P4.14-20) 
tel 


igk 
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x(n) _, Y(n) 
z 


(b) 


(d) 


Fig. P4.13 
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Fig. P4.13 (Continuaz.) 


In questo problema si vuole verificare una serie di affermazioni che sono state 
fatte nei par. 4.5.4 e 4.5.5 circa le (P4.14-1) e (P4.14-2). 

(a) Mostrare che le (P4.14-1) sono un caso speciale delle (P4.14-2), cioè mostrare 
che se 24 = Wa, allora Je (P4.14-2) si riducono alle (P4.14-1), Come conse 
guenza, basta concentrarsi solo sul caso più generale rappresentato dalle 
(P4,14-2). 

Mostrare che (2) come è espressa dalle (P4.14-2) è un polinomio in 2’ d' 
grado (N —1). Per far ciò è necessario mostrare che non ci sono poli eccett 
che per z = 0 e che non ci sono potenze di 2°' di ordine più elevato d' 
(N --1). 

Si desidera infine verificare che H(2) come è espressa dalle (P4,14-2) fornisce 
i valori corretti nei punti di campionamento nel piano 2, cioè si desider* 
verificare che per z = z; il secondo membro della (P4.14-2a) si riduce * 
H(z,). 

Mostrare, usando la regola di L'Hopital, che 


al H(24) Ì 
POE rasta] 00 


15. Consideriamo un filtro con risposta all'impulso finita e per il quale fa rispost* 
in frequenza ha la proprietà che 


(b 


- 


(e 


_ 


lim 


ur 


H(e!®) = \H(e!)]e ten 


16 
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dove rm non è necessariamente un intero. Sia N la lunghezza della risposta al- 
l'impulso. Ricordiamo che questa è completamente specificata da N campioni 
di H(e'*) presi a w = 2rk/N, k= 0, 1,.., N-+1. 


(a) Rappresentare |H(e?)| per il caso N = 15, m= 0, e 


li; k=0 
IH2| = |H(e!87}15)| = (1/2,  k=1,14 
0, altrove 


(b) Scrivere un’espressione generale per /(n) in termini degli H, (non si assuma 
Mo = 0). 

(c) Rappresentare /(n) per i casi (1) rm = (N —1)/2= 7, e (2) m= N/2 = 15/2, 
dove gli |H,| sono come nella parte (a). 

(d) Disegnare il grafo di flusso che realizza questo sistema quando N = 15, 


m = 15/2, e gli |H,| sono come in (a). Questa realizzazione deve essere nella 
forma di un filtro ricorsivo, cioè basato sul campionamento in frequenza, 


Un sistema FIR causale ed a fase lincare ha la proprietà che fin) = AN 1 —m 

per m= 0, 1, .., N +1. Questa condizione di simmetria è stata usata nel par. 

4.5.3 per mostrare che i sistemi che la soddisfano hanno fase lineare corrispon- 

dente ad un ritardo di (N —1)/2 campioni. Questa condizione dà origine ad una 

notevole semplificazione della realizzazione basata sul campionamento in frequenza 

espressa dalle (4.49) e (4.50). 

(a) prode la precedente condizione di fase lincare, mostrare che per N pari è 
H(N/2) = 0. 

(b) Determinare una espressione per OK) per & = 0, 1, ..., N —1 che sia valida 
per N pari. Può essere utile far riferimento ai risultati del par. 4,53. 

(e) Usando i risultati delle parti (a) e (b), mostrare che per fn) con fase lineare 
e N pati, le (4.49) e (4.50) si semplificano nel modo sepuente 


ua) = L=" (NYA (1) 1A) 2008 (#K/NM1 — 271) MELLO) ] 
N i 1 — 227 cos (2rk/N) 4 27? {ar 


(è stato assunto per comodità che r = 1). 


{d) come si modifica la precedente espressione se N è dispari? 

{c) Disegnare un grafo di flusso che rappresenti la funzione di trasferime.to 
ricavata nella parte (c). =; 

(D Se un numero sufficiente di coefficienti [HI sono nulli, la struttura basata 
sul campionamento in frequenza può richiedere un minor numero di opera 
zioni aritmetiche che non la realizzazione in forma diretta. Quanti coefficienti 
possono essere non nulli e dare ancora luogo a un numero di addizioni e 
moltiplicazioni minore che nella forma diretta? 


Nel par. 4.5.4 e nel precedente probl. 16 è stata ottenuta una classe di strutture 
basate sul campionamento in frequenza, che si ricavano campionando la risposta 
in frequenza di un sistema FIR alle frequenze wi = 2rk/N, ki = 0, 1,.., NI. 
Un secondo tipo di struttura basata sul campionamento in frequenza può essere 
ottenuta campionando la risposta in frequenza di un sistema FIR alle N frequenze 


n= 77 4 D bed 


Definiamo campioni in frequenza di tipo 2 i seguenti 


IC) — H(2)], 1%, kK=0,t,...,N-1 


(n) Mepeimiene la risposta all'impulso /(n) in termini dei campioni in frequenza 
el tipo 2. 
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(b) Seguendo la stessa' procedura adottata nel paragrafo 3.5, mostrare che H(2) 
può essere espressa come 


14::NNI AM 
NO foi — ely 37-i 


H(z) = 


dove WE + ef(&m/N)k, 
(c) Se si esprimono i campioni in frequenza del tipo 2 in forma polare come 


Fk) = | ()ei9 K 


determinare le condizioni su |PI(K)| e 0(k) che assicurano che /(n) è reale. 
(d) Usare le condizioni della parte (c) per mostrare che per N pati è 


mey — LEE [RI UAC [cos (00) — 27! cos (0(k) — @r/NI + DI 
N Î xo 1 — 22 cos [(27r/N)(K + 3)] + 27? 


(e) Come si modifica la precedente espressione se N è dispari? 

(f) Se il sistema ha fase lineare con ritardo di (N —1)/2 campioni, scrivere 
un'espressione di 0(k) quando N è pari. 

(g) Usare i risultati della parte (f) per mostrare che per N pari e fase lineare è 


4 z°N[(N/2)-1 Di + Dania 
H(2) » ee | ) 1 2A DEA + 27%) sin (mk Li 


o 1 - 22° cos (2r(k + DIN) +2 3° 


(h) Come si modifica il risultato della parte (g) se N è dispari? 


Questo problema cd il 16 sono basati sul lavoro di L. Rabiner e R. Scha- 
fer, « Recursive and Nonrecursive Renlizations of Digital Filters Designed by 
Frequency Sampling Techniques», IEEE Trans, Atuio Electroaconst,, Vo 
AU-19, No. 3, Scpt, 1971. 


18. (a) Verificare che il teorema di Tellegen nella forma (4.62) è valido per le due 
reti di Fig. 4,39. 


(b) Ripetere In parte (a) per il teorema di Tellegen nella forma (4.65). 


19, Nel par. 4.7,3 è stata presentata un'espressione [la (4.87)] che fornisce la varia: 
zione nella funzione di trasferimento di un grafo lineare di flusso di segnale cav 
sata da una grande variazione nel coefficiente di trasmissione di un ramo. In 
questo problema si desidera ricavare quel risultato. 


Per derivare questa relazione iniziamo con l'esprimere AT,» in serie di Taylor 
come 


uti E "Tar (4F,,,}t (P4.19-1) 
ab xa k! IFK, nm . 


dove 7, indica la funzione di trasferimento dal nodo @ al nodo b quando il 
coefficiente di trasmissione del ramo che unisce il nodo n con il nodo m è dato 
da F.. e AT, indica la variazione nella funzione di trasferimento quando i! 
coefficiente di trasmissione del ramo cambia di AF,m 


(n) Usare In (4.85)) per mostrare che 2°7p/2F?m può essere espresso come 


AT, 
3Fi. = 2TmnTanTmb 


(b) Mostrare in maniera simile che 


a SIT Tan Td 
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I risultati delle parti (b) e (c) si generalizzano nella seguente espressione 


ok 
a TR ÈTanTmo n21 (P4.19-2) 
nm 


(c) Combinando le (P4.19-1) e (P4.19-2), mostrare che è 


TanTbAFn m 


ATa = Les TmnAFam 


(P4.19-3) 


20. Usare la (4.87) per mostrare che per un filtro numerico non ricorsivo, una grande 
variazione nel coefficiente di trasmissione di un ramo genera una variazione pro- 
porzionale nella funzione di trasferimento globale, cioè mostrare che AT è 
proporzionale PA Fm. 


5. TECNICHE DI PROGETTO DI FILTRI NUMERICI 


5.0 INTRODUZIONE 


Nella sua accezione più generale, un filtro numerico è un sistema 4 
tempo discreto invariante alla traslazione realizzato usando un’aritmetica 
a precisione finita, Il progetto dei filtri numerici richiede tre passi fon 
damentali: (1) la specificazione delle proprietà desiderate del sistema; (2) 
l’approssimazione di tali specifiche per mezzo di un sistema causale 4 
tempo discreto; e (3) la realizzazione del sistema usando l'aritmetica ? 
precisione finita. Benché questi tre passi non siano certamente indipendent: 
l'uno dall'altro, riteniamo conveniente concentrare la nostra attenzione in 
questo capitolo principalmente sul secondo passo, in quanto il primo è 
molto dipendente dalle particolari applicazioni mentre il terzo è trattato 
nei capitoli 4 e 9. 

In pratica si presenta spesso il caso che il filtro numerico desiderato 
debba essere usato per filtrare un segnale numerico derivato da un segnale 
analogico attraverso un campionamento periodico. Le specifiche sia de! 
filtri analogici che numerici sono date spesso (ma non sempre) nel dominio 
della frequenza, come è il caso, per esempio, dei filtri passa-basso, passa 
banda e passa-alto, cioè dei filtri selettivi in frequenza. Una volta data ls 
velocità di campionamento, è immediato passare dalle specifiche in fre 
quenza sul filtro analogico alle specifiche in frequenza sul corrispondente 
filtro numerico, essendo le frequenze analogiche definite in termini di 
Hertz e quelle numeriche in termini di angoli lungo la circonferenza uni 
taria con il punio z = —1 corrispondente a metà della frequenza di cam 
pionamento. Esistono tuttavia applicazioni nelle quali il segnale numerico 
da filtrare non è derivato da un segnale analogico per mezzo di un campi® 
namento periodico, e inoltre, come si è osservato nel par. 1.7, esistono 
diversi altri modi, oltre il campionamento periodico, per rappresentare 
funzioni del tempo analogiche per mezzo di sequenze. In aggiunta a ciò 
va detto che per la maggior parte delle tecniche di progetto che discute 
remo, il periodo di campionamento non gioca alcun ruolo nel procedi: 
mento di approssimazione. Pertanto il punto di vista che genera minor 
confusione riguardo al progetto dei filtri numerici è quello di considerare 
i filtri specificati in termini di angoli lungo la circonferenza unitaria piu! 
tosto che in termini di frequenze analogiche. 


] 
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Un problema a sé è quello di determinare un appropriato insieme 
di specifiche sul filtro numerico da progettare. Nel caso di un filtro passa- 
basso, per esempio, le specifiche prendono spesso la forma di un insieme 
di limiti di tolleranza, come quello rappresentato nella fig. 5.1!. La curva 
tratteggiata rappresenta la risposta in frequenza di un sistema che soddi- 
sfa le specifiche richieste. In questo caso è assegnata una banda passante 
all'interno della quale il modulo della risposta deve approssimare 1 con 
un errore di + 8, cioè 


1-d, <[H(e/)|<1+ò, lol<, 


È assegnata inoltre una banda oscura all’interno della quale il modulo 
della risposta deve approssimare zero con un errore minore di 82, cioè 


IH(e') <d, o slol<r 


La frequenza di taglio per la banda passante w, c la frequenza di taglio 
per la banda oscura w, sono date in termini di angolo nel piano z. Affinché 


THfei®)| 


dì 
Banda | Banda di 
passante ‘transizione 


I 
' 
' 
| 
I 
i i Banda 
I i oscura 
I 
I 9 
' 
ij 
' 


MUAUULLLLALLSLILI LI LLLI SALAME LA La 
y --- ---- 
- - - - 


Wi, TW 


p 


Fig. 5.1 Limiti di tolleranza nell'approssimazione di un filtro ideale passa-basso. 


tia possibile approssimare in questo modo il filtro ideale passa-basso, oc- 
corre anche assegnare una banda di transizione di larghezza non nulla 
ft, = tp) nella quale il modulo della Fisposta cali gradualmente dalla 
banda passante alla banda oscura. Molti dei filtri usati in pratica sono spe- 
cificati proprio da un simile schema di tolleranze, senza nessun vincolo 
sulla risposta di fase all'infuori di quelli imposti dai requisiti di causalità 
—£ stabilità, vale a dire che i poli della funzione di trasferimento devono 
trovarsi internamente al cerchio unitario. 

Dato un insieme di specifiche nella forma rappresentata in fig. 5.1, 
Il passo successivo è quello di trovare un sistema lineare a tempo discreto 
la_cui risposta in frequenza cada all’interno delle tolleranze prescritte, 
A questo punto il problema del progetto del filtro diventa un problema 


' In questa figura i limiti degli errori di approssimazione tollerabili sono indicati 
con le orizzontali tratteggiate. Si noti anche che è sufficiente disegnare le specifiche 
del filtro solo per 0 < w < n, in quanto il resto può essere dedotto in base alle note 
Proprietà di simmetria, 
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di approssimazione. Nel caso dei sistemi IIR si tratta di approssimare la 
risposta in frequenza desiderata mediante una funzione razionale, mentre 
nel caso FIR si ha a che fare con una approssimazione polinominale. Per 
ragioni di convenienza distingueremo nel seguito fra quelle tecniche di 
progetto che sono adatte ai filtri IITR e quelle adatte ai filtri FIR. Verranno 
prese in esame numerose tecniche di progetto per entrambi i tipi di filtri. 
Sono tecniche che vanno dalle procedure in forma chiusa, che richiedono 
la semplice sostituzione delle specifiche nelle formule di progetto, alle tec- 


niche algoritmiche, dove la soluzione si ottiene mediante procedimenti 
iterativi. 


UNI) 


5.1 PROGETTO DI FILTRI NUMERICI IIR DA FILTRI ANALOGICI 


L’approccio tradizionale al progetto di filtri numerici IIR comporta 
la trasformazione di un filtro analogico in un filtro numerico soddisfa- 
cente determinate specifiche. Questo è un approccio ragionevole in quanto: 


i. La tecnica di progetto dei filtri analogici è molto progredita e, poiché 
i risultati ottenibili sono buoni, risulta conveniente utilizzare i i proce 
dimenti già sviluppati per ì filtri analogici. 

2. Molti metodi di progetto di filtri analogici si basano su formule di pro- 
getto-in forma chiusa relativamente semplici. Pertanto i metodi di pro- 
getto di filtri numerici basati su tali formule sono alquanto semplici da 
applicare, 

3, In numerose applicazioni ha interesse usare un filtro numerico per 
simulare le prestazioni di un filtro analogico lineare tempo-invariante. 


Si consideri una funzione di trasferimento analogica, 


xS 
H() =" Re (5.1) 
* a I 
Za A, 


dove x.(1) è l'ingresso, ys(1) l'uscita e X2(s) e Y.(s) sono le loro rispettive 
trasformate di Laplace. Si assuma che H(s) sia stata ottenuta per mezzo d' 
uno dei tipici metodi di approssimazione usati nel progetto dei filtri analo 
gici (alcuni esempi sono discussi nel par. 5.2). L'ingresso e l’uscita di uN 
tale sistema sono legati dall’integrale di convoluzione 


Val) = n xa(7)h,(t — 7) dr (5.2) 


dove la risposta all'impulso he(!) è la trasformata di Laplace inversa di 
Hx(s). In alternativa, un sistema analogico che abbia una funzione di tr* 


231 


sferimento H.(s) definita dalla (5.1) può essere descritto dall'equazione 
differenziale 
tt ded 


Za =Y dk 


k=0 di ke dt 


(5.3) 


La corrispondente funzione di trasferimento razionale per filtri nume- 
rici ha la forma 


urne 
Sp Y(2) 
H(z) = EM 

}3 a,t* X(2) 


k=0 


(5.4) 


L'uscita del sistema è legata all'ingresso dalla somma di convoluzione 


y(n) = È xh — k) (5.5) 


k=-o%0 
0, equivalentemente, dall’equazione alle differenze 


N M 
Vaxy(n — k)= Y.byx(n — k) (5.6) 
k=0 k=0 


Nel trasformare un sistema analogico in un sistema numerico noi 
dobbiamo pertanto ottenere o H(z) o /(n) dallè corrispondenti funzioni 
del filtro analogico. In simili trasformazioni quello che generalmente si 
richiede è che le proprietà essenziali della risposta in frequenza analogica 
tiano conservate nella risposta in frequenza del filtro numerico risultante. 
Ciò implica innanzitutto che l’asse immaginario del piano s si mappi | nel 
<tteolo unitario del piano z. Una seconda condizione è che un filtro ana- 
logico stabile dia luogo a un filtro numerico stabile. In altri termini, se il 
Altro analogico ha poli solo nella metà sinistra del piano s, il filtro nume- 
meo dovrà avere poli soltanto internamente al cerchio unitario. fQuesti 
vincoli sono fondamentali per tutte lc tecniche che discuteremo im questo 


Paragrafo. 


SI Invarianza all'impulso 


Un primo procedimento per trasformare un progetto di filtro ana- 
logico in un progetto di filtro numerico consiste nello scegliere la risposta 
all'impulso di quest'ultimo come una sequenza costituita da campioni 
co cimente spaziati della risposta all'impulso del filtro analogico [1 — 4]. 

vvero 


h(n) = ha(nT) 


dove 7 è il periodo di campionamento. 


232 


Si può ‘dimostrare, generalizzando; la (1.29), che la trasformata 2 di 
h(n) è legata alla trasformata di Laplace di A.(t) dall’equazione 


io 27 ,\ 
Mole" $ H(s+1%%) 6 
y pe Srpit T 
Dalla relazione 2.=' e” si deduce che le strisce di ampiezza 2r/7 nel 
piano s si mappano nell’intero piano z come mostrato nella fig. 5.2. La 
metà sinistra di ogni striscia nel piano s viene a mapparsi nella parte 
interna alla circonferenza unitaria, la metà destra di ogni striscia nel 
piano s si mappa invece nella parte esterna alla circonferenza unitaria, € 
l'asse immaginario del piano s si mappa nella circonferenza unitaria in 
modo tale che ogni segmento di lunghezza 2x/T si mappa una sola volta 
lungo tale circonferenza. Dalla (5.7) risulta chiaro che tutte le strisce del 


Piano s Piano z 


Tu =S 


Fig. 5.2 Rappresentazione degli effetti del campionamento periodico. 


piano s vanno a sovrapporsi nel piano z per dar luogo, partendo dalla 
funzione di trasferimento analogica, alla funzione di trasferimento nume: 
rica. Pertanto il metodo dell’invarianza all'impulso non corrisponde a un 
semplice mappaggio algebrico del piano s nel piano z. 

La risposta in frequenza del filtro numerico è legata alla risposta in 
frequenza del filtro analogico dalla 


LS 0) 27 
H(ei°) = H( —- 4+j£ i) (5.8) 
val TÈ, J 1 J T 
Risulta chiaro, dalla discussione fatta a suo tempo (v. par. 1.7) sul teore- 

ma del campionamento, che, se e solo se 


H(j9) Ss 0, |Q] 2 m/T 
allora 


He) -1H,(19), ll 
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Sfortunatamente qualsiasi filtro analogico che si usi in pratica non sarà 
limitato in banda, e di conseguenza si ha interferenza tra i vari termini 
della sommatoria di (5.8), come illustrato nella fig. 5.3. 


Fia. 5.3 Rappresentazione grafica degli effetti di alfasing nella tecnica di progetto dell'in- 
varianza all'impulso 


A causa dell'aliasing cui dà luogo il processo di campionamento, la 
risposta in frequenza del filtro numerico risultante non sarà identica alla 
risposta in frequenza analogica da cui si è partiti, fi importante osservare 
che, se le specifiche del filtro sono date in termini di specifiche sul filtro 
Numerico da progettare, allora un cambiamento nel valore di 7 non ha 
effetto sulla quantità di aliasing comportata dalla tecnica di progetto del- 
l'invarianza all'impulso. Per esempio, riferendoci alla fig. 5.3, supponiamo 
che la frequenza di taglio del filtro numerico sia stata scelta pari ad Q,7. 
Questo valore (cioè questa frazione di 27) è pertanto vincolato ad essere 
la frequenza di taglio del filtro numerico passa-basso, c, se 7 viene ridotto, 
LL deve essere corrispondentemente aumentata nel filtro analogico in 
modo tale che 0,7 rimanga costante ed uguale alla frequenza di taglio 
ipecificata per il filtro numerico stesso. Quindi, se 7 viene ridotto nel 
tentativo di ridurre l'effetto di aliasing, Qu deve essere corrispondente- 
Mente resa più grande. Se ne deduce che se il filtro numerico da progettare 
è specificato in termini di frequenze sulla circonferenza unitaria, il para- 
Metro T risulta irrilevante nell'ambito della tecnica di progetto dell'inva- 
tianza all'impulso c potrebbe pertanto anche porsi uguale ad uno. Poiché 
'Uttavia nell'uso pratico di tale tecnica si include anche 7 nei parametri 
del progetto, è importante aver ben presente che tale parametro vi gioca 
tn ruolo del tutto secondario. 

Per approfondire l’interpretazione di questa tecnica di progetto in 
lermini di relazione tra i piani s e z, assumiamo che la funzione di tra- 
sferimento del filtro analogico sia espressa come sommatoria di fratti 
semplici, ovvero 

N 


H(5)=Y Aa (5.9) 


xi S — Sk 
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La corrispondente .rjsposta all'impulso è 


N 
‘hi(1) = DAxeN'u(1) 


kol 
dove u(t) è la funzione gradino unitario a tempo continuo. La risposta al 
l'impulso del filtro numerico è pertanto 


h(n) = h(nT) = TAeT(m) 


N x 
=D Ax(e"7)"u(n) 
k=1 
La corrispondente funzione di trasferimento H(z) è di conseguenza data da 
N 
Ax 
(2) i 1— e8T7 ( 


Confrontando le espressioni (5.9) e (5.10) osserviamo che un polo in 
s = sx nel piano s dà luogo a un polo in ‘e*” nel piano z, e che i cocflì- 
cienti nelle espansioni in fratti semplici di Ha(s) e H(2) sono uguali?. Se il 
filtro analogico è stabile, se cioè la parte reale di sx è negativa, allora il 
modulo di e” sarà minore di uno; così che il corrispondente polo de! 
filtro numerico è all’interno del cerchio unitario, e di conseguenza anche 
il filtro numerico è stabile. Benché i poli nel piano s si mappino in poli 
nel piano z secondo la relazione zx = eT, è importante riconoscere che 
il progetto col metodo dell’invarianza all'impulso non corrisponde a un 
mappaggio dal piano s al piano z secondo quella stessa relazione, né, in 
effetti, secondo alcun’altra relazione. In particolare, gli zeri della fun 
zione di trasferimento numerica sono una funzione dei poli e dei coeffi 
cienti Ax della espansione in fratti semplici e in generale non si mappan® 
da un piano all'altro allo stesso modo dei poli. 

Esempio. Come esempio di determinazione di un filtro numerico da un filtro 


analogico per mezzo dell'invarianza all'impulso, si consideri la funzione di trasferì 
mento analogica /,(s) data da 


, s+a 
Hi = Fato 


MERE: APICI 
statf s+a— jb 
La corrispondente funzione di trasferimento del filtro numerico invariante all'impulso è 


vere i esteri +] arehtyi 
1 — (e-9T cos b7)z! 
RESINE SII 
(1 — e-Te-£T7-1)(1 — e-0Te®T7-1) 
Il filtro numerico ha di conseguenza uno zero nell'origine e uno zero in 2 
e" cos BE, 


? Sì veda il prob. 5 di questo capitolo per le modifiche da effettuare quando si 
abbia a che fare con poli di ordine multiplo. 
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Piano s 20 logo |H(j®| (a) 
Fà 


2r 


Piano z 


+ __ 


mi Li 
e” cos bT 


Fio. 5.4 (a) Diagramma di poli e zeri e risposta in frequenza di un sistema analogico del 


secondo ordine; (b) diagramma di poli e zeri e risposta in frequenza del sistema a 
tempo discreto ottenuto campionando la risposta all'impulso del sistema precedente. 


. La fig. 5.4 mostra i diagrammi di poli e zeri di H.(s) nel piano s e di 7/(z) nel 

Piano z insieme alle corrispondenti risposte in frequenza analogica e numerica. In 
“Uesto caso la risposta in frequenza del sistema analogico decade piuttosto lenta- 
Mente rispetto alla frequenza dì campionamento e pertanto gli effetti di aliasing 
tisultano evidenti nella rispomta in frequenza numerica, 


. . Va sottolineato che quando il filtro analogico è « sufficientemente 
limitato in banda », il procedimento sopra illustrato dà luogo a un filtro 
Numerico la cui risposta in frequenza è, in accordo con la (5.8), 


I 71) 
H(e'°) a — n( 9) 
(e'°) 74/7 


Ne segue che, per elevate frequenze di campionamento (7° piccolo), il 
filtro numerico può avere un guadagno estremamente alto. Per questo 
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motivo si raccomanda generalmente di usare, in luogo della (5.10), la 


N 
H(z)=Y URL 
kl 1- eT71 
Pertanto la risposta all'impulso diventa 4(n) = 7 ha(nT) [3,4]. 

Il concetto base della tecnica dell’invarianza all'impulso sopra de- 
scritta è quello di scegliere per il filtro numerico una risposta all'impulso 
simile in qualche modo alla risposta all'impulso del filtro analogico. 
Spesso l’uso di questo procedimento non è motivato tanto dal desiderio di 
conservare la forma della risposta all'impulso, quanto dal fatto di sapere 
che, se il filtro analogico è limitato in banda, allora la risposta in frequenza 
del filtro numerico tenderà ad approssimare la risposta in frequenza ana- 
logica. Tuttavia, in taluni problemi di progetto di filtri, l’obiettivo princi- 
pale può proprio essere quello di controllare alcuni aspetti della risposta 
temporale del filtro, come la risposta all'impulso o la risposta al gradino. 
In tali casi un approccio naturale sarebbe quello di progettare il filtro 
numerico proprio con l’invarianza all'impulso oppure con il procedimento 
di invarianza al gradino. In quest’ultimo caso si sceglie la risposta del 
filtro numerico al gradino campionato coincidente con i campioni della 
risposta al gradino del filtro analogico. In tal modo, se il filtro analogico ha 
buone caratteristiche di risposta al gradino, come piccolo tempo di salita 
e basso picco di oscillazione sopra il valore di regime (« overshoot »). 
queste caratteristiche verranno mantenute nel filtro numerico. Ovvia- 
mente questo concetto dell'invarianza della forma d'onda in uscita lo si 
può estendere al caso di una varietà di ingressi. Un'analisi più dettagliata 
delle possibili estensioni della tecnica dell’invarianza all'impulso è tut: 
tavia rinviata ai probl. 3 e 4 di questo stesso capitolo. 

Sebbene nel progetto basato sull’invarianza all'impulso si introduca, 
a causa dell’aliasing, una distorsione nella risposta in frequenza, la rela- 
zione tra la frequenza analogica e quella numerica è lineare e di conse- 
guenza, aliasing a parte, la forma della risposta in frequenza si conserva. 
Ciò non si verifica nei procedimenti che prenderemo fra poco in esame, 
i quali corrispondono all’uso di trasformazioni algebriche. Va notato in 
conclusione che la tecnica dell’invarianza all'impulso è chiaramente adatta 
soltanto nei casi di filtri essenzialmente limitati in banda, Per esempio. 
filtri del tipo passa-alto o celimina-banda richiederebbero ulteriori limita: 
zioni di banda onde evitare severe distorsioni dovute all'aliasing. 


(5.11) 


5,1.2 Progetti basati sulla soluzione numerica dell'equazione differenziale 


Un secondo metodo per ottenere un filtro numerico consiste nell'ap- 
prossimare le derivate nell’equazione (5.3) con differenze finite. Questa 
è una procedura standard in analisi numerica [5] e nelle simulazioni di 
sistemi analogici. Tale procedura può essere motivata dalla nozione intui- 
tiva che la derivata di una funzione analogica del tempo può essere appro 
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simata con la differenza tra valori consecutivi della funzione da differen- 
ziare. È lecito attendersi che al crescere della frequenza di campiona- 
mento, cioè quando i campioni sono più vicini, l'approssimazione della 
derivata divenga sempre più accurata. Ad esempio, si supponga che la 
derivata prima sia approssimata dalla differenza prima « all’indietro » [5] 
dy,(t n)—- y(n—-1 
Va(8) + Vv DM] = y(n) — Y ) (5.12) 
dt tanT T 
dove y(n) = ya(nT). Approssimazioni delle derivate di ordine superiore 
si ottengono dall’applicazione ripetuta della (5.12), cioè 


d'y(t) I(t O, 
del line di\det?° 
Per comodità definiamo 


+ VM] = VAN] (5.13) 


VM] — y(n) (5.14) 
Applicando le (5.12) — (5.14) alla (5.3) otteniamo 


SaV®(n] ss 5; ZA l)] 

ke0) 
dove y(n) = ya(nT) e x(n) = xa(hT). Notiamo che l’operazione Vl [ ] 
è un operatore lineare invariante alla traslazione e che Vl | ] può essere 
visto come la cascata di (k) operatori V © [ ], In particolare, si ha 


" | Ya) 


sv] = | 


sio mk 
3[V®LM] = È 2] Ya) 


7 di 


Perciò, effettuando la trasformata z di entrambi i membri otteniamo 


(5.15) 


Confrontando la (5.15) con la (5.1), osserviamo che la funzione di tra- 
sferimento numerica può essere ottenuta direttamente dalla funzione di 
trasferimento analogica per mezzo di un cambiamento di variabili 


(5.16) 


così che il procedimento di sostituire le derivate con differenze corrisponde 
effettivamente ad un mappaggio del piano s nel piano z, secondo la (5.16). 
Abbiamo indicato in precedenza l'opportunità che l'asse immaginario nel 
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piano s si mappi sulla circonferenza unitaria nel piano z e che filtri analogici 
stabili diano luogo a'filtri numerici stabili. Per analizzare a questo riguardo 
il comportamento della trasformazione (5.16) dobbiamo esprimere z in 
funzione di s, ottenendo 


‘ z= 


Sostituendo s = jQ, si ha 


Z “i jor (5.17) 


Chiaramente, il luogo dell’asse jQ del piano s non è la circonferenza uni- 


taria del piano z, poiché è |z| 4 1 per tutti i valori di Q nella (5.17). 
Infatti, possiamo scrivere la (5.17) come 


14+jQ 
e 
1=JD0 


}I t elt9 am) (5.18) 


to 


La 


che corrisponde ad una circonferenza il cui centro è in z = #4 e il cui 
raggio è Va, come mostrato in fig. 5.5. Si verifica facilmente che il semi- 


Immagine di s= jQ 


Fig. 5.5 Mappaggio del piano s nel piano 7 corrispondente all'approssimazione della deri- 
vata con la differenza prima « all'indietro ». 


piano sinistro del piano s si mappa nell’interno della circonferenza piccola 
e che il semipiano destro del piano s si mappa nell’esterno della stessa 
circonferenza. Perciò, sebbene questa trasformazione non soddisfi la pro- 
prietà che l’asse j/Q si mappi sulla circonferenza unitaria, essa soddisfa 
tuttavia la condizione di stabilità, dal momento che i poli nel semipiano 
sinistro del piano s si mappano all’interno della circonferenza piccola, che 
è all'interno della circonferenza unitaria, 

Vale la pena di mettere in relazione questo risultato con una comune 
nozione intuitiva. Generalmente si assume che la simulazione su un cal- 
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colatore numerico dell’elaborazione di un segnale a tempo continuo rap- 
presentato da un'equazione differenziale possa essere effettuata sostituendo 
le derivate con differenze, se il segnale continuo è campionato con una 
frequenza sufficientemente elevata. Ad esempio, se desideriamo differen- 
ziare un segnale continuo, ci aspettiamo intuitivamente che una approssi- 
mazione della derivata possa essere effettuata campionando la funzione a 
tempo continuo con una spaziatura sufficientemente piccola tra i campioni 
e formando la differenza prima della sequenza risultante. Per mostrare che 
effettivamente tale intuizione è in accordo con i risultati ora ottenuti, no- 
tiamo innanzitutto che se un segnale analogico a banda limitata è campio- 
nato alla frequenza di Nyquist, allora lo spettro è non nullo su tutta la 
circonferenza unitaria. AI crescere della frequenza di campionamento a 
partire da quella di Nyquist, cioè al diminuire del periodo di campiona- 
mento, la parte non nulla dello spettro del segnale numerico è confinata 
in una regione sempre più piccola della circonferenza unitaria e, in parti- 
colare, se scegliamo un periodo di campionamento sufficientemente piccolo, 
possiamo concentrare la parte non nulla dello spettro in un intorno di 
= 1 nel piano 2. Corrispondentemente, se 7 è sufficientemente piccolo 
nelle formule viste sopra, allora la risposta in frequenza del filtro numerico 
sarà concentrata sulla circonferenza piccola di fig. 5.5 in un intorno di 
= 1. Questo è, naturalmente, il punto in cui la circonferenza piccola e 
la circonferenza unitaria sono tangenti, e, se sia la risposta del filtro che 
lo spettro del segnale sono concentrati in quella regione, possiamo atten- 
derci che il filtro numerico approssimi accuratamente il filtro analogico. 

Nel procedimento precedente, le derivate sono state sostituite con dif- 
ferenze “all'indietro”. Una approssimazione alternativa della derivata è 
la differenza “in avanti”. La differenza prima “in avanti” è definita come 


AU[y(2)] = y(r4+ 1) — y() 


Il mappaggio corrispondente a tale approssimazione è esaminato nel probl. 
2 di questo capitolo, in cui è mostrato che da questa approssimazione pos- 
sono risultare filtri numerici instabili. 

L'aspetto principale nell'esempio precedente ed anche nel probl. 2 di 
questo capitolo è che, in contrasto con la tecnica dell’invarianza all’im- 
pulso, la riduzione del periodo di campionamento dà luogo teoricamente 
ad un filtro migliore, dal momento che lo spettro tende ad essere concen- 
trato in una piccola regione della circonferenza unitaria. In generale, tut- 
tavia, l’uso di differenze “in avanti” o “all'indietro” nell'elaborazione nu- 
merica dei segnali non è molto raccomandabile, poichè le alte frequenze 
di campionamento richieste portano ad una rappresentazione molto inefli- 
ciente del filtro e del segnale di ingresso. Inoltre, è chiaro che queste pro- 
cedure sono assai poco soddisfacenti per tutti i filtri ad eccezione dei filtri 
Passa-basso. Perciò, sempre allo scopo di evitare i problemi di aliasing 
propri del metodo dell'invarianza all'impulso, siamo portati a considerare 
altre trasformazioni. 
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5.1.3. Trasformazione bilineare 
Nel paragrafo precedente si è ricavato un filtro humerico approssi- 
mando le derivate con differenze. Un procedimento alternativo è basato 
sull’integrazione dell’equazione differenziale e sull'uso di un’approssima- 
zione numerica dell’integrale. Ad esempio, si consideri l’equazione del 
primo ordine > 
19500) DE cs “A dit (5.19) 


dove y'a(t) è la derivata prima di ya(t). La corrispondente funzione di tra- 
sferimento del sistema analogico è 


H(5) pra 


CIS # Ci 


Possiamo scrivere ya(f) come integrale di y(t), nella forma 
t 
Val!) -| Va(1) dt + ya(to) 
0 
In particolare, pet t = nT e tr= (n — 1)T, risulta 


nr 
Va(nT) = f Va(7) dr + ya((n — 1)T) 
(n-1)7" o 
Se l'integrale è approssimato col metodo dei trapezi [5], possiamo scrivere 


y(nT) = pn — DT) +3 DiT) + sia = DI (520) 
* Poiché dalla (5.19) si ha 


’ — Clo dy 
Va(nT) = — ya(nT) +— x(nT) 
È; c 


1 


la (5.20) si può riscrivere 


Th- di 
Dn) — > — DI=3 ia (AR) EM D+ Ln) te DI 
Ci Ci 


dove y(n) = ya(nT) e x(n) = xa(nT). Prendendo la trasformata z e rica- 
vando H(z) si ha 


YA), - 
H SEIT RA TIATR Non 5.21) 
i di ( 
La pe erette RL) 
T1I4 
Dalla (5.21) è chiaro che H(z) è ottenuta dh H.(5) con la sostituzione 
VAI Dir 51 


Li iti ta VOLI È 5.22) 
106 pr Ti Ham) G | 
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Si può quindi scrivere 
H(2) = H(9crmia sv" (5.23) 


Si può mostrare che questo vale in generale, poiché un'equazione diffe- 
renziale di ordine N della forma (5.3) può essere scritta come un sistema 
di N equazioni del primo ordine della forma (5.19). Ricavando z dalla 
(5.22) si ha 
| ._ L+T2s 


5.24 
1 (T/2)s | Sar 


Si riconosce che la trasformazione invertibile (5.22) è una trasformazione 
bilincare [1-4,6]. Per dimostrare che questa trasformazione ha la proprietà 
di mappare l’asse immaginario del piano s sulla circonferenza unitaria, 
poniamo z = e’, Allora in base alla (5.22) s è dato da 
21 —- e 
@eater—=nsa 
Tie 
2 j sin (w/2) 
T cos(w/2) 


=0+j0 


Perciò, per z sulla circonferenza unitaria, risulta o = 0 mentre O ed w 
sono legati da 


na = tan (@/2) 


Questa relazione è riportata nel grafico di fig. 5.6. Dalla figura è chiaro che 


Fa. 5.0 Mappaggio dell'asse dello frequenze analogiche sulla circonferenza unitaria usando 
la trasformazione bllineare. 


l'asse immaginario positivo e quello negativo del piano s sono mappati, 
rispettivamente, nella metà superiore e in quella inferiore della circonfe- 
fenza unitaria nel piano z. 
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In aggiunta al fatto che l’asse i immaginario del piano $s si mappa sulla 
circonferenza unitatia nel piano z, il semipiano sinistro del piano s si map 
pa nell'interno del cerchio unitario e il semipiano destro del piano s si 
mappa all’esterno, come mostrato in fig. 5.7. 

Ciò può essere visto riferendosi alla (5.24). Quando la paîte reale di 
s è negativa, il modulo del rapporto (1+sT'/2)/(1 —sT/2) è minore di 1, 
e corrisponde all’interno della circonferenza unitaria. Al contrario, quando 
la parte reale di s è positiva, il modulo di tale rapporto è maggiore di 1, 


o 


jQ_Piano s Piano z 


TR 


Immagine del 
semipiano sinistro 


TÙÌ 
YA 


XY 
VR 


Flg. 5.7 Mappaggio del piano s nel piano z usando la trasformazione bilineare. 


e corrisponde all’esterno della circonferenza unitaria. Perciò vediamo che 
l’uso della trasformazione bilineare fornisce filtri numerici stabili par 
tendo da filtri analogici stabili. Inoltre la trasformazione bilineare evita i! 
problema dell’aliasing incontrato con l’uso dell’invarianza all'impulso, po 
ché mappa l’intero asse immaginario del piano s sulla circonferenza un! 
taria nel piano z. Il prezzo pagato per questo, tuttavia, è l'introduzione d' 
una distorsione nell'asse frequenza. Di conseguenza, il progetto di film 
numerici per mezzo della trasformazione bilineare è utile solamente quando 
questa distorsione può ct tollerata o compensata. Una classe partico 
lare di filtri in cui ciò è vero è costituita dai filtri che sono scelti per appross!- 
mare una caratteristica ideale costante a tratti. Ad esempio, se desideriamo 
progettare un filtro passa-basso, cerchiamo una approssimazione alla cara! 
teristica passa-basso ideale mostrata in fig. 5,8. 


|Hte!®)| 


Fig. 5.8 Risposta in frequenza di un filtro passa-basso ideale. 
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Se fossimo capaci di progettare un filtro passa-basso ideale nel piano s con 
una frequenza di taglio O. = (2/7) tan (0/2) allora, quando tale pro- 
getto fosse mappato nel piano z per mezzo della trasformazione bilineare, 
ne risulterebbe la caratteristica ideale di fig. 5.8. Naturalmente, non siamo 
capaci di realizzare un filtro di questo tipo né nel caso analogico né in 
quello numerico. In generale, dobbiamo approssimare tale caratteristica del 
filtro, permettendo un certo scostamento rispetto a uno nella banda passan- 
te, e rispetto a zero nella banda oscura, con una banda di transizione di 
larghezza non nulla. La fig. 5.9 rappresenta la trasformazione di una ri- 
sposta in frequenza analogica e del suo schema di tolleranze nei loro corri- 
spettivi numerici. Se le frequenze critiche del filtro analogico sono pre- 
distorte come mostrato, allora, quando il filtro analogico è trasformato nel 
filtro numerico usando la (5.23), quest'ultimo soddisferà le specifiche desi- 
derate. 

Tipici propetti di filtri analogici selettivi sono i filtri di Butterworth, 
di Chebyshev ed ellittici [7,8]. Come vedremo nel prossimo paragrafo, 
questi metodi di approssimazione analogica hanno formule di progetto in 
forma chiusa, che rendono il progetto stesso alquanto rapido. Un filtro ana- 
logico di Butterworth è monotono nella banda passante e nella banda oscura. 
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Ov&NY 
T 
4 


E EE EhhN 


Ww= 2 orcton(53 ) 


AS 
x Pal 
ws 


—_ Csi 


Q 
|H, (j9)] 
NO > 
S i Seri 
Se 
AA | 9 = è. tan (3°) 
| 
ANNNNNN\N\Nkys 
ceci s e I 
DB n) 


No. 5.9 Distorsione di frequenza incontrata nella trasformazione di un filtro passa-basso 
analogico in un filtro passa-basso numerico. Per ottenere la frequenza di taglio 
Numerica desiderata, le frequenze di taglio analogiche devono essere pre-distorte 
come indicato. 
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Un filtro di Chebyshev ha una caratteristica ad oscillazione uniforme nella 
banda passante e monotona nella banda oscura. Un filtro ellittico è ad 
oscillazione uniforme sia nella banda passante che nella banda oscura. 
Chiaramente, queste proprietà saranno conservate quando il filtro è map- 
pato in un filtro numerico mediante la trasformazione bilineare, Ciò è illu- 
strato dalle curve di risposta in frequenza tratteggiate in fig. 5.9, 

Sebbene la trasformazione bilineare possa essere usata efficacemente 
per mappare una caratteristica di ampiezza costante a tratti dal piano s 
al piano z, la distorsione nell’asse frequenza si manifesterà in termini di 
distorsione della caratteristica di fase associata col filtro. Se, ad esempio, 
fossimo interessati ad un filtro passa-basso numerico con una caratteristica 
di fase lineare, non potremmo ottenere un tale filtro applicando la trasfor- 
mazione bilinenre ad un filtro passa-basso analogico con una caratteristica 
di fase lineare. 


5.2 ESEMPI DI PROGETTO: TRASFORMAZIONE ANALOGICO-NUMERICA 


I metodi del paragrafo precedente si basano sulla disponibilità di tutto 
un insieme di tecniche di progettazione di filtri analogici [7,8]. In questo 
paragrafo discuteremo alcuni esempi di tecniche di approssimazione di 
passa-basso analogici, quali le approssimazioni di Butterworth, Chebyshey 
ed ellittica. Si procederà in questa maniera: dapprima saranno presentate 
le formule fondamentali di progetto per un particolare metodo di approssi: 
mazione; poi, facendo uso per ogni metodo di approssimazione delle stesse 
specifiche di filtro passa-basso, svolgeremo il progetto di un filtro numerico 
utilizzando sia la tecnica dell'invarianza all'impulso che la trasformazione 
bilineare [9]. 


5.2.1 Filtri numerici Butterworth 


I filtri di Butterworth sono definiti dalla proprietà che la risposta in 
ampiezza è massimamente piatta nella banda passante; per un filtro pass® 
basso dell'N.mo ordine, ciò significa che le prime 2N-1 derivate del quadrato 
del modulo della risposta sono nulle in Q = 0. Un'altra proprietà è che 
l’approssimazione è monotona sia nella banda passante che nella bands 
oscura. La risposta (in modulo al quadrato) di un filtro analogico di Butter: 
worth è della forma 


—— (5.29) 
1+ (jQLjQ)N 


IR = 
schematizzata in fig. 5.10, 
AI crescere del parametro N nell'espressione (5.25), la caratteristic? 


del filtro diventa più ripida: essa rimane, cioè, prossima all’unità su U" 
tratto sempre maggiore della banda passante e va sempre più rapidament® 
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Fig. 5.10 Funzione modulo quadrato della risposta in frequenza di un filtro analogico di 
Butterworth. 


a zero nella banda oscura, anche se, per la particolare forma della (5.25), 
il modulo continua a valere 1/V2 alla frequenza di taglio &. La dipen- 
denza della caratteristica del filtro Butterworth dal parametro N è indicata 
in fig. 5.11. 


Fig. 5.11 Dipendenza del modulo della risposta di un filtro Butterworth dall'ordine N. 


Dalla funzione modulo quadro (5.25) si può osservare che Ha(s)/2(-5) 
deve essere della forma 
I 
H(9H(-)= ———— (5.26 
PAPIRI (s|jO.)"" vi 
le radici del polinomio a denominatore (i poli della funzione modulo 
Quadro) cadono quindi in 


5, = (- DEN) 


Perciò ci sono 2N° poli equispaziati in angolo su una circonferenza di rag- 
gio 9. nel piano s. I poli sono disposti simmetricamente rispetto all’asse 
Immaginario. Nessun polo può cadere sull'asse immaginario, mentre sul- 
l’asse reale ne cade uno per N dispari, ma non per N pari. La spaziatura 
angolare tra i poli lungo la circonferenza è di n/N radianti. Per esempio, 
fer N = 3,i poli saranno spaziati di x/3, cioè di 60 gradi, come indicato 
n fig. 5.12. Per determinare la funzione di trasferimento del filtro analo- 
gico da associare con la funzione modulo quadro di Butterworth, occorre 
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Fig. 5.12 Disposizione del poli nel piano s per un filtro di Butterworth del terzo ordine 


eseguire la fattorizzazione H.(s)H,(—s). Si osservi che i poli della funzione 
modulo quadro di Butterworth compaiono in coppie, così che se c’è un 
polo in s = sp, ci sarà un polo anche in s = — sp. Di conseguenza, per 
costruire H.(s) a partire dalla funzione modulo quadro, si sceglierà un polo 
da ciascuna di tali coppie. Se imponiamo che il filtro debba essere stabile 
e causale, come si fa generalmente, allora questi poli corrispondono a quei 
poli della circonferenza di Butterworth che compaiono nel semipiano sini- 
stro, Se ricaviamo un filtro numerico dal filtro analogico di Butterworth 
mappando la configurazione dei poli dal piano s al piano z per mezzo della 
trasformazione bilineare, allora nel piano z la corrispondente funzione 
modulo quadro avrà 2N zeri in z = — 1. La circonferenza di Butterworth 
nel piano s corrisponde ad una circonferenza nel piano z, in quanto la tra- 
sformazione bilineare è una trasformazione conforme, Tuttavia, la circon- 
ferenza di Butterworth nel piano z non è centrata nell’origine. Essa è rap- 
presentata in fig. 5.13, 


Piano z 


Circonferenza 


unitaria. Circonferenza di 


Butterworth 


_- 


ASQT ae 1+9T 
1+9T sq ndr AT 


sì Hire : NEVA, ROLE TI FUSO (uti %} ) 
Fig. 5,13 Circonferenza di Butterworth trasformata con la trasformazione bilineare. 
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N=3 


Fig. 5.14 Disposizione dei poli nel piano z per un filtro di Butterworth del terzo ordine 
trasformato con la trasformazione bilineare. 


Mentre lungo la circonferenza di Butterworth del piano s i poli erano 
equispaziati in angolo, ciò non è più vero nel piano z: infatti, le coppie 
di poli in sy e —sp nel piano s corrispondono alle coppie di poli in z, e 
1/2, nel. piano z. Facendo riferimento al precedente esempio con N = 3, 
i poli della funzione modulo quadro nel piano z sono rappresentati in 
fig. 5.14. 

Generalmente, quando si progetta un filtro di Butterworth usando la 
trasformazione bilincare, la procedura più convenienté non è quella di loca- 
lizzare direttamente i poli nel piano z, quanto quella di determinare innan- 
zitutto la posizione dei poli nel piano s e poi mappare nel piano z, con la 
trasformazione bilincare, quei poli che si trovano nel semipiano sinistro. 

Come esempio di progetto di un filtro numerico passa-basso di But- 
terworth, si assuma che sia richiesto un filtro con modulo della risposta 
in banda passante costante entro 1 dB per frequenze inferiori a 0.2 x e con 
attenuazione in banda oscura maggiore di 15 dB per frequenze comprese 
tra 0,3 e n, Perciò, se si normalizza all'unità il modulo in banda pas- 
sante per w = 0, allora Je specifiche sono espresse da 


20 logio |H(ef®")| > —1 e 20 logio |H{(ef®)| < —15 


A partire da queste specifiche, progetteremo ora un filtro numerico da un 
filtro Butterworth analogico utilizzando sia la tecnica dell'invarianza al- 
l'impulso, sia la trasformazione bilincare. Queste stesse specifiche saranno 
utilizzate per i successivi esempi degli altri metodi di approssimazione. 


Progetto con l’invarianza all'impulso. Per progettare il filtro deside- 
fato applicando l’invarianza all'impulso su un filtro di Butterworth analo- 
gico, bisogna per prima cosa trasformare le specifiche in termini della fre- 
quenza analogica. Si ricorda che, in assenza di aliasing, l’invarianza all’im- 
pulso corrisponde ad una trasformazione lineare dalla frequenza analogica 
alla frequenza numerica, Un'ipotesi di lavoro utile ai fini del progetto di 
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un filtro numerico, sulla base dell’invarianza all'impulso è che l’effetto del- 
l’aliasing sia trascurabile. Una volta concluso il progetto, potranno essere 
valutate le prestazioni del filtro risultante. 

Nel progetto richiesto, assumeremo per comodità 7 = 1. Perciò la 
funzione |H(j0)|? del filtro analogico di Butterworth desiderato deve essere 
tale che valga | 


20 logi |Ha(j.27)] > —1 


20 logi |Ha(j.37)| < —15 


Siccome la forma di un filtro di Butterworth è data da 


1 
1+ (0/0) 
il progetto del filtro consisterà essenzialmente nella determinazione dei 
parametri N e Q. che soddisfano le specifiche richieste. Determiniamo dap- 


prima questi parametri in modo da soddisfare le specifiche con il segno di 
uguaglianza, così che 


IH.(jDI? TE 


QN 

L+ e) = 100° (5.27) 
2N 

14 a = 1015 (5.28) 


La soluzione di queste due equazioni fornisce i valori N = 5.8858 € 
O. = 0.70474. Il parametro N, però, deve essere intero e di conseguenza, 
per soddisfare le specifiche, va arrotondato al primo intero superiore, per 
cui N = 6. Ora però non è più possibile soddisfare con il segno di ugua 
glianza le specifiche sia sulla banda passante che su quella oscura: avendo 
arrotondato N per eccesso, si ha un miglioramento delle prestazioni del 
filtro e il modo in cui tale miglioramento si divide tra banda passante © 
banda oscura dipende dal valore di O. Sostituendo N = 6 nell'equazione 
(5.27), si ottiene Q. = 0.7032. Con questo valore è soddisfatta esattamente 
la specifica sulla banda passaante, e in eccesso quella sulla banda oscura 
(per il filtro analogico). Ciò comporta un ridotto effetto di aliasing su! 
filtro numerico. Con questo valore di N e con N = 6, ci sono tre coppie 
di poli nel semipiano sinistro del piano s, di coordinate: 


coppia 1: —0.1820 + j 0.6792 

coppia 2: —0.4972 + j 0.4972 

coppia 3: —0.6792 + j'0.1820 
per cui si può scrivere 


Hifi 0.12093 
097 (5°+ 0,3640s + 0.4945)(s°-+ 0,99455 + 0.4945)(5°+ 1.35855 + 0.4945) 
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Se si esprime H.(s) come espansione in fratti semplici e si applica la trasfor- 
mazione (5.11), la funzione di trasferimento risultante per il filtro numerico 
sarà 


to, agri RE. -1 
H() = 0.2871 — 0.4466z 2.1428 + 1.14547 


1 — 0.1297z2" + 0.6949z7* © 1 — 1.069127 + 0.3699z7® 


1.8558 — 0.6304z 
1 — 0.99722" + 0.2570z7? 


Come è evidente dalla sua espressione matematica, la funzione di trasfe- 
rimento risultante dall’applicazione del metodo dell’invarianza all'impulso 
può essere realizzata direttamente in forma parallela. Se si preferisce la 
forma diretta o quella in cascata, i termini del secondo ordine separati 
devono essere combinati in maniera opportuna. 

La risposta in frequenza del sistema trovato è riportata in fig. 5.15. 


Moduio 


Guadagno (dB) 


Fase (gradi) 


| U 
No. 5.15 Risposta in frequenza del filtro Butterworth del sesto ordine trasformato secondo 
l'invarianza all'impulso. 
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Si ricorda che il filtro è stato progettato in modo da soddisfare esattamente 
Ja specifica sulla banda passante e in eccesso quella sulla banda oscura, 
e ciò si è effettivamente ottenuto. Questa è un’indicazione che il filtro ana- 
logico era sufficiemtementè limitato in banda per non comportare problemi 
di aliasing. Altre volte le cose non vanno così; se il filtto numerico risul. 
tante non soddisfa le specifiche, si può riprovare con un filtro di ordine 
superiore oppure, mantenendo l’otdine fissato, con un diverso ritocco dei 
parametri del filtro. 


Progetto per mezzo della trasformazione bilineare. Come si è visto 
precedentemente, nel progetto con la trasformazione bilineare le specifiche 
sulle frequenze numeriche devono essere trasferite in campo analogico, in 
modo che, con la distorsione di frequenza inerente alla trasformazione 
bilineare, le frequenze analogiche critiche si mappino correttamente nelle 
frequenze numeriche critiche. Nel caso specifico del filtro che stiamo consi- 
derando, se |H.(jQ)| rappresenta il modulo quadro della risposta analo- 


gica, si richiede che valga 
H,(12 tan a) | >Il 


m(iatun (022)) |< is 


dove si è assunto per comodità 7 = 1, Risolvendo le equazioni con il segno 
di uguaglianza, si ottiene 


20 10810 


20 logo 


2N 
14 (n a (5.29) 
| 
2N 
a) sa 10! (5.30) 


e 
e perciò si ricava 


_1log {(10!* — 1/10” — 1] 
— 2log[tan (0.15m)ftan (0.1m)] 


= 5.30466 

Per soddisfare le specifiche bisogna scegliere N uguale a 6. Se si deter 
mina £, sostituendo N = 6 nell'equazione (5.30), si ottiene A = 0.7662? 
Con questo valore di Q., le specifiche sulla banda passante sono soddisfatti 
in eccesso e quelle sulla banda oscura esattamente. Questo è ragionevo! 
nel caso della trasformazione bilineare, in quanto non dobbiamo preocev 
parci dell'aliasing. Infatti, grazie alla pre-distorsione introdotta, possiam 
essere sicuri che il filtro numerico risultante soddisferà esattamente | 
specifica al limite della banda oscura. 
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Fig. 5.16 Disposizione dei poli nel piano s per un filtro di Butterworth del sesto ordine. 


Nel piano s i 12 poli della funzione modulo quadro sono distribuiti 
uniformemente in angolo sulla circonferenza di raggio 0.76622, come mo- 
stra la fig. 5.16. La funzione di trasferimento nel piano s corrispondente ai 
poli del semipiano sinistro è 
Hs) = È 0.20238 


(5° + 0.396s + 0.5871)(s° + 1.083s + 0.5871)(5* + 1.4802s + 0.5871) 


La funzione di trasferimento H(z) del filtro numerico viene quindi otte- 
Nuta applicando la trasformazione bilineare a, Ha(s) con 7 unitario, e 
risulta quindi 


Molti io 0000037004 a) 
(1 — 1.26862" + 0.7051z7*)(1 — 1.0106z" -+ 0.358327?) 
1 
rum 
(1 — 0.9044z" + 0.215527?) 
Il modulo e la fase della risposta in frequenza numerica sono riportati in 
fig. 5.17. Si può notare che a w = 0.2 x il modulo è ridotto di 0.5632 dB e 
che a w = 0,3 x esso è diminuito esattamente di 15 dB. 

Bisogna anche mettere in evidenza che il diagramma del modulo in 
fig. 5.17 va a zero molto più rapidamente di quello di fig. 5.15. Questo 
berchè la trasformazione bilineare fa corrispondere l’intero asse immagi- 
ario del piano s al circolo unitario. Perciò, siccome il filtro di Butter- 
worth analogico ha uno zero del sesto ordine in s = co, il filtro numerico 
Nisultante ha uno zero del sesto ordine in z = — 1. 


3.2.2 Filtri numerici Chebyshev 


In un filtro di Butterworth la caratteristica di frequenza è monotona 
tia nella banda passante che nella banda oscura. Di conseguenza, se le 
*pecifiche del filtro sono in termini, ad esempio, di massimo errore di ap- 
Prossimazione nella banda passante, tali specifiche vengono soddisfatte 
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Fig. 5.17 Risposta in frequenza del filtro Butterworth del sesto ordine trasformato con la 
trasformazione bilineare. 


|Hati®| 


Fig. 5.18 Approssimazione di Chebyshev per un filtro passa-basso. 
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con una precisione che eccede tanto più quella richiesta quanto più ci si 
avvicina alla frequenza zero. Un approccio più efficiente, che di solito con- 
duce a filtri di ordine inferiore, è quello di distribuire la precisione del- 
l'approssimazione uniformemente nella banda passante o in quella oscura 
o in entrambe. Si può raggiungere questo scopo scegliendo un’approssima- 
zione con caratteristica di oscillazione uniforme (« equiripple ») invece che 
con caratteristica monotona. La classe dei filtri di Chebyshev ha la proprietà 
che il modulo della risposta in frequenza è a oscillazione uniforme nella 
banda passante e monotona nella banda oscura oppure monotona nella 
banda passante ed a oscillazione uniforme nella banda oscura, Il primo 
caso è illustrato in fig. 5.18. La forma analitica per il quadrato del modulo 
della risposta è 


1 
H(Ql=- —————— 5.31 
HDI 1} #Vi(0/0) (5.31) 
dove Vy(x) è il polinomio di Chebyshev di ordine N definito come 
Vy(x) = cos (N cos x) (5.32) 


Ad esempio, risulta, per N = 0, Vy(x) = 1; per N=1, Vy(x) = cos 
(cos-!x) = x; per N = 2, Vw(x) = cos(2cos'x) = 2x° — 1, etc. 
Dalla definizione dei polinomi di Chebyshev (5.32) è immediato rica- 
vare una formula ricorsiva per ottenere Vy,y1(x) da Vy(x) e Vy-1(x), appli- 
cando delle identità trigonometriche alla (5.32): il risultato è 
Vga (x) = 2xVy(x) — Vy1(2) (5.33) 


Dalla definizione (5.32) notiamo che VA(2) varia tra zero e uno per 
x fra zero e uno. Per x maggiore di uno, cos7!x è immaginario, per cui 
Vx(x) si comporta come un coseno iperbolico e di conseguenza è monotono 
crescente. Tornando allora all’espressione (5.31), |Hx(9)|} oscilla tra 1 e 
I/(1+ 8) per 0 < 2/0. < 1 e decresce monotonicamente per 2/0. > 1. 
Per specificare il filtro sono necessari tre parametri: e, O, ed N. In una 
tipica situazione di progetto, e è determinato dall'oscillazione (“ripple”) 
ammessa nella banda passante e 2, dalla frequenza di taglio desiderata. 
L'ordine N viene poi scelto in modo da soddisfare le specifiche relative 
alla banda oscura. 

I poli del filtro di Chebyshev sono disposti su un’ellisse nel piano s 
[2,7,8]. Con riferimento alla fig. 5.19, l'ellisse è definita da due circon- 
ferenze corrispondenti all'asse maggiore e all'asse minore dell'ellisse mede- 
sima. Il raggio dell'asse minore è 40, dove 


a = K(aN — g°!/N) (5.34) 
con 


a=etpPV/I+ e (5.35) 
!l raggio dell'asse maggiore è bO., dove 
b== Ka 4 a) (5.36) 
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Fig. 5.19 Posizione dei poli per un filtro di Chebyshev del terzo ordine. 


Per collocare i poli del filtro di Chebyshev sull’ellisse, dapprima identi 
fichiamo sulle circonferenze maggiore e minore i punti con spaziatura 
angolare uniforme pari a n/N, in modo che i punti siano in posizioni 
simmetriche rispetto all'asse immaginario, che nessun punto cada sull'asse 
immaginario e che un punto cada sull'asse reale per N dispari ma nor 
per N pari. Questa suddivisione delle circonferenze maggiore e minore cor 
risponde esattamente al modo in cui si divide la circonferenza per indivi 
duare i poli di un filtro di Butterworth. I poli di un filtro di Chebyshe 
si trovano sull’ellisse, con ordinate uguali a quelle dei punti identifica: 
sulla circonferenza maggiore e ascisse uguali a quelle dei punti identificati 
sulla circonferenza minore. In fig. 5.19 sono mostrati i poli per N = 5 

Come esempio di progetto di un filtro di Chebyshev, consideriamo le 
stesse specifiche usate per il filtro di Butterworth e confrontiamo di nuove 
il progetto basato sull’invarianza all'impulso con il progetto che usa l? 
trasformazione bilineare. 


Progetto con l’invarianza all'impulso. Stiamo cercando un filtro d' 
Chebyshev analogico la cui risposta in frequenza ha modulo quadro che 
soddisfa le specifiche 


20 logio 1//2(j.2m)| > —1 
20 logo Ha(j.37)| < —15 


Sceglieremo i parametri di progetto in modo da soddisfare esattamente lo 
specifica a 0.2r con una risposta in frequenza ad oscillazione uniforme 
tra Q = 0 e N = 0.2r. Di conseguenza, sarà Q = 0.2r e &, = 107°" = 
e = 0.50885. Risulta, per N = 3, 20 logi |Ha(j-3m)] = — 13.4189, e pe' 
N = 4, 20logw |H.(j-3r)| = — 21.5834. Perciò scegliamo il valore mag 
giore di N. Per questo valore di N i parametri a, a e b sono a = 4.1702. 
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a = 0.3646 e b = 1.0644. Quindi si ha 
H(s) = 0.038286 
” (5* + 0.4233s + 0.1103)(s* + 0.17535 + 0.3894) 


La funzione di trasferimento del filtro numerico ottenuto usando l’invarian- 
ta all'impulso è 


H(2) = —0:08327 + 0,0239271 _ 0.08327 + 0.02462" 
1 


— 1.5658z7 + 0.6549z7* — 1 — 1.4934z + 0.8392z7* 


Vale la pena di notare che per il fenomeno dell’aliasing l’attenuazione al 
limite della banda oscura, cioè per N = 0.37, è leggermente peggiore che 
non per il filtro analogico. Tuttavia, poiché il progetto analogico forniva 
tn'attenuazione maggiore di quella richiesta, dovendo N essere scelto intero, 
il filtro numerico che ne risulta soddisfa le specifiche. Un grafico del modulo 
© della fase della risposta in frequenza risultante è mostrato in fig. 5.20. 


Modulo 


Guadagno (uB) 


Fase (gradi) 


(0) 027 04m 0.67 OBr LA 


w 
r 
M 520 Risposta in frequenza di un filtro passa-basso di Chebyshev del quarto ordine 
trasformato usando l'invarianza all'impulso, 
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Progetto per mezzo della trasformazione bilineare. In questo caso le 
specifiche relative al filtro analogico sono 


nre) 
H.(72 tn (025) | PAST, 


Quindi il parametro O. vale Q, = 2tan(0.2r/2) e, come nel caso precedente, 
8, = 10-%% >e = 0.50885. Il minimo valore intero di N che permette 
di soddisfare le specifiche relative alla banda oscura è N = 4. La funzione 
di trasferimento del filtro analogico che se ne ricava è 

Pri 0.04381 


(5? + 0.18145 4 0.4166)(s° + 0.4378s | 0.1180) 


20 10810 


x 
20 logo 


Il filtro numerico corrispondente, ottenuto usando la trasformazione bili 


neare, è 
0.001836(1 + 27)! 
H(2) = ai )_-2\ < 1 2 
(1 — 1,4996z + 0.848227%)(1 — 1.5548z7 + 0.6493z7*) 


Un grafico del modulo e della fase della risposta in frequenza risultante 
è mostrato in fig. 5.21. 


5.2.3 Filtri ellittici 


Abbiamo visto che se si distribuisce l’errore uniformemente nell'intera 
banda passante, come per i filtri di Chebyshev, è possibile soddisfare le 
specifiche di progetto con un filtro di ordine inferiore rispetto al caso in 
cui si permette all’errore di crescere monotonicamente nella banda passan 
te, come per i filtri di Butterworth. Notiamo che in entrambi i progetti. 
alla Chebyshev e alla Butterworth. l'errore nella banda oscura decresce 
monotonicamente con la frequenza, suggerendo così la possibilità di ulte 
riori miglioramenti, ottenibili se si riesce a distribuire l'errore relativo alla 
banda oscura uniformemente nella banda. Per chiarire, consideriamo per 
esempio un’approssimazione di un filtro passa-basso come quella di fig 
5.22. Si può dimostrare [10] che questo tipo di approssimazione, cioè ad 
oscillazione uniforme nella banda passante e in quella oscura, è la migliore 
che si può raggiungere per un dato ordine N del filtro, nel senso che pe' 
valori di Q,, 8, e 8 dati, la banda di transizione (O, — O) è la più piccola 
possibile. In altri termini, questo tipo di approssimazione dà luogo ad un 
filtro selettivo con pendenza al taglio la più alta possibile. 


Per i filtri analogici, questa approssimazione si ottiene come 


I 


H(jQ}= —T 
ud Tago) 


Modulo 


Guadagno (dB) 


Fase (gradi) 


(0) 02m 04m 06m O.Bmr LA 
U 


Fa. 5.21 Risposta in frequenza di un filtro pasra-basso di Chebyshev del quarto ordine 
trasformato usando la trasformazione bilineare. 


|H(9)] 


leccese 


Fio. 5.22 Approssimazione ad oscillazione uniforme sia in banda passante che In banda 
oscura. 
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dove Uy(9) è una funzione ellittica di Jacobi. Per ottenere un errore ad 
oscillazione uniforme sia nella banda passante che in quella oscura, i filtri 
ellittici devono avere sia poli che zeri. Come si può vedere dalla fig. 5.22, 
gli zeri di un filtro di questo tipo si trovano sull’asse jQ del piano s. Una 
discussione, anche soltanto superficiale, del progetto di filtri ellittici è al 
di là degli scopi di questo paragrafo, che vuole solo essere un’introduzione. 
Il lettore è rinviato ai testi di Guillemin [7], Storer [8], e Gold e Rader [1] 
per una discussione più dettagliata. Il nostro scopo qui è semplicemente 
quello di sottolineare che questo metodo di approssimazione porta alla 
migliore risposta di ampiezza, nel senso prima chiarito. Poiché l’effetto 
della trasformazione bilineare è soltanto quello di distorcere l’asse delle 
frequenze, è chiaro che i filtri numerici ottenuti da quelli analogici con la 
trasformazione bilineare (con pre-distorsione di Q, e O) sono ancora ottimi, 
nel senso che hanno la minima regione di transizione per valori assegnati 
di N, wp, 6 e 8. Invece la tecnica dell’invarianza all'impulso non mantiene 
l’ottimalità del filtro. 

Un esempio di filtro ellittico che soddisfa le specifiche degli esempi 
precedenti è mostrato in fig. 5.23. In questo caso i parametri di fig. 5.22 
sono S, = 10-°-, w, = 0.27, w.= 0.3r e 20logi($:) = — 15dB. Se 
fissiamo 81, wp e %,, risulta che con N = 3 è 20logio(8:) = —26.71dB, che 
quindi soddisfa più del richiesto le specifiche. Pre-distorcendo le frequenze 
critiche si ha O, = 2tan(0.2r/2) e Q; = 2tan(0.3r/2) e si ottiene la fun- 
zione di trasferimento 

H(s) 0.12460(5° -|- 1,3040) 
“°  (0.6498s + 0.2448)(5* + 0,2521s + 04313) 
Applicando la trasformazione bilineare si ricava la funzione di trasferi- 
mento del filtro numerico 


__0.05634(1 + 2°!)(1 — 1.01662 + 2°?) 
(1 — 0.683027!)(1 — 1.446127* + 0,79572?) 


Vediamo quindi che per l’esempio considerato il filtro ellittico è 
quello di ordine minimo che soddisfa le specifiche. 


H(2) = 


5.2.4 Trasformazioni di frequenza per filtri passa-basso ITR 


Gli esempi precedenti hanno illustrato l’uso dei metodi dell’invarianza 
all'impulso e della trasformazione bilineare per il progetto di filtri numerici 
TIR a partire da funzioni di trasferimento analogiche aventi proprietà selet: 
tive in frequenza di tipo passa-basso. Le risposte in frequenza ideali dei 
quattro tipi di filtri selettivi in frequenza comunemente usati sono mostrate 
in fig. 5.24. Le fig. 5.24(a), (b), (c) e (d) presentano, rispettivamente, la 
risposta in frequenza ideale di filtri passa-basso, passa-alto, passa-banda ed 
elimina-banda. L'approccio tradizionale al progetto di questi filtri analogici 
selettivi in frequenza è quello di progettare dapprima un prototipo di filtro 


Modulo 


Guadagno {dB} 


Fase [graci) 


0.27 0.4, 0.67 


w 
Fio. 5.23 Risposta in frequenza di un filtro ellittico del terzo ordine trasformato usando la 
trasformazione bilineare. 


Passa-basso con frequenza normalizzata e poi ricavare, con trasformazioni 
algebriche, dal prototipo passa-basso il filtro con la caratteristica deside- 
fata, passa-basso, passa-alto, passa-banda o climina-banda [7]. Nel caso 
dei filtri numerici selettivi in frequenza, possiamo progettare un filtro sclet- 
tivo analogico del tipo desiderato e poi trasformarlo in filtro numerico. 
Uno svantaggio di questo procedimento è che non possiamo trasformare 
filtri passa-alto o climina-banda usando la tecnica dell'invarianza all'im- 
pulso, a causa della distorsione che introdurrebbe V'aliasing. Un metodo 
alternativo è quello di progettare un prototipo di filtro numerico passa- 
Nasso e poi eseguire su di questo una trasformazione algebrica per ottenere 
il filtro selettivo in frequenza richiesto [11-13]. Questo procedimento può 
essere applicato indipendentemente dal metodo di progetto seguito per rica- 
vare il filtro numerico passa-basso, 
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(a) 


Wp m w 
Hte!®)] (b) 
i 
Wp 1.9 w 
|Hte!®)| 


(c) 
i 
Hte!®)| bi 
1 


wi wa ” w 


£ 
I 
n 
Ei 
È 


Fig. 5.24 Risposte In frequenza di filtri ideali (a) passa-basso, (b) passa-alto, (c) pass? 
banda, (d) elimina-banda. 


I filtri selettivi in frequenza del tipo passa-basso, passa-alto, passa 
banda ed elimina-banda possono essere ottenuti da un filtro passa-basso 
numerico mediante trasformazioni razionali molto simili alla trasformazione 
bilineare che abbiamo usato per passare da funzioni di trasferimento ana 
logiche a funzioni di trasferimento numeriche. Per chiarire come questo 
può essere fatto, associamo la variabile complessa z alla funzione di tra: 
sferimento passa-basso, H;(z), e la variabile complessa Z alla funzione di 
trasferimento desiderata Hy(Z). Definiamo poi una trasformazione dal piano 
z al piano Z della forma 


z1= G(Z1) 
in modo che risulti 
HZ) = H(G-!(Z)) 
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dove G-!( ) indica la trasformazione inversa, cioè 


Z41 = G-1(2-1) 
Occorre fare attenzione che la trasformazione sia tale che una funzione 
di trasferimento razionale H;(z), corrispondente ad un filtro numerico 
passa-basso causale e stabile, sia trasformata in una funzione di trasferi- 
mento razionale, H4(Z), corrispondente ancora ad un filtro numerico cau- 
sale e stabile. Perciò, si deve imporre che 


1. G(Z-!) sia una funzione razionale di Z=! (o Z). 


2. L’interno del cerchio unitario del piano z si mappi nell'interno 
del cerchio unitario del piano Z. 


Quindi, se 0 e w sono le variabili frequenza rispettivamente del piano 
2 e del piano Z, cioè z = ele Z = e”, allora risulta 


E IG(e)] ei arg [Ge !)) 
è pertanto 


IG(e#®) — 1 


0 = —arg [G(e%)] 


L'ultima equazione specifica la relazione tra le frequenze del piano 2 e del 
Piano Z. È stato dimostrato [11-13] che la forma più generale della fun- 
zZione G(Z_) che soddisfa tutti i vincoli prima imposti è 

Zia 

e)-&H 

kt 1 — oxZ 
dove è [ax] < 1 per la stabilità. Scegliendo valori opportuni per N e per le 
costanti ax, si può ottenere una varietà di trasformazioni, di cui la più sem- 
plice è quella da passa-basso a passa-basso. Per questo caso risulta 


Ze 
z = G Z73 Rc 
(2) 1- aZ* 
Sostituendo z = e!" e Z = ei*, otteniamo 
-Jo 
e — 
en 1 
1—- ae 
da cui si può dimostrare che è . 
(1— a°) sin 0 ] 
= LI sl e 
w = arcta È + (i dani 


Questa relazione è illustrata graficamente in fig. 5.25 per diversi valori di @. 
Anche se risulta evidente dalla fig. 5.25 una distorsione della scala delle 
frequenze (ad eccezione del caso a = 0), se il sistema originale ha una 
Nisposta in frequenza passa-basso costante a tratti con frequenza di taglio 
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(o) 8p w/2 " 8 


Fig. 5.25 Distorsione della scala delle frequenze nella trasformazione da passa-basso ® 
passa-basso. 


0,, allora il sistema trasformato avrà una risposta passa-basso simile, con 
frequenza di taglio w, determinata dalla scelta di a. Esplicitando « in ter- 
mini di 0, e tw, si ottiene 


di sin ((0, — ©,)/2) 
sin ((0, + ©,)/2) 


Quindi, per usare questi risultati allo scopo di ricavare un filtro passa-basso 
Ha(Z) con frequenza di taglio wp a partire da un passa-basso Hi(z) già 
disponibile, con frequenza di taglio 0,, occorre usare la relazione prece 
dente per determinare a nell'espressione 


HZ) = H(2|s-1-2-1-#/t1-a2-1) 


In maniera analoga possono essere ricavate le trasformazioni da passt- 
basso a passa-alto, a passa-banda ed elimina-banda, Queste trasformazioni 
sono riassunte in tab. 5.1 [11-13]. i 

Come esempio d’uso di queste trasformazioni, ricaviamo un filtro 
passa-alto dal filtro passa-basso di Chebyshev del par. 5.2.2 Ricordiamo 
che la frequenza di taglio del filtro passa-basso era 0, = 0.2. Usando la 
trasformazione bilineare avevamo ottenuto 


Ha) = 0.001836(1 + 271)! 
i (1 — 1.5548z + 0,6493z7*)(1 — 149962 + 0.8482z7*) 
La risposta in frequenza di questo filtro è mostrata in fig. 5.21. Supponiamo 


di volere un filtro passa-alto con frequenza di taglio w, = 0.67. Dalla tab. 
5.1 si ricava 


__ 908 [(0.67 + 0.27)/2] _ --0.38197 
cos [(0.67 — 0.27)/2] ° 
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Tab. 5.1 Trasformazioni da un prototipo di filtro numerico passa-basso con frequenza di 
taglio 0,. Ù 


Tipo di filtro Trasformazione Formule di progetto 


. {0 = ws 
A 0 + Wp 
sin 2 


0, = freq. di taglio desiderata 


wp + 0 
di ‘n di 

dn — 0 
cos Pr) 


W, = freq. di taglio desiderata 


Wi + 
cos 2 


k Wi — Wi 0, 
= cot QU tan 3 


Wa, 0, = freq. di taglio superiore @ 
inferiore desiderate 


Wg + © 

_ COS etere 
Ud ——T —_ 
Wy — O 

cos ( 3 ) 


Wa — My 0; 
k == tan tan si 


Passa basso il 


c= 


Passa-alto 


Passa-banda 


frimina-banda 


2 


Wa, 0, = freq. di taglio superiore e 
inferiore desiderate 


Perciò, usando la trasformazione da passa-basso a passa-alto indicata in 
tab. 5.1, otteniamo 


HZ) = H((2)|:--t27*-0.38197/11-0.381972*) 


0.02426(1 — Z-1)* 
— (L— 1.0416Z" + 0.4019Z7?)(1 — 0.5561Z"* 4 0.7647Z-?) 


La risposta in frequenza di questo sistema è rappresentata in fig. 5.26. 
Si noti che, a parte una certa distorsione della scala delle frequenze, la 
risposta passa-alto assomiglia molto alla risposta passa-basso traslata di x 
'n frequenza. Notiamo anche che lo zero del quarto ordine in z = —1 del 
filtro passa-basso compare adesso in Z = 1 per il filtro passa-alto. 
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Modulo 


Guadagno (dB) 


Fase (gradi) 


Fig. 5,26 Risposta In frequenza di un filtro passa-aito ottenuto con una trasformazione * 
frequonza, 


5.3 PROGETTO DI FILTRI NUMERICI ÎIR ASSISTITO DA CALCOLATORE 


Nei paragrafi precedenti abbiamo visto che sì possono progettare filtri 
numerici trasformando un filtro analogico opportunamente progettato. Que 
sto approccio è conveniente quando si può trarre profitto da progetti an® 
logici che sono dati in termini di formule o di tabelle di progetto complete: 
ad esempio, i filtri selettivi in frequenza di tipo Butterworth, Chebyshev © 
ellittici. In generale, però, non esistono procedimenti analitici per il pr 
getto di filtri analogici o numerici che soddisfino specifiche arbitrarie sulla 
risposta in frequenza o altri tipi di specifiche. Per questi casi più generali. 
sono state sviluppate delle tecniche di progetto di natura algoritmica € che 
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si basano generalmente sull'uso di un calcolatore per risolvere sistemi di 
equazioni lineari o non lincari, In molti casi le tecniche di progetto assistite 
da calcolatore si applicano egualmente bene al progetto-di filtri sia nume- 
rici che analogici, effettuando soltanto qualche piccola modifica. Di conse- 
guenza non si ottiene alcun vantaggio nell'effettuare prima un progetto 
analogico per trasformarlo poi in un progetto numerico. 

Esistono numerose tecniche di progettazione assistita da calcolatore 
che consentono di approssimare una risposta in frequenza arbitraria. In 
questo paragrafo discuteremo alcune di queste procedure così da illustrare 
le possibilità del progetto assistito da calcolatore di filtri numerici TIR. 
Concentreremo l’attenzione sul modo in cui si impostano le equazioni di 
progetto anziché sui dettagli delle procedure numeriche richieste per otte- 
nere la soluzione. 


5.3.1 Minimizzazione dell'errore quadratico medio 


Steiglitz [14,15] ha proposto una tecnica di progetto per filtri TIR 
basata sulla minimizzazione dell'errore quadratico nel dominio della fre- 
quenza. Essa richiede che la risposta in frequenza desiderata /y(e"*) sia 
assegnata per un insieme discreto di frequenze {wi}, i = 1, .. M. L’errore 
quadratico medio a queste frequenze è definito, come 


M 
E = > [IH(e'")| — |H,(e'°9I}? (5.37) 
fel 


Si assume che la funzione di trasferimento del filtro sia della forma 


Riva 214 b,z-? 
mae a TESE, 


= AG(z) (5.38) 
pet 1 + caz + diz:° 

Viene scelta la forma in cascata a causa della sua relativamente bassa sensi- 

tività alle variazioni dei coefficienti ed anche perché conveniente nel cal- 

colo delle derivate richieste dalla procedura di ottimizzazione. 

L'errore, espresso dalla (5.37), può essere pensato come una funzione 
dei parametri (a, bi, ci, di, @, Da, + + + #4 de, A). Poiché desiderinmo trovare 
! valori di questi parametri che minimizzano l'errore E, effettuiamo l'ope- 
fazione di derivazione parziale rispetto a ciascuno dei parametri ed egua- 
Rliamo tali derivate a zero in modo da ottenere 4K+1 equazioni in 4AK+-1 
incognite, 


L'equazione per A è particolarmente semplice poiché 


phi = 5 (2A - |G(eÎ%)] — |Hx(e'®4)]] |G(e?®)]} = 0 
O|A| te 
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|Hale!)x, 


i—< _——p£Q&__ry_—€ÉhÒr___k___@h___6 
È O.lm 027 037 0A4r 05r 06r 07r 08r 0.97 r (n) 


Fig. 5.27 Valori preassegnati della risposta in frequenza per un esempio sull'uso della 
procedura di progetto di Stelglitz. 


Risolvendo questa equazione rispetto ad A si ha? 


M 
> [G(e"%)] + |H(e!®)] 
Mate (5.39) 
Y [G(e!%)|? 
in1 
Differenziando rispetto ai rimanenti 4K parametri incogniti rappresentati 
dal vettore 


bi= [01, dDi:C1, di da da ce del 


si ottengono 4K equazioni non lineari 


dE(®, A) _ 
7 PI 


dove «, rappresenta la n.ma componente di «. Queste equazioni possono 
essere risolte algoritmicamente usando, per esempio, il metodo di Fletcher 
Powell [16]. Notiamo che questa procedura riguarda solo il modulo della 
risposta. Di conseguenza, l'algoritmo di ottimizzazione può fornire per ! 
parametri valori che corrispondono a filtri instabili, cioè i poli e gli 201 
di ogni blocco del secondo ordine sono non vincolati. Invece che porre 
delle condizioni sui parametri, Steglitz propone di esaminare le radici d' 
ogni fattore del secondo ordine al termine della procedura di minimizza 
zione e, se un polo (o uno zero) cade al di fuori del cerchio unitario, © 
sostituirlo con il suo reciproco, così che il modulo della risposta resta inv? 
riato. Si è trovato che si può ottenere un'ulteriore riduzione dell’errore co” 
tinuando l’ottimizzazione a partire dai nuovi valori. 

Il seguente esempio [14] illustra l’uso della procedura esposta prim? 


0, n= 1,2;0../4K 


* Il segno di A non appare nella minimizzazione perché viene considerato s0* 
tanto l'errore in ampiezza. 
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Modulo della funzione di trasferimento 
(o) 


0.27 047. 06r 0.8, 107 èw 


Fia. 5.28 Fsemplo dalle risposte in frequenza ottenute minimizzando l'errore quadratico 
medio (da Stelglitz (14]), 


È richiesto un filtro passa-basso con frequenza di taglio di 0.1r e con valori 
preassegnati come in fig. 5.27. Cioè 


Li m == 0, 0.017, 0.027, ..., 0.097 
0.5, = 0.17 

0, w = 0.117, 0.127, ..., 0.197 
0, w = 0.27,0.37,...:0.97,7 


Ie) = 


fi da notare che non è richiesto che le frequenze fissate {w;} siano uni- 
formemente spaziate. La fig. 5.28 mostra i risultati della procedura di otti- 
mizzazione per K=1 e K=2. 


5.3.2 Minimizzazione dell'errore di ordine p 


Deczky [17] ha generalizzato in vari modi la procedura descritta nel 
precedente paragrafo. Invece di minimizzare l’errore quadratico medio, 
si minimizza una media pesata della p-esima potenza dell'errore e inoltre 
questa tecnica si applica sia al modulo che al ritardo di gruppo. Di conse- 
puenza, la funzione errore da minimizzare è una approssimazione discreta di 


E, = [ WHY — |(e" do (5.40) 
0 
o di 


E; - [Wo)trt®) — t(0)}" dw (5.41) 
0 


dove il ritardo di gruppo © è definito come 


T(W)= — 


{arg [11(e?°)]} (5.42) 


( 
(0?) 
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Si suppone che il filtro numerico desiderato sia rappresentato come nella 
(5.38). Se si procede, seguendo lo stesso schema del par. 5.3,1, a minimiz- 
zare la (5.40) o la (5.41), ci si trova a dover risolvere un sistema di 4K+1 
equazioni non lineari in 4K+1 parametri incogniti. In [17] è mostrato 
che se si inizia con una soluzione approssimante stabile, allora per p > 2 
esiste un minimo locale per la funzione errore tale che i corrispondenti 
parametri ottimi forniscono una funzione di trasferimento stabile. Questo 
risultato è una conseguenza dell’osservazione che sia il modulo che il ritardo 
di gruppo di ogni blocco del secondo ordine nella (5.38) tendono ad infinito 
quando i poli si avvicinano al circolo unitario. Di conseguenza, la funzione 
errore diventa illimitata non appena i poli tendono a spostarsi attraverso 
il circolo unitario nella regione di instabilità. Questa condizione è utile in 
quanto costituisce una « barriera » al movimento dei poli nel risolvere lé 
equazioni non lineari usando l'algoritmo di Fletcher-Powell [16]. 

Come esempio di applicazione di questa tecnica, è stato progettato un 
filtro ellittico passa-basso del quarto ordine. La caratteristica di attenua- 
zione ‘(— 20 logn|H(e)|) di questo filtro è mostrata in fig. 5.29(a) ed il 
ritardo di gruppo in fig. 5.29(b). Poiché il filtro ellittico ha una risposta di 
ampiezza ottima ma una fase non lineare, si è cercato un equalizzatore 
passa-tutto da collegare in cascata in modo tale da migliorare la curva di 
fase, cioè per appiattire la curva del ritardo di gruppo nella banda passante. 
Modificando così il progetto e usando un valore di p=10 nella (5.41), si 
ottiene la curva del ritardo di gruppo di fig. 5.29%(b). Si può notare come 
tale ritardo di gruppo abbia un andamento ad oscillazione uniforme nella 
banda passante. Ciò è dovuto al fatto che è stato usato un valore relativa. 
mente alto per p. Infatti, può essere mostrato che in generale per por ©, 
«la soluzione ottima tende ad una vera approssimazione ad oscillazione uni. 
forme. 


5.3.3 Progetto del filtro inverso con i minimi quadrati 


Nelle due procedure descritte precedentemente, il filtro veniva speci 
ficato nel dominio della frequenza e il sistema di equazioni risultanti era 
non lineare nei parametri del filtro, Una procedura alternativa, basata su 
un'approssimazione con i minimi quadrati dell'inverso del filtro desiderato, 
conduce ad un sistema di equazioni lineari, In questa tecnica il filtro 
viene specificato con | primi £ campioni della risposta all'impulso desi. 
derata: 


{ha}, n=0,1,...,.L—-1 


Nella nostra discussione assumeremo che la funzione di trasferimento del 
filtro sia della forma 


e (5.43) 
1-Yaxz®* 


ke1 


H(2) = 
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di 
(o) 


Perdita (dB) 
nm 
(o) 


10 
0 
-10 
(0) 0.27 04, 0.67 0.87 m 
w 
(a) 


Ritardo di gruppo dopo - 
_l'equalizzazione 
È 


Ritardo di gruppo 
7 originario 


Ritardo di gruppo normalizzato 


(0) 02 04, O6r 0OBr La 
U 
(b) 


Fig. 5.29 (a) caratteristica di perdita di un filtro ellittico passa-basso del quarto ordine; 
(b) ritardo di gruppo di un filtro ellittico passa-basso del quarto ordine equalizzato 
tramite un filtro passa-tutto a quattro sezioni (p—10. Da Deczky [17]). 


Generalizzazioni di questa procedura che consentono l'introduzione sia di 
poli che di zeri sono state discusse da Shanks [19] e da Burrus e Parks[18]. 
Nel modello più semplice da noi adottato, il progetto del filtro è basato sul 
criterio che l'uscita dell'inversa di //(z) deve approssimare un campione 
unitario quando l'ingresso è /y(1), Se con r(n) indichiamo l'uscita del siste- 
ma inverso con funzione di trasferimento 1/2/(2), allora 


Hz) 
H(z) 
Di conseguenza possiamo scrivere la formula ricorsiva 


V(z) = 


bov(n) = hi(n) — a a,hin-—r) (5.44) 
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Ricordiamo che viene xichiesto che v(n) sia un campione unitario. Di conse- 
guenza è ragionevole imporre che 


bo = ha(0) 


e che v(n) sia più picgola possibile per n > 0. Perciò scegliamo i restanti 
coefficienti in modo tale da minimizzare 


E=Y(0(n))" 


nel 


Dalla (5.44) si ha 
i i Co) N o PN n) 
E= 3 Z (hm) — 23 hm Dahfn- n) +5 [ Sa,h(n — n] 
o nel nel rel nel rel 
I coefficienti a, che minimizzano E soddisfano le equazioni 
dE 
da; 


Derivando quindi rispetto ad a; e ponendo la derivata uguale a zero si 
ottiene 


= 0, t=1;Zo0vusiN 


SaS — nNhi(n— i) = S h(n)h.(n — rn) 


rel nel 
Se definiamo g(i, r) come 


Hi, n) = Shan — Mhi(n—- i) 


nel 


allora i coefficienti a; soddisfano il sistema di equazioni lineari 


Da, tli, r=wi,0), i=1,2,...,N (5.45) 


r=l 
Queste equazioni possono essere risolte utilizzando una qualsiasi tecnica 
convenzionale. Può essere mostrato [18, 19] che la matrice delle quantità 
$(i, r) è definita positiva. Di conseguenza una procedura particolarmente 
efficiente è quella fornita da Levinson [20]. 


5.4 PROPRIETÀ DEI FILTRI NUMERICI FIR 


Nei paragrafi precedenti sono state illustrate delle tecniche di progetto 
relative ai filtri numerici con risposta all'impulso di durata infinita. Benché 
tali filtri abbiano delle caratteristiche molto attraenti, essi hanno anche un 
certo numero di svantaggi. Per esempio, se si desidera sfruttare il vantaggio 
offerto dalla velocità di calcolo della FFT e realizzare un filtro come è 
stato discusso nel cap. 3, è essenziale avere una risposta all'impulso di 
durata finita. Inoltre, gli esempi dei precedenti paragrafi mettono in chiaro 
il fatto che i filtri ITR consentono di ottenere generalmente delle eccellenti 
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risposte di ampiezza con l'inconveniente però di risposte di fase non lineari. 
AI contrario, i filtri FIR possono avere fase esattamente lineare. Di conse- 
guenza, le tecniche di progetto dei filtri FIR sono di interesse notevole. 

La funzione di trasferimento di un filtro FIR causale è della forma 


N-1 
H(z) = Y h(n)z"" 
ne0 
cioè H(2) è un polinomio in 27! di grado N — 1. Di conseguenza H(z) ha 
N- 1 zeri che possono essere disposti ovunque nel piano z al finito e N— 1 
poli che giacciono tutti nel punto z =0. La risposta in frequenza H(e'") 
è il polinomio trigonometrico 


N-1 
H(e'®) = Y h(n)e 0” (5.46) 
a ne0 
Ricordiamo che una qualsiasi sequenza di durata finita è completamente 
specificata da N campioni della sua trasformata di Fourier, e quindi il 
progetto di un filtro FIR può essere effettuato trovando o i coefficienti della 
sua risposta all'impulso, oppure N campioni della sua risposta in fre- 
quenza. Nei paragrafi seguenti discuteremo esempi relativi ad entrambi i 
metodi. 
Se la risposta all'impulso soddisfa la condizione 


him) AN-1- n) (5.47) 


allora il filtro ha fase lineare. Come si è vistd nel cap. 4, ciò può essere 
facilmente mostrato sostituendo la (5.47) nella (5.46) ottenendo di con- 


seguenza 
(N--3)/2 a 
cosa [124] + pi 2li(n) cos (o(» = sr 11° 
2 ne 0) 2 
H(e!°) — Ndispari(5.48a) 
? N/2-1 ° csi 
emo eN- un »I 2li(n)cos (0(n ss ui w ) A N pari 
ne0 
(5.48b) 


Si può vedere da queste espressioni che la condizione (5.47) implica uno 
sfasamento lineare corrispondente ad un ritardo di (N-1)/2 campioni. 
Notiamo che per il caso in cui N è dispari, lo sfasamento corrisponde a un 
ritardo di un numero intero di campioni, mentre per N pari il ritardo è 
Un numero intero più un mezzo! Questa distinzione tra valori di N pari 
e dispari è spesso di considerevole importanza nel propetto e nella realizza. 
zione di filtri FIR. Esempi di risposte all'impulso aventi fase lineare sono 
mostrati in fig. 5.30. 


* Può essere mostrato [6] che l'eq. (5.47) è sia necessaria che sufficiente affinché 
un filtro numerico causale abbia una fase lineare. Di conseguenza soltanto i filtri FIR 
Possono avere una fase lineare. 
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N Dispari 


Flg. 5.30 Risposte all'impulso tipiche per filtri FIR a fase lineare. 


Dedicheremo quasi interamente la discussione seguente ai filtri a fase 
lineare, in quanto quest'ultima, oltre a essere utile e talora necessaria, 
semplifica spesso i procedimenti di progetto. 


5.5 ProGeTTO DI FILTRI FIR CON L'USO DI FINESTRE 


L’approccio più immediato al progetto di filtri FIR consiste nell’otte- 
nere una risposta all'impulso di lunghezza finita troncando una risposta di 
durata infinita. Sc indichiamo con /y(e'*) la risposta in frequenza ideale 
desiderata, si può scrivere 


He) Y h(mMet® 5.499) 
( 


fe- 


dove hu(n) è la sequenza che rappresenta la risposta all'impulso corrispon- 
dente, cioè 


hi(M) — da | Hxe'")e!®" dm (5.49b) 


mIi-r 


In generale, la H,(e') per un filtro selettivo in frequenza può essere co- 
stante a tratti, con discontinuità in corrispondenza delle transizioni tra una 
banda e l’altra. In questi casi la sequenza /a(n) è di durata infinita e deve 
essere troncata per ottenere una risposta all'impulso di durata finita. Come 
abbiamo già notato, le relazioni (5.49) possono essere viste come una rap- 
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presentazione mediante la serie di Fourier della risposta in frequenza, 
periodica, Hy(e*), dove la sequenza /(n) gioca il ruolo dei « coefficienti 
di Fourier ». Quindi l’approssimazione delle specifiche di un filtro ideale 
mediante troncamento della risposta all'impulso ideale coincide con lo stu- 
dio della convergenza delle serie di Fourier, studio che ha avuto un gran 
numero di contributi sin dalla metà del secolo diciottesimo. Il concetto 
più noto legato a questa teoria è il fenomeno di Gibbs. Nella discussione 
che segue vedremo come si manifesta questo fenomeno di convergenza non 
uniforme nel progetto di filtri FIR. 

Se ha(n) ha durata infinita, un modo di ottenere una risposta all’im- 
pulso causale e di durata finita è quello di troncare semplicemente /u(n), 
cioè definire 

_ fam),  OsnsN-1 
riad 0, altrove iii 


In generale, /(n) può essere rappresentata come il prodotto della risposta 
desiderata e di una « finestra » w(n) di durata finita, cioè 
h(n) = hi(n)w(n) (5.51) 
dove per l'esempio della (5.50) è 
ve) = (n O0<snsN-1 
0, altrove 


Usando il teorema della convoluzione complessa derivato nel cap. 2 si 
vede che 


(5.52) 


H(ei®) = +. Î H,(e'")W(ei-®) d0 (5.53) 


LIT 


In altri termini, H(e!°) è la convoluzione continua periodica della risposta 
in frequenza desiderata con la trasformata di Fourier della finestra. Perciò 
la risposta in frequenza H(e!) sarà una versione « smussata » della risposta 
desiderata Hy(e!"). La fig. 5.31(a) mostra alcuni tipici esempi delle funzioni 
Hue!) e W(ei©-%) con riferimento alla relazione (5.53) (entrambe le fun- 
zioni sono rappresentate come reali solo per comodità). 

Dalla (5.53) si vede che, se W(e') è a banda stretta rispetto alle varia- 
zioni di JIy(e!), allora H(eÎ) « assomiglia » ad (e). Quindi i criteri di 
scelta della finestra sono, da un lato, l'esigenza di avere 1v(n) la più corta 
possibile in quanto a durata, onde ridurre la complessità dei calcoli nelle 
operazioni di filtraggio, e dall'altro quella che W(e') sia la più stretta pos- 
sibile in frequenza, per riprodurre fedelmente la risposta desiderata. Queste 
esigenze sono contrastanti, come si può vedere nel caso della finestra ret- 
tangolare espressa dalla (5.52), dove 


W( ei”) "> bi e juwn > Cna 


. , 5.54 
sottN-1/2) SIN (60/2) i i 
e i rei 


sin (1/2) 
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Fig. 5.31 (a) Operazione di convoluzione corrispondente al troncamento della risposta a' 
l'impulso desiderata; (b) tipica risposta approssimata che risulta dall'applicazione 
della finestra alla risposta all'impulso desiderata, 

sin(wN/2) 

sin(w/2) 


(N=8) 


Fig. 5.32 Modulo della trasformata di Fourier di una finestra rettangolare (N—8). 


Il modulo di W(e!) è rappresentato in fig. 5.32 per N = 8 e la fase è 
lineare, come si può vedere dall’espressione (5.54). Quando N aumenta, la 
larghezza del « lobo principale » diminuisce (il lobo principale è definito in 
maniera arbitraria come la regione compresa tra w = —27/N e w= + 
+2r/N). 

Nel caso della finestra rettangolare, però, i « lobi laterali » non son® 
trascurabili ed in effetti, quando N cresce, i valori di picco del lobo prine! 
pale e dei lobi laterali aumentano in modo tale che l’arca sotto ogni lobo 
resta costante, mentre la larghezza di ogni lobo diminuisce con N. Il risul. 
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Rettangolare 


Fig. 5.33 Finestre comunemente usate per il progetto di filtri FIR. 


tato di questo fatto è che quando W(eî!-") incontra una discontinuità di 
H,(e') con w crescente, l'integrale di W(e'-")//,(e'") varia in modo 
oscillatorio mentre i singoli lobi di W(e'©%) si sovrappongono alla di- 
scontinuità. Questo effetto è rappresentato nella fig. 5.31(b). Poiché l'arca 
sotto ogni lobo rimane costante mentre N cresce, ne segue che le oscilla 
rioni hanno semplicemente una frequenza maggiore ma non diminuiscono 
in ampiezza, quando N aumenta. È ben noto nella teoria della serie di 
Fourier che questa convergenza non uniforme, il fenomeno di Gibbs, può 
essere ridotto usando un troncamento meno brusco della serie di Fourier. 

Si può diminuire l'altezza dei lobi laterali facendo tendere a zero dolce- 
mente la finestra ai suoi estremi; si papa però questo miglioramento con un 
allargamento del lobo principale e quindi con una transizione meno ripida 
in corrispondenza della discontinuità. La fig. 5.33 mostra alcuni esempi di 
finestre di uso comune. Queste finestre sono definite dalle relazioni se- 
puenti [21]: 


Finestra rettangolare: 
w(M) = 1, 0<n<N-1| (5.552) 


Finestra di Bartlett: 


i dzn gg 
2 
w(n) — 
(5.55b) 
D) sasa 
ia, il axpenei 
N | 2 


Finestra di Hanning: 


w(n) = I — cos [221 0<n<N-1 (5.55c) 
2 N-1 
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Finestra di RETE 


w(n)= ‘ 0,54 — 0,46 cos 3 


) O<gn<sN-—1 (5.554) 


Finestra di Blackman: 


2mn i 4nn 
= 0.42 — 0.5c 0.08 ; —1 
w(n) c0s( GT) + c0s(-i i) 0<n<N 


(5.55e) 
La fig. 5.34 riporta la funzione 20 logio |W(e!)| per ognuna di queste 
finestre e per N = 51. Si noti che, essendo tutte queste finestre simmetriche, 
la loro fase è lineare. La finestra rettangolare ha chiaramente il lobo cen- 
trale più stretto di tutte e perciò, per una lunghezza fissata N, sarebbe quella 
che dà luogo alle transizioni più ripide di H(e°") in corrispondenza di una 
discontinuità di H(e'), Tuttavia, per tale finestra il primo lobo laterale è 
solo circa 13 dB sotto il picco principale, per cui si hanno notevoli oscilla 
zioni di H(e") in corrispondenza di una discontinuità di H,(e'). Se si rac 
corda in maniera dolce la finestra verso lo zero, si riducono molto i lobi late- 
rali; è chiaro però che si paga il prezzo di un lobo principale molto più 
largo con conseguenti transizioni meno marcate alle discontinuità di 
Ha(eî"). 
Kaiser [4] ha proposto una famiglia flessibile di finestre definite come 


TI 


dove In ) è la funzione di Bessel modificata di ordine zero del primo tipo 
Kaiser ha dimostrato che queste finestre sono quasi ottime, nel senso che 
hanno la massima energia nel lobo principale per un fissato valore di picco 
dei lobi laterali. Il parametro wa può essere variato in modo da conciliare 
larghezza del lobo principale e altezza dei lobi secondari. Valori tipici di 
tw((N-—1)/2) sono nel campo 4 < wi((N-1)/2) < 9. 

Per illustrare l’uso delle finestre nel progetto dei filtri, consideriamo il 
progetto di un filtro passa-basso. Tenendo presente fin d'ora la necessità 
di un ritardo per ottenere un filtro causale a fase lineare, definiamo la 
risposta in frequenza desiderata come 


w(n) = 


ima 
e | 
H;(e!®) = Î | | e 
0, altrove 
La risposta all'impulso corrispondente è 
] 


Wa 
Dl eio (na) 
27 Wo 


de 


hi(n) = 


poni. nea 


m(n -—- a) 
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(a) 


20 logio |W(e!®)| 


(c) 


Fig. 5.34 Trasformate di Fourier delle finestre della fig. 5.33: (a) rettangolare; (b) Bartlett 
(triangolare); (c) Hanning; (d) Hamming; (e) Blackman. 
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20 logio |Wei®)] 
Dar 
(ez) 
(©) 


(d) 


20 logio |We!®)| 
| 
(e2} 
(©) 


-100 


(e) 


Fig. 5.34 (continuazione) 
Chiaramente, fy(n) ha durata infinita. Per ricavare un filtro causale di 
durata finita a fase lineare lungo N, definiamo 


h(n) = hy(Mw(n) 


dove 


Si verifica facilmente che se w(n) è simmetrica, questa scelta di a dà luogo 
ad una sequenza /(n) che soddisfa la condizione (5.47). La fig. 5.35 mostra 
un grafico di y(n) per finestra rettangolare, N = 51 ew. = r/2. La fig. 5.36 
mostra 20 logw|H(e')| per la risposta all'impulso di fig. 5.35 pesata da 
ognuna delle cinque finestre di fig. 5.34, 

Si noti la crescente larghezza della transizione, in corrispondenza del. 
l'aumento di estensione del lobo principale, e l'attenuazione crescente nella 
banda oscura, corrispondente a minori ampiezze dei lobi laterali. 

Dalla relazione (5.54) si nota che la larghezza del lobo principale è 
inversamente proporzionale a N. Questo è vero in generale ed è illustrato 
per una finestra di Hamming nella fig. 5.37, da cui appare chiaramente 
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0.2 


=02 


Fig. 5.35 Risposta all'impulso troncata di un filtro passa-basso ideale. (Il ritardo è di 25 
campioni, la lunghezza totale è 51 campioni e la frequenza di taglio è w,=r/2). 


che quando N raddoppia, l’estensione del lobo centrale si dimezza. La 
fig. 5.38 illustra l’effetto di un aumento di N sulla regione di transizione 
nel caso di progetto di un filtro passa-basso. È chiaro che l’attenuazione 
minima in banda oscura rimane essenzialmente costante, in quanto dipende 
dalla forma della finestra, mentre l'ampiezza della regione di transizione 
in corrispondenza di una discontinuità di #(e°) dipende dalla lunghezza 
della finestra, 

Gli esempi che abbiamo dato illustrano i' principî generali del me- 
todo della pesatura con finestre per il progetto di filtri FIR. Il procedi 
mento di progetto può essere controllato in qualche misura attraverso la 
scelta della forma e della durata della finestra. Ad esempio, per una data 
attenuazione in banda oscura, è vero in generale che N soddisfa un'equa- 
zione della forma 


vid 

Am 
dove Aw è la larghezza della transizione [all'incirca la larghezza dei lobo 
principale di W(e!)] ed A è una costante che dipende dalla forma della 
finestra. Come abbiamo visto, la forma della finestra è fondamentale per 
Quanto riguarda l’attenuazione minima in banda oscura. Per le finestre che 
abbiamo presentato, i parametri di base per il propetto di filtri passa-basso 
sono riassunti in tab. 5.2. Va notato che i valori della tabella sono appros- 
simati; essi dipendono in certa misura da N e dalla frequenza di taglio del 
filtro desiderato. Le finestre di Kaiser hanno un parametro variabile, wa, 
la cui scelta controlla il rapporto tra altezza dei lobi laterali c larghezza 
del lobo principale. Tabelle e curve relative all'uso di queste finestre sono 

fornite da Kaiser in [4,22]. 

I principî fondamentali illustrati dai nostri esempi sono validi in 
generale e possono essere applicati al progetto di qualsiasi filtro definibile 
mediante una risposta in frequenza desiderata. In questo senso, la tecnica 
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Fig. 5.36 Effetto delle diverse finestre per l'esempio di fig. 5.35: (a) rettangolare; (b) Bartlett: 


(c) Hanning; (gl) Hamming; (e) Blackman. 
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Flg. 5.36 (continuazione) 

' 
ha la caratteristica di una notevole generalità. Esiste però la difficoltà di 
calcolare l'integrale della (5.49 b). Se Hu(e') non è esprimibile in termini 
di funzioni semplici per cui si possa eseguire l'integrazione, occorre ottenere 
un'approssimazione di /1;(1) campionando /y(e!) e usando la trasformata 
di Fourier discreta inversa per calcolare 


M-1 
kn) = Po Hale ltd 


E S ha(n + rM) 


re 


Se M è grande, hs(n) può essere ritenuta una buona approssimazione di 
h(n) nell'intervallo ricoperto dalla finestra. Un'altra limitazione di questo 


Tab. 5,2 


Altezza massima Larghezza del Attenuazione minima 
Finestra del lobi laterali (AB) lobo principale in banda oscura 


Rettangolare —13 4n]N —21 


Bartlett —25 87/N —-2$ 
Hanning —-3I 8n/N — 44 
Hamming —A41 8n/N —53 
Blackman —51 12n/N — 74 
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Fig. 5.37 Dipendenza della trasformata di Fourier della finestra di Hamming dalla lunghezza 
della finestra: (a) N=:51; (b) N=:101; (0) N=-201, 
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Fio. 5.38 Effetto della lunghezza della finestra nel progetto di un filtro (passa-basso, 
w.= 1/2 @ finestra di Hamming): (a) N=51; (b) N=101; (c) N--201. 
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metodo è la difficoltà di determinare a priori il tipo di finestra e la durata N 
richieste per soddisfare le specifiche assegnate sulla risposta in frequenza. 
Si può però usare un semplicissimo programma di calcolo per effettuare le 
scelte in maniera euristica per tentativi. Perciò, il progetto di filtri numerici 
usando le finestre è spesso un approccio comodo e soddisfacente. 

LI 


5.6 PROGETTO DI FILTRI FIR ASSISTITO DA CALCOLATORE 


La tecnica delle finestre è di applicazione immediata e, per certi 
aspetti, del tutto generale. Spesso si desidera però progettare un filtro che 
sia l’« ottimo » ottenibile per un dato valore di N. Naturalmente, non ha 
senso discutere questo problema senza aver definito un criterio di approssi- 
mazione. Per esempio, nel caso di progetto con l’uso di finestre, da un risul. 
tato fondamentale della teoria della serie di Fourier consegue che la finestra 
rettangolare fornisce la migliore approssimazione in senso quadratico medio 
di una risposta in frequenza desiderata, per un dato valore di N. In altri 
termini, la sequenza 

dite Fall O0<n<N-1 
0, altrove 


minimizza l'espressione 


e A i |H,(e'°) a H(e'®)|? dm 
2n Li 


(v. probl. 12 di questo capitolo). Tuttavia, come si è visto, questo criterio 
_di approssimazione conduce a un comportamento non soddisfacente in corri 
spondenza delle discontinuità di H;(e'). Per molti tipi di filtri, un criterio 
migliore è quello della minimizzazione del massimo errore assoluto. Al 
esempio, sono stati sviluppati procedimenti per il progetto che minimizzano 
il massimo errore assoluto in una o più bande di frequenza. 

In questo paragrafo discuteremo aleuni procedimenti iterativi per il 
progetto di filtri FIR, che in generale danno luogo a filtri migliori di quelli 
ottenuti con il metodo delle finestre, al prezzo di una maggiore complessità 
di progetto. 


5.6.1 Progetto basato sul campionamento in frequenza 


Nel cap. 3 abbiamo dimostrato che una sequenza di durata finita può 
essere rappresentata dalla sua trasformata di Fourier discreta. Perciò UN 
filtro FIR ha una rappresentazione in termini dei « campioni frequenziali 
del tipo 


N-1 
AK) = H(2)] attimo — S° h(me Sn = 0,1,...,N—-1 


ne0 


* In [22] è esposta una procedura sistematica relativa alle finestre di Kaiser 
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Come mostrato nel cap. 3, H(z) può essere rappresentata in termini dei 
valori H(K) dall'espressione su A 

1g NN k 

H()= —— Y dA) 


N it ei (&7/N)k,-1 (5.56) 


Si è visto nel cap. 4 che la (5.56) costituisce la base della realizzazione con 
campionamento in frequenza di un filtro FIR. Se poniamo z = e’, allora 
la risposta in frequenza ha la seguente rappresentazione 


1 = eTtoN K31 Fk 

H(et%) = € un RA 
N 0 1 — ef@4/Mke jo 
= green a TIK)erma- tn sin [NM — (277/NY)/2] Gata 

N k=0 sin [(0 — (27/N)K)/2] 
La (5.57) suggerisce un approccio semplice, ma un poco ingenuo, al 
progetto di filtri, che consiste nello specificare il filtro mediante i campioni 

di un periodo della risposta in frequenza desiderata 


Uk) pu H (et, kei, uNa 1 


affidandosi all'interpolazione espressa dalla (5.57) per « riempire i vuoti » 
nella risposta in frequenza. Per illustrare il metodo, consideriamo l'approssi- 
mazione di un filtro passa-basso ideale con frequenza di taglio w. = 1/2. 
La fig. 5.39) mostra la risposta in frequenza desiderata /y(e") e i cam- 
pioni ZI(K) per N = 33. Come si può vedere, ik modulo della risposta in 
frequenza viene specificato a multipli di 2r/33 radianti, e la frequenza di 
taglio w. = n/2 si trova tra w = 16/33 e 18r/33. La fase è assunta 
lineare con un ritardo pari a (N--1)/2 campioni. Naturalmente, la risposta 
all'impulso può essere ottenuta usando la trasformata di Fourier discreta 
inversa: 


N-1 
h(n) r Y fI(k)e!riNn — n-0,1,...,N-1 (5.58) 
kol) 
= 0 altrove 


Se valutiamo la risposta in frequenza corrispondente a tale filtro, 
otteniamo la curva piuttosto insoddisfacente mostrata in fig. 5.40(a). In 
Questa figura è rappresentata la quantità 20 logio|/X(e!)|: i punti marcati 
sull'asse w indicano i campioni fissati nella banda passante, mentre quelli 
scelti nella banda attenuata corrispondono ai punti con attenuazione infinita. 
Notiamo che la transizione avviene rapidamente tra 167/33 e 18r/33; 
tuttavia, il minimo di attenuazione nella banda oscura risulta essere infe- 
riore a 20 dB. Questi filtri sarebbero insoddisfacenti per molti scopi. Come 
abbiamo ripetutamente visto, un modo per migliorare l’attenuazione nella 
handa oscura consiste nell'ampliare la banda di transizione. In questo caso, 
ciò può essere fatto facilmente permettendo ad un campione che si trova 
al limite tra la banda passante e la banda attenuata di assumere un 
valore differente da 0 oppure da 1, come è mostrato in fig. 5.39(b). La 
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Fig. 5.39 Scelta del campioni della risposta In frequenza di un filtro passa-basso Ideale 
(a) senza campioni di transizione; (b) con un campione di transizione H,. 


figura 5.40(b) mostra la risposta in frequenza per Hi = 0.5. Notiamo che 
la banda di transizione è ora ampia circa il doppio, ma il minimo di atte: 
nuazione nella banda oscura è ora considerevolmente aumentato. 

La (5.57) mostra che H(e!) è una funzione lineare dei parametri 
H(k). Di conseguenza si possono impiegare tecniche di ottimizzazione li 
neare per variare tali parametri allo scopo di ottenere la miglior appross 
mazione al filtro desiderato. Questo approccio, proposto per la prima volta 
da Gold e Jordan [23], e sviluppato da Rabiner ed altri [24], è stato usato 
per progettare una varietà di filtri. l 

Per esempio, nel caso che stiamo discutendo, si potrà usare una sempli- 
ce tecnica del gradiente per cercare il valore di Hi che rende minimo l’erro- 
re massimo nella banda passante o nella banda attenuata. La figura 5.40(c) 
mostra la risposta per H; = 0.3904, che è il valore che minimizza l'errore 
(massimizza l'attenuazione) nella banda oscura 


207 Sol < 
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Fia. 5.40 Effetto di un singolo campione di transizione: (a) H#,-0 (nessun campione di transi- 
zione); (b) H,--0,5; (c) H,=:0.3904, 


Risulta evidente che l’attenuazione nella banda oscura è significativamente 
Migliorata. Se sono richiesti ulteriori miglioramenti, si può ampliare ancora 
la banda di transizione permettendo ad un secondo ® campione di differire 
da I o da 0. Se N è mantenuto fisso, ciò dà luogo a una regione di transi- 
ione larga il doppio, consentendo però una maggiore attenuazione. Ovvia- 
Mente, se raddoppiamo N, si possono lasciar variare due campioni nella 
ona di transizione senza che se ne alteri la larghezza. La fig. 5.41(a) mo- 


LI . . . . . «0 e . . 
f Rabiner ed altri [24] forniscono risultati relativi a filtri passa-basso aventi 
no a quattro valori di transizione variabili. 
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Fig. 5.41 Progetto basato sul campionamento in frequenza usando due campioni di trans 
zione: (a) risposta in frequenza desiderata con campioni fissati e due campio” 
di transizione; (b) risposta in frequenza ottima risultante per due campioni d 
transizione 


stra tale insieme di campioni per l'esempio che abbiamo discusso pe' 
N = 65 La figura 5.41(b) mostra 20 lopw|[/(e!)| per N = 65 € 


H, 9 Îi17) «e Fi(efe0) — 0.5886 
H ea (18) e H(e'‘99r/98)) — 0.1065 


Tali valori sono molto vicini ai campioni di transizione ottimi che mini 
mizzano l'errore massimo assoluto (massimizzano l’attenuazione) nella 


? Si noti che 2-33=66 è un numero pari e perciò richiederebbe un ritardo 
corrispondente a un numero non intero di campioni per la lincarità di fase. Anche 
se si possono ottenere progetti basati sul campionamento in frequenza per N p?" 
con difficoltà non maggiore che per N dispari, esistono spesso ragioni pratiche Pe 
scegliere N dispari [25]. 
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banda attenuata. Confrontando le fig. 5.41(b) e 5.40(c), si vede che, quando 
si usano due campioni di transizione e si raddoppia all'incirca N (da 33 a 
65), l'attenuazione in banda oscura cresce di circa 24 dB, mentre la banda 
di transizione diventa lievemente più stretta (67/65 rispetto a 8/66) di 
quella corrispondente a N = 33 con un solo campione di transizione. 

I progetti basati sul campionamento in frequenza sono particolarmente 
convenienti per filtri selettivi a banda stretta dove soltanto pochi dei cam- 
pioni della risposta in frequenza sono non nulli [25,26]. In tali casi, 
una realizzazione basata sul campionamento in frequenza, come quelle 
descritte nel cap. 4, può essere considerevolmente più efficiente della con- 
voluzione diretta o della convoluzione con la DFT. In generale, anche se 
i campioni non nulli non sono pochissimi, il metodo basato sul campiona- 
mento in frequenza fornisce eccellenti risultati. Comunque, è chiaro dal- 
l'esempio del filtro passa-basso che il metodo manca di flessibilità nello 
specificare le frequenze di taglio della banda passante e della banda atte- 
nuata, poiché la disposizione dei campioni unitari, nulli e di transizione 
avviene secondo multipli interi di 2r/N. Prendendo N sufficientemente 
grande, si possono ottenere campioni che sono arbitrariamente vicini ad 
tin qualsiasi valore di frequenza specificato; ma, ovviamente, questo è un 
approccio inefficiente. Per questa ragione, ed in particolare se il filtro non 
deve essere necessariamente realizzato usando la struttura del campiona- 
Mento in frequenza, per il progetto di filtri selettivi in frequenza sono stati 
sviluppati altri algoritmi con caratteristiche più soddisfacenti. 


5.6.2 Approssimazioni ad oscillazione uniforme per filtri FIR 


La tecnica di propetto basata sul campionamento in frequenza usa una 
procedura iterativa per ottenere un filtro FIR che ha il più piccolo errore 
Massimo di approssimazione nella banda attenuata (il più grande minimo 
di attenuazione) per una durata N fissata, per un insieme di campioni in 
frequenza prescritti e per un dato insieme di campioni in frequenza varia- 
bili. Nel caso di filtri selettivi progettati usando questa tecnica, si ha una 
limitazione indesiderata sulla scelta delle frequenze di taglio. Inoltre 
'’errore di approssimazione tende ad essere più alto attorno alla zona di 
transizione e minore lontano dai campioni di transizione. Sembra essere 
intuitivamente ragionevole il fatto che, se l'errore di approssimazione fosse 
distribuito uniformemente in frequenza, una data specifica di progetto do- 
‘rebbe essere soddisfatta con un filtro di ordine inferiore di quello che si 
avrebbe nel caso in cui il filtro soddisfi esattamente le specifiche ad una 
frequenza e le ecceda di molto alle altre. Questa affermazione intuitiva è 


confermata da un teorema che sarà discusso più oltre nel corso del para- 
grafo. 
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In tutte le discussioni che seguiranno tratteremo filtri FIR a fase 
nulla e con una'îisposta in frequenza della forma 


M 
H(e'°) = 3 pm 


La durata della risposta all'impulso è N=2M+1, e per fase nulla impo- 
niamo che sia 


h(n) = h(—n) 


Notiamo che un sistema causale può essere ottenuto semplicemente ritar- 
dando (n) di M campioni. A causa della simmetria di /(n), possiamo scri. 
vere H(e!") come 


H(e'®) = h(0) + Z21(n) cos (n) (5.59) 
nel 


Dalla (5.59) osserviamo che H(e!) è puramente reale. Supponiamo di 
voler progettare un filtru passa-basso in accordo allo schema di tolleranze 
di fig. 5.42. Desideriamo cioè approssimare 1 nella banda 0 <|w|< w, con 
errore massimo 8, e desideriamo approssimare zero nella banda w; © 
< |w| < n con massimo errore 8». 

Non è naturalmente possibile specificare indipendentemente ciascuno 
dei parametri M, è: $:, w, e ty. Sono stati tuttavia sviluppati degli alpo 
ritmi di progetto in cui alcuni di questi parametri sono fissati e i rimanenti 
vengono ottimizzati mediante una procedura iterativa. A questo proposi!i 
sono da considerare due diversi approcci. Herrmann e Schuessler [27,28]. 
e più tardi Hofstetter ed altri [29-31], hanno sviluppato procedure in cu! 
sono fissati M, 8, e 8, mentre w, e w; sono variabili. Parks e MeClellan 
[32, 33] ce Rabiner [ 34, 35] hanno sviluppato procedure in cui M, wp €! 
sono fissati e 8; e 8, sono variabili. Poiché il lavoro di Herrmann e Schuess 
ler è stato il primo proposto ed ha stimolato i successivi lavori sul progetti 


H(e!) 


VILIISIIFLILISIIIA 


Fig. 5.42 Schema di tolleranze per l'approssimazione di un filtro passa-basso, 
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ad oscillazione uniforme, cominceremo la discussione partendo dal loro 
approccio. 

Supponiamo di avere un'approssimazione ad oscillazione uniforme di 
un filtro passa-basso come quella rappresentata in fig. 5.43. Vedremo nel 
seguito che tali approssimazioni sono ottime nel senso di avere il più piccolo 
valore di 8, e 8, per valori fissati di wp € ws. 


Hel) 


' 
Fig. 5.43 Approssimazione ad oscillazione uniforme di un filtro passa-basso. 


Un importante parametro dell’approssimazione ad oscillazione uni- 
forme è il numero di massimi e minimi locali nel campo di frequenze 
O < w = re. Per esaminare la dipendenza di questo parametro dalla lun- 
rhezza della risposta all'impulso, utilizziamo il fatto che cos wk può essere 
©spresso come una somma di potenze di cos w per scrivere la (5.59) come 


M i 
H(e'") - Y ax(cos m)" (5.60) 
Pant) 


dove gli ax sono costanti legate ai valori della risposta all'impulso. La (5.60) 
Mette in evidenza il fatto che //(e°) è un polinomio triponiometrico di 
crline M. Come tale, può avere al massimo M — 1 massimi e minimi locali 
ell'intervallo 0/6 < 1. Inoltre, se deriviamo la (5.00) rispetto ad 
teniamo 


dH(e'°) : nl da 
H'(e')= —— = —sin@[ Y kax(cos @)" (5.61) 
dm KI 

Dalla (5.61) notiamo che #/(e°) avrà sempre un massimo o un minimo a 
‘= 0 e w= n. Di conseguenza si avranno al massimo M + 1 estremi 
bari n N n è 
‘scali di H(e") nell'intervallo chiuso 0 < w < n. 

Utilizzando questo fatto Herrmann e Schuessler [27,28] hanno mo- 
Sato come scrivere un sistema di equazioni che garantisce il comporta- 


292 


mento ad oscillazione uniforme riportato in fig. 5.43. I parametri M, 5; e 8; 
sono fissati ed ai parametri w, e %; è permesso di variare liberamente, 
essendo definiti dalle equazioni 


H(e')=1—-4, 
H(e'") = ò, 
‘ Per l'esempio di fig. 5.43 possiamo scrivere le equazioni 
H(e)=1+6,, H(e'")= è, 
H(ef%)=1-d, H'(e'%)=0 
H(e'")=14+ò, H'(e'%)=0 


H(e'%) = —-8,, H'(e'%)= 0 
H(e!) = da, H'(e') = 0 
H(e'%) = —d,, H'(e'%) = 0 


In questo esempio vi sono tre estremi nella banda passante c quattro 
estremi nella banda attenuata. Di conseguenza abbiamo 


M+1=4+3=7 


cioè M =6 o N = 13. Vi sono M+1=7 coefficienti incogniti nella 
(5.59) o (5.60), e cinque frequenze incognite wi, &wz, . . ., %s, in corrispon 
denza delle quali si hanno gli estremi, formando così un totale di 12 inco- 
gnite che devono essere determinate come soluzione delle precedenti 12 
equazioni. In generale possiamo avere N, estremi nella banda passante € 
N; estremi nella banda attenuata, dove 
N +M=M4+1 

e possiamo scrivere 2M equazioni che mettono in relazione gli M +1 coef- 
ficienti del filtro e le M —1 frequenze alle quali si hanno gli estremi (due 
estremi si hanno a w = 0 e w= r). Sfortunatamente queste equazioni 
sono non lineari e devono essere risolte utilizzando procedure iterative. 
A causa delle difficoltà numeriche che si incontrano risolvendo equazioni 
non lineari, questo approccio è risultato soddisfacente soltanto per bass! 
valori di M (dell'ordine di 30). Inoltre, per valori fissati di M, $1 e 8, vi 
sono soltanto M differenti filtri ad oscillazione uniforme, in quanto si pos 
sono scegliere soltanto M differenti valori di N, (o N.). Ciò vuol dire che. 
per valori fissati di M, 81 e 8, sono possibili soltanto M differenti scelte d' 
wp. Di conseguenza, benché l’approssimazione ad oscillazione uniforme 
progettata con il metodo appena visto comporti la più stretta regione di 
transizione (to; — wp) per un dato valore di M, non si ha essenzialmente 
alcun miglioramento rispetto alla tecnica di progetto basata sul campio 


namento in frequenza, per quel che riguarda la scelta delle frequenze di 
taglio. 
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H(e!®) 


w 
Fig. 5.44 Tipiche approssimazioni succasnivo nella procedura di progetto di Hofstetter. La 
Curva tratteggiata rappresenta l'approssimazione ottenuta intorpolando i punti 
(circoletti) corrispondenti agli estremi della precedente approssimazione (curva a 

tratto intero) (da Hofstetter, ed altri [29]). 


Una tecnica che affronta in maniera efficace le limitazioni connesse 
alla complessità dei calcoli nell'approccio di Herrmann e Schuessler è quella 
sviluppata da Hofstetter, Oppenheim e Siegel [29,31], nella quale però 
permangono le restrizioni sulla scelta di wp e +, essendo M, 1 e 6, fissate 
come in precedenza. 

Invece di scrivere un sistema di equazioni non lincari, gli autori citati 
Usano una tecnica iterativa per ottenere un polinomio trigonometrico 
che ha estremi del valore desiderato. La procedura inizia scegliendo Np e 
N, e quindi stimando le frequenze alle quali si verificano gli estremi. Si 
sano poi metodi standard di interpolazione di Lagrange [5] per calcolare 
Un polinomio che assume i valori estremi prescritti (1 + 8, nella banda 
passante e + $, nella banda attenuata) in corrispondenza delle frequenze 
Par Un esempio è mostrato dalla curva a tratto intero di fig. 5.44 per 

Ni= N= 3.1 punti marcati rappresentano le stime iniziali delle fre- 
Pd di estremo. Gli estremi del polinomio risultante sono calcolati valu- 
tando il polinomio su di un insieme di frequenze finemente spaziate e ricer- 
cando su di questo i massimi ed i minimi locali. Se i massimi ed i minimi 
hanno i valori prescritti, la procedura è terminata; altrimenti viene calco- 
lato un nuovo polinomio assumendo come nuove stime delle frequenze di 
estremo, gli estremi del precedente polinomio. La curva tratteggiata in fig. 
5.44 mostra il polinomio risultante, dove i circoletti indicano le stime delle 
frequenze di estremo, 


Il fatto che questa procedura converga all' approssimazione ad oscilla- 
Zione uniforme desiderata è stato verificato per via numerica, ma di tale 
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convergenza non è stata ancora trovata alcuna dimostrazione [29]. Un 
esempio di filtro passa-basso progettato usando questa tecnica è mostrato 
in fig. 5.45. In questo caso M = 125, N, = 32 e N; = 94, 81 = 0.01 e 
8, = 0.00004. La fig. 5.46 mostra un filtro passa-banda in cui vi sono tre 
regioni distinte anziché due come in fig. 5.45. In questo caso vi è una 
banda passante di bassa frequenza contenente N; = 12 estremi, e nella 
quale il valore desiderato H(e') = 0.25 è approssimato con un errore mas- 
simo 8, = 0.01. La banda passante più alta contiene Np, = 31 estremi e 
il valore H(e') = 1 è approssimativo con un errore massimo 8, = 0.02. 
Nella banda attenuata vi sono N, == 18 estremi e Il valore F/(e) = 0 è 
approssimato con un errore di picco 8 = 0.0001. 

Questi esempi illustrano la flessibilità del metodo di approssima- 
zione ad oscillazione uniforme; rimangono tuttavia i problemi della man- 
canza di un preciso controllo sui bordi delle bande passante e attenuata. 
Per avere, quando M è fissato, il controllo su wp ed w è necessario consen 
tire che 8, e 8; varino. Parks e McClellan [32, 33] hanno dimostrato che, 
con M, wp ed &; fissati, il problema del progetto di un filtro selettivo in 
frequenza diventa un problema di approssimazione di Chebyshev sopra 
insiemi disgiunti, che è un problema di notevole importanza nella teoria 
dell'approssimazione e per il quale pertanto sono già disponibili una quan- 
tità di utilissimi teoremi e procedimenti di calcolo [37]. Per formalizzare 
in questo caso il problema di approssimazione, definiamo la seguente fun- 
zione errore di approssimazione 


E(@) = W(©)[H(e'®) — H(e'°)] (5.62) 


da valutare sulle bande passante e attenuata del filtro desiderato; W (w%) è 
una funzione peso. 

Supponiamo, per esempio, di voler ottenere un’approssimazione come 
in fig. 5.42, dove M, wp ed +; sono fissati. In tal caso, 


I SWwSw 
TOY , - = » 
Me > 0, o <O<T 
hi 1 
W() = K z 0s0so 
10 WZOST 


La scelta di W(w) specifica il rapporto fra le ampiezze degli errori di ap: 
prossimazione della banda passante e di quella attenuata. Ciò implica che 
K sia uguale al rapporto desiderato 81/8. In questo caso il procedimento 
di progetto richiede un algoritmo per minimizzare il valore massimo di 
|E(w)| negli intervalli 0 < w < wp e ws < w < n, il che equivale a m' 
nimizzare 8). 
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Fig. 5.45 Filtro passa-basso con M = 125, N,=32, N,=94, 8, = 0.01 e S:=0.00004 (da Hofstetter, ed altri 129). 
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Fig. 5.4$ Filtro passa-banca con M_—-50, N_,—=12. 5 
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=001, N_=31, 5,,=002, N,=18 e 5,=0.0001 (da Hofstetter, ed altri [29]). 
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Parks e McClellan [32] hanno riformulato un teorema di teoria del- 
l’approssimazione in termini di teoria del progetto di filtri (secondo il me- 
todo che qui stiamo discutendo), ottenendone il seguente teorema: 


TEOREMA DELL'ALTERNANZA, Sia F un qualsiasi sottoinsieme chiuso dell'inter- 
vallo chiuso 0 < w < n. Affinché H(e!) della (5,59) sia l’unica migliore approssima» 
zione di Hy(e!) su F, è necessario e sufficiente che la funzione errore £(w) abbia 
su F almeno M + 2 « alternanze », pet cui: E(0;) = — E(w;_1) = ||E]| = max |E(6)] 
CON Wo È Wi È li i < xi © 6 contenuto in F. 


È istruttivo interpretare questo teorema in termini del progetto di un filtro 
passa-basso. In questo caso il sottoinsieme chiuso F è costituito dagli inter- 
valli 0 <w <£ wp e ws < w < n. Poiché Hy(ei") è costante a tratti, le 
frequenze w; corrispondenti a picchi nella funzione errore £(w) corrispon- 
dono parimenti a frequenze per le quali H/(e') è al limite della tolleranza 
di errore. Un esempio tipico è schematizzato nella fig. 5.47. 

Si ricordi dalla nostra precedente discussione che H(e°) può avere 
al più M —1 massimi e minimi locali nell’intervallo 0 < w < ©, e pari- 
menti negli intervalli aperti combinati 0 < % < wp e w < + < n. Inol- 
tre, per definizione di banda passante e attenuata, 77(e'") è vincolata dalle 


H(e')- 1-8, 
H(e!") = +-ò, 


Ricordiamo anche che /(e') avrà sempre un massimo o minimo locale in 
>= 0 e w= n. Pertanto possono esserci al nfassimo M + 3 frequenze 
nelle quali la curva di errore raggiunge il suo massimo. Di conseguenza, 


H(el®) 


1+8, fezzzuzze 
i 


DILLILLILILALZZZE, 


A 
E 


Fig. 5.47 Esempio tipico di approssimazione di filtro passa-basso che soddisfa il teorema 
dell'alternanza (M—=7). 
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l’unica migliore approssimazione per la risposta passa-basso desiderata ha 
M + 2 oppure M ‘*) 3 alternanze della funzione errore. Nella fig. 5.48 
sono mostrate quattro diverse possibili cutve di risposta in frequenza per 
il valore M = 7. La fig. 5.48(a) mostra il caso in cui l’errore massimo si 
raggiunge sia per w = 0 che per w= r, e ci sono M + 3 alternanze. 
Le fig. 5.48(b) e (c)‘mostrano i casi in cui l’errore massimo si verifica ri- 
spettivamente solo in w = n o solo in w = 0. In questi due casi si hanno 
solo M + 2 alternanze. La fig. 5.48(d) mostra il caso in cui si hanno solo 
M + 2 alternanze e l’errore massimo si raggiunge sia in w = 0 che in 
w= n, In accordo con il teorema dell’alternanza tutti questi filtri sono 
approssimazioni ottime" per le prescritte frequenze di taglio w, (banda 
passante) e w: (banda attenuata). I filtri del tipo rappresentato nella fig. 
5.48(a) sono stati chiamati da Parks e McClellan [32] filtri « con oscilla 
zioni extra ». Questa terminologia è motivata dal fatto che tali filtri hanno 
un numero di alternanze di errore superiore al numero minimo (M + 2) 
richiesto per l’ottimalità. Se si includono i punti di estremo w, ed &w, i 
filtri progettati con le tecniche di Hermann-Schuessler e Hofstetter hanno 
M +3 punti nei quali la risposta in frequenza raggiunge la tolleranza pre- 
scritta; pertanto tali filtri coincidono con i filtri con oscillazioni extra. 
Oltre a stabilire delle chiare condizioni per l’ottimalità dei filtri FIR, 
Parks e McClellan [32] hanno anche presentato un procedimento iterativo 
per ottenere filtri ottimi. Questo procedimento è simile all’alporitmo di 
Hofstetter anche se in questo caso K, M, %wy, ed w: sono i parametri fissati 
e 5. è il parametro variabile. In accordo con il teorema dell'alternanza, il 
procedimento comincia con lo stimare M + 2 frequenze {wi}, i = 0, 1,... 
M + 1, nelle quali la funzione errore E(w) raggiunge il suo valore massimo. 
Queste frequenze devono trovarsi nelle regioni 0 S w S wew Sw n 
Si noti che poiché wp ed w: sono fissate, si sa che top è uguale a una delle wi, 
ovvero wp = wi, dove 0</<M +1 e w = tori. Assumendo che 
queste frequenze stimate siano le frequenze di estremo dell'errore desi. 
derato, si può calcolare il valore del modulo dell'errore di picco, che chia. 
miamo o, dalla (5.62). Si può cioè scrivere un sistema di M + 2 equazioni 
M 


W)| He) — (0) — Y 2i(n) cos (0) | = (1a 


nol 


(090 ARERR  ( a 


Questo sistema di equazioni può essere risolto per tutte le M +2 incognite 
{ln} e 0, ma è più efficiente risolverlo solo rispetto a o. Si determina poi 
un polinomio trigonometrico che ha i valori corretti alle frequenze {w;}, cioè 
1+ Kg se 0 < tw; < we + g se tw £ wi £ n. Ciò è illustrato nella fig. 
5.49 da cui risulta chiaramente che la stima fatta dei punti di estremo ha 
condotto a un valore di g troppo piccolo. Come nel caso dell'algoritmo di 
Hofstetter, Je nuove stime delle frequenze di estremo si assumono corri: 


* Si intende oftimo nel senso della minimizzazione del massimo errore nella 
banda passante e nella banda oscura, 
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(d) 


Flo. 8.48 Possibili approssimazioni ottimo di filtri pnssa-basso por M=7: (a) M.+3 alternanze 
(caso con oscillazioni extra); (b) M+2 alternanze {estremo in wr); (c) M+2 
alternanze (estremo in w=0); (d) M+2 altornanze (estremo sia in w=0 che in 
wet). 
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Fig. 5.49 Algoritmo di Parks-McClellan per l'approssimazione ottima. 


spondenti ai picchi del polinomio interpolante. Questi picchi si trovano 
per esplorazione dopo aver diviso banda passante e banda attenuata in un 
insieme sufficientemente fitto di punti. Le frequenze w, cd ws sono ancora 
frequenze di estremo per la funzione errore. In aggiunta si hanno M —1 
minimi e massimi locali negli intervalli aperti 0 < w < we ws < w < 
L'estremo restante può essere o in w = 0, 0 in w = n. Se si ha un picco 
della funzione errore sia in 0 che in t, si assume come nuova stima della 
frequenza di estremo quella corrispondente all’errore maggiore. Questo 
procedimento ciclico — calcolo di g, ricerca del polinomio interpolante i 
punti corrispondenti ai picchi stimati dell'errore, e quindi localizzazione 
degli effettivi picchi di errore — si ripete finché g non cambia più rispetto 
al suo precedente valore. Questo valore di o è allora il minimo desiderato 
di 5. 

Il filtro risultante ha il 8, minimo (8; = K 8») per una assegnata banda 
di transizione (tw — ty). Se si desidera invece progettare un filtro con asse: 
gnati valori di 5, e 8, si può usare iterativamente l'algoritmo descritto sopra 
fissando w, e variando w; finché non si ottengono i valori desiderati di 
5, e 5. Un sommario di risultati di questo tipo è dato dalla fig. 5.50 dove 
è stato rappresentato Aw = to, — wp in funzione di wp per valori asse 
gnati di M, 8, e & (K = 1). Questa curva mostra che al crescere di wp 1 
larghezza di transizione Aw raggiunge dei minimi locali. Questi minimi 
corrispondono ai filtri con oscillazioni extra (M + 3 estremi). Tutti i punti 
che si trovano tra i minimi corrispondono a filtri che sono ottimi secondo 
il teorema dell'alternanza. Pertanto i filtri che si ottengono con gli approcci 
di Hermann-Schuessler e di Hofstetter sono casi particolari delle approssi- 
mazioni ottenute con l’algoritmo di Parks-McClellan. 

Nell’algoritmo appena descritto tutti i valori della risposta all'impulso 
h(n) vengono implicitamente variati ad ogni iterazione onde ottenere la 
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Fig. 5.50 Dipendenza della larghezza di transizione dalla frequenza di taglio por l'approssi- 
mazione ottima di un filtro passa-basso. M=5, $,=5,=0.1. 


desiderata approssimazione ottima. Il passo finale dell’algoritmo è quello 
di calcolare 4(n) campionando in N o più punti la risposta in frequenza 
ottima e calcolando una trasformata di Fourier discreta inversa. 

Rabiner [34,35] ha discusso una formulazione del problema del 
progetto di filtri a oscillazione uniforme che è equivalente alla formula- 
zione di Parks-McClellan, ma è strutturata in modo da consentire una solu- 
zione basata sulle tecniche della programmazione lineare. Il punto essen- 
ziale di questo approccio sta nel notare che //(e°) può essere espressa come 
una combinazione lincare di funzioni coseno come nella (5.59), oppure 
come una combinazione lineare di funzioni della forma 


sin [N(o — mp] 
sin [(@© — (27r/N)K)/2] 


come nella (5.57). Nella (5.59) i coefficienti sono i valori (n) della risposta 
all'impulso, mentre nella (5.57) i coefficienti sono i campioni in frequenza 
H(). In entrambi i casi alcuni o tutti i coefficienti possono essere fatti va- 
riare sistematicamente in modo da raggiungere le prescritte tolleranze del 
progetto. Se si fanno variare solo alcuni dei parametri si ottengono filtri 
come quelli descritti nel paragrafo precedente. Se invece si fanno variare 
tutti i parametri, si ottengono le approssimazioni ottime. IT metodo di solu- 
zione basato sulla programmazione lineare è più lento dal punto di vista 
dei calcoli, ma è più flessibile in quanto consente di operare con vincoli sia 
nel dominio temporale che in quello frequenziale [34, 35]. Maggiori detta- 
gli sul progetto dei filtri FIR per risposte in frequenza comunque specificate 
Possono trovarsi in [36]. 
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5.7 UN CONFRONTO TRA FILTRI NUMERICI IIR E FIR 


In questo capitolo abbiamo trattato i metodi di progetto per filtri nu- 
merici invarianti alla traslazione. Abbiamo discusso una gran quantità di 
metodi per il progetto di filtri con risposta all'impulso sia infinita che finita. 
Alcune domande che a questo punto viene fatto di porsi sono: quali filtri 
sono migliori, gli IIR o i FIR? Perché prendere in esame tanti metodi di 
progetto? Quale metodo dà i migliori risultati? La risposta a queste do- 
mande è che si sono voluti discutere numerosi metodi sia per i filtri IIR 
che per i FIR, in quanto non esiste nessun particolare tipo di filtro o me- 
todo di progetto che sia il migliore per tutte le circostanze. 


La scelta tra un filtro FIR e un filtro IIR dipende dal peso relativo che 
uno attribuisce a vantaggi e svantaggi di ciascun tipo di filtro. Gli IIR, per 
esempio, hanno il vantaggio che si possono usare formule di progetto in 
forma chiusa per progettare una grande varietà di filtri selettivi in frequenza. 
In altre parole, una volta che si sia specificato il problema in termini adatti 
a un particolare tipo di filtro (per es. Butterworth, Chebyshev o ellittico), 
si ha che i coeflicienti (o i poli e gli zeri) del filtro desiderato si ottengono 
per sostituzione diretta in un insieme di equazioni di progetto. Questa sem- 
plificazione nel procedimento di progetto è vantaggiosa quando uno abbia 
da progettare solo pochissimi filtri, oppure quando le attrezzature di cal- 
colo disponibili sono alquanto limitate. i 

Nel caso dei filtri FIR non esistono equazioni di progetto in forma 
chiusa. Il metodo delle finestre, pur potendosi applicare in maniera al- 
quanto diretta e rapida, richiede spesso alcune iterazioni se si vogliono 
raggiungere determinate specifiche di progetto. La maggior parte degli altri 

| metodi di progetto dei filtri FIR implicano procedimenti iterativi che richie- 

dono mezzi di calcolo piuttosto potenti. AI contrario, è spesso possibile 
progettare filtri TIR selettivi in frequenza usando semplicemente un calco- 
latore tascabile e delle tavole con i parametri di progetto di filtri analogici. 
Il prezzo che si paga, tuttavia, per questa semplicità di progetto può essere 
misurato in termini di perdita di flessibilità rispetto al tipo di risposta di 
filtro ottenibile, I progetti di filtri IIR in forma chiusa sono essenzialmente 
limitati ai filtri passa-basso, passa-banda e passa-alto. Inoltre questi pro- 
getti non tengono generalmente conto della risposta di fase del filtro. Accade 
per esempio, che, benché si possa ottenere con una procedura di calcolo 
piuttosto semplice un filtro passa-basso di tipo ellittico con un'eccellente 
caratteristica di risposta in ampiezza, la sua risposta di fase risulti alta- 
mente non lineare (specialmente al bordo della banda). 

AI contrario, i filtri FIR possono avere una fase esattamente lincare. 
Inoltre, il metodo delle finestre e la maggior parte dei metodi algoritmici 
consentono di approssimare risposte in frequenza alquanto arbitrarie con 
difficoltà di poco superiori a quelle che si incontrano nel progetto dei filtri 
passa-basso. A ciò si deve ancora aggiungere che, rispetto al caso dei filtri 
IIR, il problema del progetto dei filtri FIR è molto più sotto controllo grazie 


303 


all'esistenza di un teorema di ottimalità che risulta significativo per un 
ampio spettro di situazioni pratiche, 

Esistono infine anche problemi di economia nella realizzazione di un 
filtro numerico. Preoccupazioni di questo tipo si misurano generalmente in 
termini di complessità di « hardware » e velocità di calcolo. Entrambi i 
fattori sono più o meno direttamente collegati all'ordine del filtro che è 
necessario per poter raggiungere determinate specifiche. Se si accantonano 
le considerazioni sulla fase, è generalmente vero che determinate specifiche 
sulla risposta di ampiezza si possono ottenere in maniera più efficiente con 
un filtro IIR, Tuttavia, in molti casi la fase lineare ottenibile mediante un 
filtro FIR può ben valere il costo addizionale, e in taluni altri casi [38] la 
scelta di un filtro FIR può perfino non comportare alcun sacrificio di 
efficienza. Un esame dettagliato di questi problemi è svolto in [39]. 

In conclusione, nel progettare un filtro numerico si devono conside- 
rare una quantità di pro c contro. È comunque chiaro che la scelta finale 
sarà fatta nella maggior parte dei casi sulla base di giudizi ingegneristici su 
problemi quali la formulazione delle specifiche, il metodo di realizzazione 
e i mezzi di calcolo disponibili per sviluppare il progetto. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo preso in considerazione una certa quan- 
tità di tecniche di progetto di filtri numerici con risposta all'impulso di 
durata sia infinita che finita. Abbiamo posto l'accento sulle specifiche delle 
caratteristiche desiderate dei filtri nel dominio della frequenza, poiché que- 
sto è il caso più comune nella pratica. Il nostro obiettivo era di dare una 
visione complessiva del vasto campo di possibilità disponibili per il pro- 
getto di filtri numerici, fornendo nello stesso tempo una descrizione sufli- 
cientemente dettagliata di alcune delle tecniche, in modo che esse possano 
essere applicate direttamente, senza una ulteriore consultazione della lette- 
tatura specializzata. Perciò, abbiamo dedicato uno spazio considerevole ai 
metodi ormai acquisiti dell’invarianza all'impulso e della trasformazione 
bilineare ed abbiamo discusso in maniera molto meno completa alcuni 
dei metodi algoritmici di progetto di filtri ITR, poiché tali metodi sono 
molto meno usati nella pratica. Analogamente, abbiamo dedicato uno spazio 
considerevole al metodo delle finestre e a quello del campionamento in 
frequenza per il progetto di filtri FIR, mentre siamo stati più sintetici sui 
metodi algoritmici di progetto. 

Il capitolo si chiude con alcune considerazioni sulla scelta tra le due 
classi di filtri numerici. Il punto centrale di questa discussione è che la 
scelta non sempre è ovvia c può dipendere da un gran numero di fattori 
difficili da valutare. Comunque, dovrebbe essere chiaro, da questo capitolo 
e dal precedente, che i filtri numerici sono caratterizzati da una grande 
flessibilità di progetto e di realizzazione; questo fatto rende possibile adot- 
tare schemi di elaborazione dei segnali piuttosto sofisticati, che in molti 
casi sarebbero diflicili, se non impossibili, da realizzare con mezzi analogici. 
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PROBLEMI 


I. Spesso si usano filtri numerici per elaborare segnali analogici limitati in banda 
nel modo illustrato in fig. P5.1, Nel caso ideale, il convertitore analopico-numerico 
campiona il segnale analogico fornendo la sequenza x(n) = x,(n7), ed il converti 
tore numerico-analogico trasforma i campioni y(#) in una forma d'onda limitata 


in banda 
sin (m/T)(f — nT) 


; “ a 
Va(0) sl 3A (a/DIt - nT) 
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Converti. 


tore an Spilli 
ronico n co analogi- 
xalt) mero DI net) 


(per. T) 


Fig. P5.1 


Il sistema complessivo è equivalente ad un sistema analogico lineare tempo- 
invariante. 


(a) Se il sistema (n) ha una frequenza di taglio di x/8 radianti e se 1/7=10 kHz, 
qual è la frequenza di taglio del filtro analogico equivalente? 


(b) Ripetere la parte (a) per 1/7 = 20 kHz. 


2. L'approssimazione di un sistema analogico per mezzo di una equazione alle diffe- 
renze all'indietro è stata discussa nel par. 5.1.2. Un procedimento alternativo po 
trebbe essere basato sulle differenze in avanti. Si assuma che y(n) = ya(n7) e 
x(n) — x(n) c si definisca In differenza prima in avanti come 


AO) ped Ja = pen 


Le differenze di ordine superiore sono definite come 
ASP [y(m] > ATA [y(n)]] 
AU] = y(n) 


Si consideri l'approssimazione dell'equazione differenziale 


“ dp dad 
» c ieri] x k « 
xo de* xo dt* 


con l'equazione alle “a 
M 
b: U. AMY] - “Di di A [x(Mm)] 


(a) Se H.(s) = Y.(5)/X.(s) e H(z) = Y(z)/X(z), determinare la funzione map 
pante s = W(z) tale che 
H(z) i H(y(2)) 
(b) Qual è il contorno nel piano z che è l'immagine dell'asse jQ del piano s per la 
trasformazione trovata nella parte (a)? 
(c) Sistemi stabili nel piano s sono mappati in sistemi stabili nel piano 2? 
3. Siano /.(1), s.(1) e H,(s) la risposta all'impulso, la risposta al gradino e la fun: 
zione di trasferimento di un filtro a tempo continuo lineare tempo-invariante, 
Siano inoltre fi), s(1) e 1/2) la risposta all'impulso, la risposta al gradino e In 


funzione di trasferimento di un filtro a tempo discreto lineare invariante alla 
traslazione. 


(a) SÉ h(m) = h.(nT), è sm = S ha(kT)? 
ke © 


(b) Se s(n) = s.(nT), è h(n) = ha(nT)? 
4. Si consideri un sistema a tempo continuo con funzione di trasferimento 
st+a 


5) — (s + a)? | 6° 


- 


(ea) 
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Determinare la funzione di trasferimento H(z) (cioè la trasformata z della risposta 
Cage di un sistema discreto progettato a partire da questo sistema sulla 
ase di: 


(a) Invarianza all'impulso, cioè in modo che sia 
h(n) = h.(nT) 
(b) Invarianza al gradino, cioè in modo che sia 
s(n) = sa(nT) 


dove 
s(n) a: h(k) 
e t 
Salt) -[ ha(7r) dr 


. Si supponga che H.(s) abbia un polo di ordine r in s = si, in modo che /,(s) si 


possa esprimere come 
* A 
Hi) — Lol 
a(8) de Pa a(5) 


dove G.(s) ha solo poli del primo ordine. 

(a) Fornire una formula per determinare le costanti Ax da /7,(5). 

(b) Ottenere l'espressione detla risposta all'impulso /,(t), in termini di so e di 
gs(1), la trasformata di Laplace inversa di G.(s). 


(c) Supponiamo di definire /(n) = /,(n7) come risposta all'impulso di un filtro 
numerico, Usando il risultato della parte (b), scrivere un'espressione della fun- 
zione di trasferimento H(z). 


(d) Discutere un procedimento diretto per ottentre /77(z) da H.(s). 


. Vogliamo progettare un filtro numerico passa-basso con una caratteristica di am 


piezza nella banda passante che sia costante, entro 0.75 dB, per frequenze infe- 
riori a + = 0.26137, c con attenuazione nella banda oscura di almeno 20 dB per 
frequenze tra w = 0.4018 e n. 

Determinare la funzione di trasferimento #(2) del filtro Butterworth di ordine 
minimo che soddisfa queste specifiche. Disegnare la realizzazione in cascata di 
questo filtro, includendo tutte le costanti necessarie. Usare la trasformazione 
bilineare. 


Costanti Fondamentali 


log! (0.75) = 5.6240 log (tan (0.40187)) — 0.52840 
log! (0.075) = 1.1885 log (525.2) — 2.72032 

tan (0.26137) — 1.0736 log (0.1885) — -— 0.72469 

log (tan (0.20097)) = — 0.13616 log (0.23721) 0.6253 

lop (tan (0,13067)) 03613 lop (2.00000) + 0,30103 

lop (tan (0,2613»)) — 003081 tan (0.jm) — 0,32492 


. Molti filtri numerici IIR sono progettati mappando progetti analogici per mezzo 


della trasformazione bilineare. Le specifiche numeriche vengono trasformate in 
specifiche analogiche e quindi il corrispondente filtro annlogico viene determinato 
o per mezzo di tavole di filtri, o con un programma al calcolatore o con calcoli 
a mano, Prima di usare una qualsiasi di tali tecniche, tuttavia, occorre determi. 
nare l'ordine N del filtro (N è uguale al numero dei poli). Proprio di ciò ci si 
occupa nel presente problema, che, nonostante la lunghezza del testo, è di rapida 
soluzione. Esaminate attentamente il problema da risolvere e l'informazione for- 
nita. Troverete che vi è stata data molta più informazione del necessario. Un 
uso accurato delle tavole grafiche qui fornite consente inoltre di minimizzare i 
calcoli a mano (le fig. P5.7-3 + P5.7-7 sono ristampate da [39]). 
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Vogliamo progettare un filtro numerico che soddisfi le seguenti specifiche 
(v. fig. P5.7-1): 


1+63,>|H(e©))>1-d, 0<0<, 
ds > |H(e'")] > 0, LOST 


dove 8, = 0.01, 8: = 0.01, w,=0.3t e w,= 0.47. Sfortunatamente, per ragioni 
storiche, i filtri analogici sono di norma specificati in termini di un diverso insieme 
di parametri e con un guadagno massimo unitario (fig. P5.7-2). Il vincolo sul gua 
dagno massimo può essere superato moltiplicando le specifiche numeriche sul: 
l'ampiezza per un fattore 1/(1 + 8). Perciò le specifiche numeriche ed analogiche 
sono legate da 

1 1-0; 


1 #2 14 di 
A Î+%ù 


0,9,, 1, e w, sono legate dalla funzione distorcente della trasformazione bili- 
neare. 


|Hati®)] 


Fig. P5. 7-2 


È utile anche definire il parametro 
e 


dae 


il quale è un parametro fondamentale per i filtri analogici usato nelle curve di 
progetto dei filtri stessi. Altre definizioni che potrebbero essere utili comprendono 
O, 
k = rapporto di transizione = —— 
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Wp 
2r 
Wi 


F, = frequenza di taglio per la banda passante = 
F,= frequenza di taglio per la banda oscura = — 


2r 


= larghezza della banda di transizione 


N = ordine del filtro 


F,-F, 


va 


“|e 
II 
2/2 
<\X 
Se 
x x 


Per i filtri ellittici, 


Na 


pleto di prima specie. 


grale ellittico com 


byshev, 


dove K( ) è l’inte 
Per i filtri di Che 


dove 


0.1 0.05 0.02 001 0.005 


8,= 


Fig. P5.7-3 
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Per i filtri di Butterworth, Inn 


Filtri ellittici 


Fig. P5, 7.4 


Sulla base di tutte queste informazioni (incluse le figure da P5.7-3 a P5.7-7): 

(a) Qual è l'ordine del filtro ellittico di ordine minimo che soddisfa le specifiche? 

(b) Qual è l'ordine del filtro di Chebyshev di ordine minimo che soddisfa le 
specifiche? 

(c) Qual è l'ordine del filtro di Butterworth di ordine minimo che soddisfa le 
specifiche? 

(d) Supponiamo di voler usare un filtro del dodicesimo ordine. Per i valori dat! 
di 5,, 8 e w,, quanto piccolo può essere reso w, con un filtro di ordine inte 
riore o uguale al dodicesimo per ciascuno dei tre tipi di filtri? 

8. Sia 14(2) la funzione di trasferimento di un filtro numerico passa-basso. JI filtro 
corrisponde ad un sistema lineare, invariante alla traslazione, causale e può essere 
realizzato per mezzo di una rete numerica composta da sommatori, moltiplicator! 
e ritardi unitari. A_ partire da questo filtro passa-basso vogliamo realizzare 1” 
filtro passa-basso per il quale la frequenza di taglio possa essere variata cam 
biando un parametro. La strategia proposta è di sostituire ogni ritardo unitario 
nella rete di //(2) con una rete R rappresentata dall’equazione alle differenze 


y(n) = x(n — 1) — a[x(n) — y(n — 1)] (P5.8-1) 


dove a è reale, |a] < 1, e x(n) ed y(n) rappresentanò l’ingresso e l'uscita di R. 

rispettivamente. 

(a) Sin G(2) la funzione di trasferimento del filtro risultante quando nel filtro 
originario opni ritardo unitario viene sostituito dalla rete corrispondente alla 
(P5.8-1). Mostrare che la risposta in frequenza associata a G(2) è legata alla 
risposta in frequenza associata ad //(2) da una trasformazione dell'asse fre- 
quenza; cioè se G(e') e H(e!) indicano le due risposte in frequenza, w pi" 
essere espressa come una funzione reale di 0. Disegnare w in funzione di È. 
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Rapporto di transizione, 


Filtri di Chebystiev 
Fig. P5.7.5 


Se la frequenza di taglio associata ad /(z) è 0,, determinare, come funzione 
del parametro @, la frequenza di taglio w, associata a G(2). 

(b) Invece di sostituire ciascun ritardo unitario con una rete descritta dall'equa- 
zione (P5.8-1), consideriamo il caso in cui ciascun ritardo unitario sia sosti. 
tuito da una rete rappresentata dall'equazione alle differenze 

yM= x(n - 2) — alx(n—1)— ya — 1)] (PS5.8-2) 


La rete dell'equazione (P5.8-2) è quella della (P5.8-1) in cascata con un ritardo 
unitario. Anche in questo caso, si verificherà che la risposta associata a G(2) 
è legata alla risposta in frequenza associata ad 7/2) da una trasformazione 
dell'asse frequenza. Determinare tale trasformazione e mostrare che in questo 
caso, se //(2) corrisponde ad un filtro passa-basso, G(z) non corrisponderà ad 
un filtro passa-basso. 


Un filtro analogico passa-alto può essere ottenuto da un filtro passa-basso sosti- 
tuendo s con 1/s nella funzione di trasferimento; vale a dire, se G.(s) è la fun- 
zione di trasferimento per il filtro passa-basso, allora //,(s) è la funzione di trasfe- 
Mmento di un filtro passa-alto se vale 


Ha(5) = Ga (1) 
s 


D'alten parte un filtro numerico può emere ottenuto attraverso In trasformazione 
di un filtro analogico per mezzo della trasformata bilincare 
=] 
i ipo 
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3 
5 le) s 
> à è 


(e) 
4 


Si è assunto, per comodità, T = 2 nella relazione (5.22). Questa trasformazione 
conserva l'andamento (per es. passa-basso) del modulo della funzione di trasferi 
mento, anche se la scala delle frequenze risulta distorta. La rete di fig. P5.9 rap- 
presenta un filtro passa-basso con frequenza di taglio w, = 1/2. 

Le costanti A, B, C e D sono reali. Determinare la maniera in cui vanno 
modificati i coefficienti per ottenere un filtro passa-alto con frequenza di taglio 
Wy = n/2. 


le) 
s 


Rapporto di transizione, 
Filtri di Butterworth 


Fig. P5. 7-6 


. Si assuma che il filtro a tempo continuo sia del tipo passa-basso e che //(2) = 


= Hx((z 4 1)/(z —1)). Allora la banda passante del filtro numerico sarà centrata 
in: 

(a) to = 0 (passa-basso) 

(b) w= n (passa-alto) 

(c) una frequenza diversa da 0 o x (passa-banda) 

(Scegliere la risposta corretta). 


1. Sia 4(n) la risposta all'impulso di un filtro FIR tale che (n = 0 per n <0, 


n N. Si assuma /(n) reale. fi possibile garantire che il filtro abbia fase lineare 
imponendo certe condizioni di simmetria sulla sua risposta all'impulso A(n). 
(a) La risposta in frequenza di questo filtro può essere espressa nella forma 


H(e!°) si N(ei) 03500) 
dove 
ù Me!) è reale, 
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Banca passante normalizzata, F 


uti iti iu cia 
(6) 02 04 0.6 0.8 0.9 0.94 0.98 100 
Rapporto di transizione (distorto), k 


Fig, PS, 7.7 


Fig. P5.9 


(1) Trovare 0), per 0 < % < n, quando /(n) soddisfa la condizione 
h(n) = AN — 1 — n) 
(2) Trovare 0(w), per 0 < w £ n, quando 
h(n)= —AN —-1- n) 
(Si faccia molta attenzione: può essere necessario trattare separatamente 
il caso di N dispari e quello di N pari). 
(b) Si indichi con H(k) la DFT di 4(n) su N punti. 
(1) Se /i(n) soddisfa la relazione 
h(n) = -A(N -1- n) 
dimostrare che vale 


H(0) = 0 
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(2) Se N è pari, dimostrare che la relazione 


4% 
\ 


h(n) = AN —1- n) 


IE 


implica 


12. Si indichi con /y(n) la risposta all'impulso di un sistema ideale desiderato con 


risposta in frequenza Hy(e') e si indichi con (n) la risposta all'impulso, di lun- 
ghezza N, di un sistema FIR con risposta in frequenza H(e'). Nel par. 5.6 si affer- 
mò che una finestra rettangolare di lunghezza N applicata ad Ay(n) genera una 
risposta all'impulso /(n) tale che l'errore quadratico medio, espresso da 


1 n 
sing :=| H(6°) — H(19)12 do 


è minimizzato. 


(a) La funzione errore E(ei®) = Hy(ei%) — H(ei°) può essere espressa come la 
serie di potenze 


E(ei®) a pI e(ne ion 
na — 00 


Determinare i coefficienti e(n) in funzione di hy(n) e di h(n). 
(b) Esprimere l'errore quadratico medio e? in funzione dei coefficenti e(n). 


(c) Dimostrare che per una risposta all'impulso /(n) di lunghezza N, e° è minimo 
quando 


h(n) 


5 {fl O0<n<N_-1 
0, altrove 


Cioè In finestra rettangolare dà la migliore approssimazione secondo i minimi 
quadrnti di una risposta in frequenza desiderata, per un valore di N prefissato 


. Un derivatore ideale a banda limitata con ritardo © è definito dalla risposta in 


frequenza De ti 6 
j jet, < 
H(j9) = (90 edili 


altrove 


(a) Determinare la risposta all'impulso di un « derivatore numerico con ritardo » 
ideale per mezzo dell'invarianza all'impulso; cioè determinare /,(n) tale che 
him) = T h(nT). (Si assuma O. = 1/7). 

(b) Determinare e disegnare la corrispondente risposta in frequenza H,(e!). Que! 
è il ritardo del sistema in numero di campioni? 

(c) Una maniera per ottenere un'approssimazione causale al derivatore numerico 

è quella di usare il metodo delle finestre. Si supponga che la risposta all'im- 

pulso 4(n) di tale approssimazione sia diversa da zero solo nell'intervallo 

O0<n<N_-1. Come bisogna scegliere t nel caso che N sia pari (1) o che di 

sia dispari (2)? Qual è il ritardo espresso in numero di campioni nei due casi 

Si disegni una tipica risposta all'impulso per ogni caso. 

Si ponga N=2e t = 7/2 e si scelga 


_ ha, n=0,1 
hi) = 0, altrove 


(d 


_ 


(1) Esprimere l'uscita di questo sistema in funzione dell'ingresso. 
(2) Qual è la risposta in frequenza in questo caso? 
(3) Ottenere un'espressione per l'errore relativo 
Hue") — He!) 
Ha(e'®) 
per questo caso. Fare un grafico di E,(w) per 0 Sw £ n. 
(e) Ripetere il punto (d) ponendo N=3et=T. 


E,(w) = 


14, 
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hy(n) 

0 123 4 dò 6 n 

ha(n) 

01234567 n 
Fig. PS. 15 


Un filtro con risposta all'impulso finita ha risposta in frequenza 
H(ei5°) = |H(ei®)|ezi&no 


dove m non è necessariamente intero. Sia N la lunghezza della risposta all'impulso. 

Si ricordi che la risposta all'impulso è completamente definita da N campioni 

di He!) presi in w = 2rk/N, k = 0, 1... NI 

(a) Disegnare approssimativamente il diagramma di |//(e®)| per il caso di 
N°= [5 wa =0,. è 


i I, ,k=0 
IIC > 1H(eIMME] IR, k- 1,14 


0, altrove 


(b) Scrivere un'espressione generale per #(m) in funzione dei termini 7/(k). (Non . 
assumere 7 = 0). 


Rappresentare in un grafico saro per i casi: (1) m= (N-1)/2=7, c (2) 

ta = N/2 = 15/2, scegliendo |/}(K)| come al punto (a). 

(d) Disegnare un diagramma a blocchi completo (cioè una rete numerica) di una 
realizzazione di questo sistema con N = 15, re = 15/2 e |H{(X)] come al punto 
(a). Questa realizzazione dovrebbe essere ricorsiva, vale a dire dovrebbe 
essere basata sul campionamento in frequenza. Si confronti il numero delle 
addizioni ec moltiplicazioni richieste con quello necessario per una realizza. 
zione in forma diretta. 


(e 


_ 


. Si considerino due sequenze di durata finita, /(n) e /(n), di lunghezza 8, rappre- 


sentate in fig. P5,15: esse sono legate da una rotazione circolare. 
(1) I moduli delle due DFT su otto punti sono uguali. (E vero 0 è falso?) 


(b) Si voglia realizzare un filtro passa-basso non ricorsivo e si debba utilizzare 


come risposta all'impulso /i(n) o An). Quale delle seguenti affermazioni è 
giusta? 


(1) /(n) è un filtro passa-basso migliore di /(n). 
(2) /x(n) è un filtro passa-basso migliore di /j(n). 
(3) Sono entrambi ugualmente buoni (o cattivi) filtri passa-basso. 


+ Nella sua forma originaria, l'algoritmo di Parks-McClellan determinava la sequenza 


@(h) tale che 


min {max | (m1e) _ 5 dm) cos on) |) (P5.16-1) 


fa(n)){ @ 


no0 
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dove 
hm = h(— n) = a(n)/2 1<sn<M 


h(0) = a(0) 


Esso richiedeva quindi che (1) N = lunghezza della risposta all'impulso = 2M + 
+ 1 fosse dispari, e che (2) la risposta all'impulso fosse simmetrica, Ci sono altri 
tre casi interessanti: 


A: Risposta simmetrica, lunghezza pari: (N = 2M) 
M 
H(e'®) = 20 cos [(r — $)@] 


B: Risposta antisimmetrica, lunghezza dispari: 
M 
H(e!°) = Y c(n)sen (on) 
1 


no 


C: Risposta antisimmetrica, lunghezza pari: 
M 
H(e!°) = Zi sen (@(n — 3)) 


Dato un algoritmo che calcola a(n) secondo l'espressione (P5.16-1), mostrare come 

esso può essere usato per progettare filtri che corrispondono agli altri tre casi 

(a) Trovare una funzione W(e") che può essere usata per risolvere il caso A © 
mostrare come si può determinare b(n) a partire da a(n). 

(b) Trovare una funzione W(e'*) che può essere usata per risolvere il caso B © 
mostrare come si può determinare c(n) a partire da a(n). 

(c) Trovare una funzione W(e') che può essere usata per risolvere il caso C © 
mostrare come si può determinare d(n) a partire da a(n). 


(6. CALCOLO DELLA TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 


6.0 INTRODUZIONE 


Nei capitoli precedenti abbiamo visto che la trasformata di Fourier 
discreta ricopre un ruolo importante nell’analisi, nel progetto e nella realiz- 
zazione di algoritmi e sistemi per l'elaborazione numerica dei segnali. Ulte- 
riore conferma di questa allermazione si avrà nei capitoli successivi. Uno 
dei motivi per cui l’analisi di Fourier è così importante e di vasto impiego 
nell'elaborazione numerica dei segnali è l’esistenza di algoritmi efficienti 
per il calcolo della trasformata di Fourier € discreta TI]. 

Ricordiamo dal cap. 3 che la trasformata di Fourier discreta (DFT) 
è definita come 


DIFT x) = XxMIWR badi (6.1) 


Hi CI » LA CI . 
con Wy = ec'@%N. La trasformata di Fourier discreta inversa è 


NI 
DETT «Mm=15xww ano... N-1 (69) 
k=0 


Nelle (6.1) c (6.2) sia x(n) che X(k) possono essere complesse. Le due 
espressioni differiscono solo per il segno dell’esponente di Wy e per un 
fattore scala pari a 1/N. Perciò la discussione delle procedure di calcolo 
per la (6.1) vale anche, con semplici modifiche, per la (6.2). 

Per dimostrare l'importanza di disporre di schemi di calcolo efficienti, 
è istruttivo esaminare il caso del calcolo diretto della DFT, cioè delle espres- 
sioni (6.1) e (6.2). Poiché x(n) è in generale complessa si può scrivere 


N-1 
X(k) = Y {(Re [x(m]}Re [WXY] — Im [x(n] Im [WD 
n 
t-J(Re [x(n)] Im [WK7] 4 Im [x(mM]} Re [WWD}, 
k=0;4,-agN= 1 (69) 
Dall’espressione precedente risulta chiaro che il calcolo diretto di X(K) 


richiede 4N moltiplicazioni reali e (4N — 2) addizioni reali per ogni valore 
di #". Poiché occorre valutare X(k) per N diversi valori di k, il calcolo 


' In tutta questa discussione il numero di operazioni è solo approssimato. La 
moltiplicazione per W$, ad es., non richiede in realtà una moltiplicazione. Ciò nono- 
Stante, la dipendenza ‘penerale della complessità di calcolo dal valore di N che si ot- 
tiene includendo queste moltiplicazioni è abbastanza precisa per consentire con- 
fronti tra diverse classi di algoritmi. 
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N tiplicazioni reali e N(4N —2) addizioni reali ovvero, in altri ter- 


diretto della trasformata di Fourier discreta di una sequenza x(n) richiede 
4N° m 
e 


to) 

N° moltiplicazioni complesse e N(N —1) addizioni complesse. Oltre 
alle moltiplicazioni e alle addizioni contenute nella (6.3), l'esecuzione del 
calcolo della DFT su un calcolatore numerico d'impiego generale o con un 
dispositivo ad essa dedîcato implica naturalmente la necessità di memoriz- 

re e di leggere i valori della sequenza d’ingresso x(n) e dei coefficienti 
WXI Poiché negli algoritmi di calcolo numerico la quantità di operazioni 

di lettura e scrittura risulta, in generale, proporzionale al numero di ope- 
razioni aritmetiche, viene comunemente accettato come misura significativa 
della complessità (ovvero del tempo richiesto per eseguire un algoritmo 
di calcolo) il numero di moltiplicazioni e di addizioni che sono necessarie. 
Quindi, per il calcolo diretto della trasformata di Fourier discreta, l’effi- 


4N° moltiplicazioni reali e N(4N —2) addizioni reali. }Poiché la quantità 
(e quindi il tempo) dei calcoli è approssimativamente proporzionale a N°, 
è evidente che il numero di operazioni aritmetiche richiesto per calcolare 


la DFT con il metodo diretto diventa enorme per valori grandi di N. Per 
questo motivo risultano di grande interesse procedure dî calcolo che ridu 
cano il numero di moltiplicazioni e addizioni.| i 

La maggior parte delle tecniche usate per migliorare l’efficienza del 
calcolo della DFT sfruttano almeno una delle seguenti proprietà particolari 


delle quantità WX': 
I, Wa (WE, 
9 win 2a ywRin4N) sing pria 


ee del metodo si può valutare sulla base del fatto che sono necessarie, 


Per esempio, usando la prima proprietà, cioè la simmetria delle funzioni 


seno e coseno, si possono nella (6.3) raggruppare dei termini come | 
Re [x(n)]Re [WX"] + Re [x(N — n)] Re [WX-"} 
= (Re[x(n)] + Re [x(N — n)) Re [W 


e 
Im [x(n)] Im [WW]) — Im [x(N — n)]} Im [WXN-")] 
= —(Im [x(n)] — Im [x(N — m)})) Im [WN] 


Analoghi raggruppamenti si possono fare per gli altri termini della (6.3). 
In questo modo si riesce a ridurre il numero di moltiplicazioni circa di un 
fattore 2. Si può anche sfruttare il fatto che per certi valori del prodotto 
kn le funzioni seno e coseno valgono 1 o 0, e non è quindi necessario ese- 
guire le moltiplicazioni corrispondenti. Tuttavia, dopo riduzioni di questo 
genere, resta sempre da eseguire una quantità di calcoli che è all'incirca 
proporzionale a N°. Per fortuna, è possibile usare la seconda proprietà, cioè 
la periodicità della sequenza complessa WX*, per ottenere una riduzione 
dei calcoli notevolmente maggiore. 
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Algoritmi di calcolo che sfruttano sia la simmetria che la periodicità 
della sequenza _W{" e erano noti già da molto tempo prima dell'avvento dei 
calcolatori numerici veloci. )A quei tempi, qualunque accorgimento che 

ucesse i calcoli, fatti a mano, anche solo di un fattore 2 era visto con 
interesse, Runge [2] e più tardi Danielson e Lanczos [3] hanno descritto 
algoritmi la cui complessità era all'incirca proporzionale a NlogN invece 
che a N°, Questa differenza non era però di grande importanza essendo 
piccoli i valori di N che permettono di fare i conti a mano? La possibi- 
lità di ridurre notevolmente i tempi di calcolo non divenne chiara se non 
verso il 1965, quando Cooley e Tukey [1] pubblicarono un algoritmo per 
il calcolo della trasformata di Fourier discreta che vale quando N è un nu- 
mero composto, cioè il prodotto di due o più interi, La pubblicazione di 
questo lavoro provocò un fiorire di applicazioni della trasformata di Fou- 
rier discreta all'elaborazione dei segnali e diede luogo alla scoperta di 
numerosi algoritmi di calcolo che divennero noti come algoritmi per la tra- 
sformata di Fourier veloce, o semplicemente FFT, Sinteticamente, l’intero 


insieme di questi algoritmi è spesso indicato come « la FFT » [5]. 
Il principio fondamentale su su si basano dui Denti al oritmi è la 


più piccole. Il ci in cui questo principio è pra dà sa a una 
varietà di algoritmi diversi, tutti caratterizzati da miglioramenti circa della 
stessa entità nella velocità di calcolo. In questo capitolo ci occuperemo di 


due classi fondamentali di algoritmi di FFT, La prima, detta a_ ecimazione. 
|nel tempo, prende il nome dal fatto che nello scomporre il calcolo in tra- 


|Mormate di dimensioni iù iccole, la sequenza x(n) Lindise n è spesso 


In questo capitolo prenderemo in esame un certo numero di algoritmi 
per calcolare la trasformata di Fourier discreta. Questi algoritmi, pur avendo 
diversa efficienza, sono comunque tutti più efficienti che non il calcolo 
diretto dell'espressione (6.3). Cominceremo discutendo il metodo di Goert- 
?el [6, 7], che richiede un numero di operazioni proporzionale a N° ma con 
Una costante di proporzionalità più piccola rispetto al metodo diretto. La 
Nostra attenzione sarà poi dedicata in massima parte a discutere gli algo- 
ritmi di FFT, cioè algoritmi per i quali l'ammontare dei calcoli è circa pro- 
Porzionale a NlogN. Nella presentazione di questi metodi non cercheremo 
di essere esaustivi, ma illustreremo i principî generali comuni a tutti gli algo- 
ritmi di questo tipo, considerando in dettaglio solo alcune delle tecniche più 
comunemente usate. 


{ ? Un interessante articolo di Cooley, Lewis e Welch [4] presenta la storia degli 
Morzi volti a migliorare l'efficienza del calcolo della DFT. 
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6.1 L’ALGORITMO DI GOERTZEL 


» 
Sa 


L’algoritmo di Goertzel [6] è un procedimento di calcolo più effi. 
ciente del metodo diretto ed è un esempio di come si possa sfruttare la 
periodicità della sequenza WXY per ridurre i calcoli. Più precisamente, 
vedremo che la trasformata di Fourier discreta può essere considerata come 
la risposta di un filtro numerico la cui struttura può essere progettata in 
modo da ridurre il numero delle operazioni aritmetiche. 

Per ricavare l’algoritmo di Goertzel, cominciamo col notare che è 

WiiN = eSttrlNINk — gi2rà _. | (6.4) 


Questa è, ovviamente, una conseguenza immediata della periodicità di Wx'". 


In base alla (6.4) possiamo moltiplicare il secondo membro della relazione 
kN , . . . 
(6.1) per Wx° senza alterare l'uguaglianza. Quindi è 


N-1 
X(k)= WXN X x(MWK 


sigla (6.5) 
" K(N=r) 
= SM) 
Za 


Introduciamo ora, per comodità, la sequenza 


N-1 
va(n) — X x(MWaro” (6.6) 
r0 


Dalle (6.5) e (6.6) segue che 

X(k) = Vx(Mnox 
La relazione (6.6) è chiaramente la convoluzione discreta della sequenza 
di durata finita x(m, 0 < n < N — 1, con la sequenza Wx"". Di conse 
ssere vista come la risposta di un sistema con risposti 
In particolare, X(k) è il valore de 
er n = N.|]Un sistema cen risposta all'impulso Wy'" 


‘uscita N è rappre 


Poiché sia l’ingresso x(n) che il coefficiente Wy* sene complessi, i! 


calcolo di egni nuevo valere di y:(n) richiede quattro moltiplicazioni reali 
e quattro addizioni reali, Siccome poi occorre calcolare tutti i valori inter 
medi yi(1), y(2), 4 Ya(N +1) per ottenere yi(N) = XM), l'uso dello 
schema illustrato in fig. 6.1 richiede 4N moltiplicazioni reali c 4N addi 
zioni reali per ricavare X(k) per un particolare valore di K. Perciò questo 


Wi" 


Fig. 6.1 Grafo di flusso di un sistema del primo ordine per il calcolo ricorsivo di X{K? 
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schema è lievemente meno efficiente del metodo diretto. Notiamo però che 
il metodo di fig. 6.1 non richiede né il calcolo né Ja memorizzazione dei 
coefficienti WK° , in quanto questi vengono calcolati attraverso il procedi- 
mento ricorsivo implicitamente contenuto nello schema di fig. 6.1. 

È possibile mantenere questa semplificazione e ridurre contempora- 
neamente di un fattore 2 il numero delle moltiplicazioni. Per vederlo, 
notiamo che la funzione di trasferimento del sistema di fig. 6.1 è 


1 
Ha) nn 
x(2) 1 Wai (6.7) 
Moltiplicando il numeratore e il denominatore di Hx(z) per il fattore 
(1-- WX2), si ottiene 


Hz) = —_ 
MU (- Wai — WA) (6.8) 
le Wa 


1- 2 c08((27/N)k)z"! + 27° 


la funzione di trasferimento (6.8) corrisponde al grafo di flusso di fig. 6.2. 
Per realizzare i poli del sistema corrispondente alla (6.8) sono necessa- 
ie solo due moltiplicazioni, in quanto i cocflicienti sono reali e il cocflì- 
stente (-—-1) non deve essere contato come moltiplicazione; il numero 
l addizioni è invece sempre quattro, come prima, Poiché basta portare il 
stema in uno stato in cui sia possibile calcolare y.(N), la moltiplicazione 
mplessa per — W%, corrispondente allo zero, non deve essere eseguita 
«l ogni iterazione dell'equazione alle differenze, ma solo dopo l’N.ma. 
Uuindi l'ammontare totale di operazioni è di 2N moltiplicazioni reali e 4N 
*Hlizioni reali per i poli, più quattro moltiplicazioni reali e quattro addi- 
noni reali per lo zero, Il peso complessivo dei calcoli è perciò di 2(N + 2) 
moltiplicazioni reali e 4(N + 1) addizioni reali, cioè circa la metà del nu- 
Vero di moltiplicazioni reali richieste dal metodo diretto. In questo sche- 
ma, che è più efficiente del precedente, si conserva il vantaggio che gli 
“nici coefficienti da calcolare e memorizzare sono cos((2r/NY) e H, in 
tanto tutti i coefficienti WXY sono ancora calcolati implicitamente nel- 
iterazione della formula ricorsiva rappresentata dalla fig. 6.2. 


VE SO, ] 


yy.) 


Fia. è.2 Grafo di flusso di un sistema del secondo ordine per il calcolo ricorsivo di X(k) 
(algoritmo di Goertzel). 
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Per illustrare un ulteriore vantaggio collegato all'uso di questo schema 
o rete, consideriamo il calcolo della trasformata z di x(n) in punti coniu- 
gati sul circolo unitario, vale a dire il calcolo di X(k) e di X(N —K). 
È immediato verificare che la rete, analoga a quella di fig. 6.2, occorrente 
per calcolare X(N —) ha esattamente gli stessi poli di quella della fig. 6.2, 
mentre, per lo zero, il coefficiente è il complesso coniugato di quello di 
fig. 6.2 (v. probl. 6.1) Poiché l’operazione cotrispondente allo zero viene 
eseguita solo all’ultima iterazione, le 2N moltiplicazioni e le 4N addizioni 
necessarie per i poli possono essere usate per ricavare due valori di DFT. 
Perciò, usando l'algoritmo di Goertzel, per il calcolo di tutti gli N punti 
della trasformata di Fourier discreta bastano circa N° moltiplicazioni e 
circa 2N? addizioni. Tuttavia, il numero complessivo di operazioni è ancora 
proporzionale a N°, come per il calcolo diretto. 

Nel metodo diretto o in quello di Goertzel non occorre ricavare tutti 
gli N diversi valori di X(k). Anzi, possiamo in generale valutare X(k) su 
M qualsiasi valori di K. In questo caso il peso totale dei calcoli è proporzio- 
nale a MN. Queste tecniche sono convenienti quando M è piccolo; sono 
però disponibili algoritmi più sofisticati per i quali il numero di operazioni 
è proporzionale a NlogaN quando N è una potenza di 2. Quindi, quando M 
è minore di log:N, il metodo di Goertzel o quello diretto possono davvero 
rappresentare la tecnica più efficiente, ma quando sono richiesti tutti gli 
N valori di X(k), gli algoritmi che stiamo per prendere in esame sono circa 
(N/log:N) volte più efficienti del metodo diretto o di quello di Goertre!. 


6.2 ALGORITMI DI FFT BASATI SULLA DECIMAZIONE NEL TEMPO 


Per.raggiungere il drastico aumento di efficienza cui abbiamo accen 
nato, è necessario scomporre il calcolo della DFT in calcoli di DFT di 
dimensioni sempre più piccole. Nel fare questo sfruttiamo sia la simmetria 
che la periodicità dell’esponenziale complesso WW° = ev/@vM*. Gli 
algoritmi nei quali il procedimento di scomposizione si attua suddividendo 
la sequenza x(n) in sottosequenze via via più piccole, si chiamano algoritmi 
a decimazione nel tempo. Il modo migliore di illustrare il principio della 
decimazione nel tempo è quello di considerare il caso particolare di N 
potenza intera di 2, cioè 

N=2 


Poiché N è un intero pari, possiamo pensare di calcolare X(K) dividendo 
x(n) in due sequenze di N/2 punti ciascuna, costituite l'una dai pun" 


} Nel discutere gli algoritmi di FFT, useremo indifferentemente i termini pas 
pione e punto col significato di singolo valore in una sequenza. Inoltre, indichere” o 
una sequenza di lunghezza N come una sequenza di N punti, e la DFT di un 
sequenza di lunghezza N come una DFT di (o su) N punti. 
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che hanno indice pari in x(n), e l'altra da quelli con indice dispari. Se 
nell'espressione di X(K) 


PP ? 
XK) = Zx@mWw, k=0,1,...,.N-1 (6.9) 


scomponiamo x(n) nei suoi punti con indice pari e con indice dispari, 
otteniamo 


X(k)= X x(nWw+ 2 x(mM)Ww 
n pari n dispari 


ovvero, con la sostituzione di variabili n = 2r per n pari e n = 2r 4 1 per 
n dispari, 


(N/2)-1 (N/2)-1 
Xk= X x29)W7+ Do x(2r4 1)Wfert* 
re re0 
(N/2)-1 (N/2)-1 (6.10) 
= DO x2MWA)T+ WE Y x(2r+ WE) 
re0 re0 
Ma è W$ = Wyys in quanto 
Wi, = eBrIN) — g-929 N12) _ iu 
Di conseguenza la (6.10) può essere riscritta come 
(N/2)-1 (N/2)-1 
X(k)= D xQ@MWa+ Wi D x 4 1)W7,a 
où res * (6.11) 


= G(k) + WXH(k) 


Si riconosce facilmente che ciascuna delle due somi 


N/2 dei punti con indice pari della sequenza originaria, ed essendo la 


seconda_la DFT lunga N/2 dei punti con indice dispari della sequenza 
originaria, Anche se l'indice & può assumere N valori, speci =, 
Sccorre calcolare ogni somma solo per k tra 0 e N/2 — 1, in quanto sia 
G(k) che #(k) sono periodiche in K con periodo N/2. Dopo che sono state 
calcolate le due DFT corrispondenti alle due sommatorie della (6.11), esse 
devono essere combinate per ottenere la DFT su N punti, X(X). La fig. 
8.3 illustra il tipo di calcoli richiesto per ottenere X(k) in base alla (6.11) 
Per una sequenza di 8 punti, cioè per N = 8. In questa figura abbiamo 
Usato le convenzioni relative ai prafi di flusso di segnale, introdotte nel 
Sap. 4 per rappresentare le equazioni alle differenze [5,7]. Così, i rami 
che entrano in un nodo si sommano per produrre la variabile del nodo. 
Quando manca l'indicazione del coefficiente di trasmissione di un ramo, 
!l coefficiente è assunto unitario. Negli altri rami il coefficiente di trasmis- 
sione è una potenza intera di Wy. @uindi si vede dalla fig. 6.3 che vengono 
calcolate due DFT di 4 punti: G(k) indica la DFT lunga quattro dei punti 
con indice pari e H(Kk) indica la DFT lunga quattro dei punti con indice 
dispari. X(0) si ottiene poi moltiplicando H(0) per W{ e sommando il ri- 
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Fig. 6.3 Grafo di flusso per la scomposizione del calcolo di una DFT di N punti In due 
DFT di N/2 punti, con il metodò della decimazione nel tempo (N—8). 


sultato a G(0). X(1) si ottiene moltiplicando H(1) per Wy' e sommando 
il risultato a G(1). Per X(4) dovremmo moltiplicare //(4) per Wy ce som- 
mare il risultato a G(4). Siccome però G(k) e H(K) sono entrambe perio 
diche in & con periodo 4, risulta H(4) = H(0) e G(4) = G(0). Perciò X(4) 
si ottiene moltiplicando 7#(0) per Wi e sommando il risultato a G(0). 

Confrontiamo ora il numero di moltiplicazioni e addizioni richieste 
per il calcolo della DFT nel caso in cui si usi la struttura di calcolo indicata 
dalla (6.11) con il caso, già considerato prima, del calcolo diretto. Per 
quest’ultimo abbiamo visto che, se non si sfruttano le proprietà di sim 
metria, sono necessarie N° moltiplicazioni e addizioni complesse.* A_con 
fronto, la (6.11) richiede il calcolo di due DFT su N/2 punti che a su 
volta richiede 2(N/2) moltiplicazioni complesse e circa 2(N/2)? addizioni 
complesse. Le due DFT su N/2 punti devono poi essere combinate come 
indicato nella (6.11), il che richiede altre N moltiplicazioni complesse, cor 
rispondenti al prodotto della seconda sommatoria per WX , ed altre N addi 
zioni complesse, corrispondenti alla somma di quel prodotto con la prima 
sommatoria. Di conseguenza il calcolo della (6.11) per tutti i valori di \ 
richiede N + 2(N/2), cioè N + N°/2, moltiplicazioni complesse e addi 
zioni complesse. È facile verificare che, per N > 2, N + N?/2 è minore 
di N°, 

L'espressione (6.11) corrisponde a spezzare il calcolo originario su N 
punti in due calcoli su N/2 punti. Se N/2 è pari, come certamente avviene 


* Per semplicità, d'ora in poi assumeremo che N sia grande, in modo che N - Ù 
possa essere approssimato da N. 
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quando N è una potenza di 2, allora il calcolo di ciascuna DFT su N/2 
punti nella (6.11) si può effettuare mediante il calcolo e la successiva com- 
binazione di due DFT su N/4 punti. Pertanto G(k) e H(K) della (6.11) 
verrebbero calcolate come indicato qui appresso: 


(N/2}-1 (N/4)-1 (N/4)-1 
G(k)= X g(@)Wfm= Do e(MWW + Do g(21+ WR 
red) {0 (nr) 


oppure 


(N/4)-1 (N/4)-1 
Gh= X g(DWNu+ Win X 80214 1)WX4 (6.12) 
l=0 te0 
Analogamente 
(N/4)-1 (N/4-1) 
H(k)= X h)W&4 + Win XY hO21+ WA (6.13) 
le0) le0 


Per il caso particolare della fig. 6.3, se ne deduce che, se le due DFT su 4 
punti vengono calcolate seguendo le (6.12) e (6.13), i loro schemi di cal- 
colo corrispondenti vengono ad essere come quelli indicati nella fig. 6.4. 
Introducendo tali schemi nel grafo di flusso della fig. 6.3, si ottiene il 
grafo di flusso completo della fig. 6.5 Notare che abbiamo fatto uso del- 
l'identità Wyn = W&. 

Per la DFT su 8 punti che abbiamo usato a mò di esempio, il calcolo 
ti è ridotto a quello di due DFT su 2 punti. La DFT su 2 punti di, per 
esempio, x(0) e x(4), è schematizzata nella fig. 6,6. Inserendo tale schema 
nel grafo di flusso della fig. 6.5 si ottiene il grafo di Musso completo, mo- 
strato nella fig. 6.7, per il calcolo della DFT su 8 punti. 


Fio. 6.4 Grato di flusso per la scomposizione del calcolo di una DFT di N/2 punti In due 
DFT di N/A punti, con Il metodo delln decimazione nel tempo (N 8). 


Per il‘caso più generale in cui N è una potenza di 2 con esponente 
Maggiore di 3, si procede scomponendo le trasformate su N/4 punti delle 
(6.12) e (6.13) in trasformate su N/8 punti, e così di seguito finché non si 
fimane con sole trasformate su 2 punti. Ciò richiede v stadi di calcolo, 
dove y = logaN. Prima si è visto che, con la originaria scomposizione di 
“na trasformata su N punti in due trasformate su N/2 punti, il numero 
richiesto di moltiplicazioni e addizioni complesse era N + 2(N/2). Quando 
le trasformate su N/2 punti vengono scomposte in trasformate su N/4 
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Fig. 8.5 Risultato che si ottiene introducendo nella fig. 6.3 gli schemi della fig. 6.4. 


TO) e 


Fig. 6.6 Grafo di flusso di una DFT su 2 punti. 


punti, allora il fattore (N/2) è sostituito con N/2 + 2(N/4)?, così che il 
calcolo complessivo richiede N + N + 4(N/4) moltiplicazioni e addizioni 
complesse. Se N = 2°, ciò può essere fatto al più v = log:N volte, e se ne 
conclude che, dopo aver iterato al massimo la scomposizione, il numero 
di moltiplicazioni e addizioni complesse diventa Nlog:N. 


Il grafo di flusso della fig. 6.7 mostra esplicitamente tutte le operazioni 
da fare. Se si contano i rami con coefficienti di trasmissione della forma 
W%, si osserva che ogni stadio comporta N moltiplicazioni ed N addizioni 
complesse, Poiché gli stadi sono log:N, se ne ricava, come prima, un totale 
di NlogaN moltiplicazioni e addizioni complesse, fi questo il sostanziale 
risparmio nei calcoli che prima avevamo indicato come possibile. Vedremo 
che si possono sfruttare la simmetria e la periodicità di Ww per ottenere 
ulteriori riduzioni nei calcoli, 
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x(6) 


x(1) 


x(5) 


x(3) 


x(7) 


Fig. 6.7 Grafo di flusso per ia scomposizione completa del calcolo di una DFT su 8 punti 
con Il metodo della decimazione nel tempo. 


©X1 Calcoli « sul posto » | 

Il grafo di flusso della fig. 6.7 descrive un algoritmo per il calcolo della 
trasformata di Fourier discreta. Ciò che conta nel grafo di flusso della fig. 
6.7 sono i rami che connettono i nodi e i coefficienti di trasmissione di 
ciascuno di questi rami. Comunque si dispongano infatti i nodi, il grafo 
di flusso rappresenterà sempre lo stesso calcolo purché si conservino le 
connessioni tra i nodi e i rispettivi coefficienti di trasmissione. La forma 
Particolare del grafo di flusso della fig. 6.7 è venuta fuori perché si è deri- 
vato l'algoritmo di calcolo separando la sequenza originaria nei campioni 
di numero pari e di numero dispari, e poi costruendo allo stesso modo 


dura efficiente per il calcolo della trasformata di Fourier discreta, me peri 
Il ni 


coli schematizzati nella fig. 6.7 possiamo immaginare di usare due insiemi 
di registri di memoria (complessi), uno per la sequenza di valori che si 
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stanno calcolando e uno per i dati che si usano per il calcolo. Ad esempio, 
riguardo al primo stAdio della fig. 6.7, un insieme di registri di memoria 
conterrà i dati di ingresso e il secondo insieme conterrà i risultati di questo 
primo stadio di calcolo. Benché la validità della fig. 6.7 non sia legata al- 
l'ordine col quale i dati di ingresso sono memorizzati, ordiniamo l'insieme 
dei numeri complessi «allo stesso modo in cui appaiono ordinati in figura 
(dall'alto verso il basso). Indichiamo la sequenza di numeri complessi che 
risultano dall’m.mo stadio di calcolo con Xwm(1), dove {= 0,1; ..4,.N—1, 
edm= 1,2, ..., v. Indichiamo inoltre, per comodità, l'insieme dei cam- 
pioni di ingresso con Xy(/). Le sequenze Xm(1) e Xm+i(/) possono essere pen- 
sate come le sequenze rispettivamente di ingresso e di uscita dell’(1m1+-1).mo 
stadio di calcolo. Nel caso di N = 8, come in fig. 6.7, si ha pertanto 


Xo(0) = x(0) 
Xo(1) = x(4) 
Xo(2) = (2) 
x3) = x) DES 
Xo(4) = x(1) 
Xo(5) = x(5) 
Xo(6) = x(3) 
Xo(7) = x(7) 


Usando queste notazioni si verifica facilmente che il calcolo base del grafo 
di flusso della fig. 6.7 è quello mostrato nella fig. 6.8. 


Xm(p) Xms1(p) 


Wi 


Xm(a) Xms1 (q) 
(r+n/2) 
Wi 


Fig. 6.8 Grafo di flusso del calcolo base (« farfalla ») della fig. 6.7. 


Le equazioni rappresentate da questo grafo di flusso sono della forma 
Xmti(P) = Xm(P) + WEXX m(9) 


Ka t (9) Ta X m(P) "tà WXN2X,m(9) 


A causa della sagoma del grafo di flusso della fig. 6.8 questo calcolo viene 
comunemente chiamato calcolo a (o della) farfalla. 

Le espressioni (6.15) suggeriscono un mezzo per ridurre di un fattore 
due il numero delle moltiplicazioni complesse. Per rendercene conto comin 
ciamo con l’osservare che 


(6.15) 


wN°° = emi (2r/NY:N/2 Crt =] 


329 


Xm (p) Xmas (P) 


Xnl mi 
m (q) Xm+1(q) 


Fig. 6.9 Grafo di flusso del calcolo semplificato della farfalla richiedente soltanto una molti- 
plicazione complessa. 


per cui le (6.15) diventano 
X mx1(P) = Xm(P) + WxX m(4) 
Max [i 1(9) her: Xm(P) i WXXm(9) 


Le (6.16) sono rappresentate nel grafo di flusso della fig. 6.9. Osserviamo 
ora che, poiché di « farfalle » della forma di fig. 6.9 ne esistono N/2 per 
stadio, e gli stadi sono log:N, il numero totale di moltiplicazioni è (N/2) 
log:N, anziché N logaN come sembra dalla fig. 6.7. Se nella fig. 6.7 le far- 
falle della forma di fig. 6.8 vengono sostituite dal grafo di flusso base della 
fig. 6.9, otteniamo il grafo di flusso della fig. 6.10. Il numero totale di molti- 
plicazioni complesse necessarie per il calcolo risulta anche evidente da tale 
figura in base a una semplice ispezione. 

Nella (6.16) i parametri p, g ed r variano da stadio a stadio in modo 
rapidamente deducibile dalla fig. 6.10 e dalle (6:10), (6.12), (6.13), ecc. 
È inoltre chiaro dalle fig. 6.9 e 6.10 che per il calcolo degli elementi in 
posizione p e q della (m + 1).ma sequenza di numeri complessi sono neces- 
sari gli clementi p e q della sequenza m.ma. Pertanto, se Xmy1(p) € Xmyi(9) 
vengono memorizzati negli stessi registri di memoria usati per Xy(p) € 
X»(g), sarà necessario fisicamente un solo insieme di N registri di memoria 


p_X(0) 


(6.16) 


X(1) 
X(2) 
p_X(3) 
b X(4) 
X(5) 
X (6) 


X(7) 


Mo. 6.10 Grafo di flusso di una DFT su 8 punti facente uso del calcolo della farfalla 
di fig. 6.9. 
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(complessi) per realizzare l’intero calcolo. Questo procedimento viene co- 
munemente chiamato calcolo « sul posto », in quanto ha il vantaggio che 
ogni nuova sequenza calcolata in uscita da un certo stadio viene memo- 
rizzata nelle stesse locazioni di memoria della sequenza di ingresso origi- 
naria. Il fatto che i grafi di flusso delle fig. 6.7 o 6.10 rappresentino dei 
calcoli « sul posto » “dipende dal fatto che noi abbiamo associato con la 
stessa locazione di memoria quei nodi del grafo di flusso che stanno sulla 
stessa linea orizzontale, e che il calcolo fra due sequenze (di ingresso € 
uscita a un certo stadio) consiste di un calcolo a farfalla nel quale i nodi di 
ingresso e i nodi di uscita sono orizzontalmente adiacenti. 
Affinché il calcolo possa essere fatto « sul posto » osserviamo che con 
i grafi di flusso di fig. 6.7 (o 6.10) i dati di ingresso devono essere memo- 
rizzati in ordine non sequenziale. In effetti l'ordine col quale i dati di 
ingresso sono memorizzati è a disposizione invertita dei bit. Per vedere 
che cosa si intende con questa terminologia, cominciamo con l'osservare 
che, per il grafo di flusso su 8 punti fin qui discusso, sono necessarie tre 
cifre binarie per dare un indice a ciascun dato. Se ora scriviamo gli indici 
della (6.14) in forma binaria otteniamo l’insieme di relazioni 
X(000) = x(000) 
X(001) = x(100) 
X(010) = x(010) 
X(011) = x(110) 
Xo(100) = x(001) 
Xp(101) = x(101) 
X(110) = x(011) 
X:(111) = x(111) 


Se (mm) è la rappresentazione binaria dell'indice della sequenza x(n), 
il campione x(n) risulta memorizzato nella posizione Xo(notym). IN 
altre parole, per determinare la posizione di x(r117) nella sequenza di in 
gresso, dobbiamo invertire l’ordine dei bit dell'indice n. 

Per vedere perché, ai fini del calcolo « sul posto », è necessario l'ordine 
a disposizione invertita dei bit, riprendiamo in esame il processo che ha 
dato luogo alla fig. 6.7. La sequenza x(n) fu prima divisa nei campioni di 
posto pari e in quelli di posto dispari, con i primi collocati nella metà supe 
riore della fig. 6.3 e i secondi nella metà inferiore. Formalmente questa 
separazione dei dati può essere fatta esaminando il bit meno significativo 
(no) nell’indice n. Se il bit meno significativo è zero il valore della sequenza 
corrisponde a un campione di posto pari e apparirà pertanto nella metà 
superiore della sequenza Xo(1); se viceversa il bit meno significativo è 1, i! 
valore della sequenza corrisponde a un campione di posto dispari e app 
rirà di conseguenza nella metà inferiore di Xy(/). Successivamente le due 
sottosequenze pari e dispari vengono separate nelle loro parti pari e dispal. 
e ciò può essere fatto esaminando il secondo bit meno significativo nell'in- 


(6.17) 
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x(000) 
x(100) 
x(010) 
x(nan no) x(110) 
x(001) 
x(101) 


x(011) 


1 
—— x(111) 


Fig. 6.11 Diagramma ad albero raffigurante l'ordinamento del camploni con la disposizione 
invertita dei bit. 


dice dei dati Considerando per prima la sottosequenza costituita dai cam- 
pioni di posto pari, se il secondo bit meno significativo è zero, il valore della 
sequenza è un campione di posto pari all’interno di questa sottosequenza; 
se viceversa il secondo bit meno significativo è 1, allora il valore della 
sequenza ha posto dispari all’interno della stessa. Lo stesso procedimento 
si applica alla sottosequenza costituita dai campioni di posto dispari. Tale 
procedimento viene ripetuto finché si ottengono N sottosequenze di lun- 
hezza 1. Questa separazione dei campioni in sottosequenze con indici pari 
e dispari è raffigurata nel diagramma ad albero della fig. 6.11. 

Pertanto la necessità dell'ordinamento con la disposizione invertita 
dei bit è una conseguenza del modo in cui il calcolo della DFT è scomposto 
in successivi calcoli di DFT via via più piccole. 


6.2.2 Forme alternative 


Sebbene sia ragionevole farlo, non è però necessario memorizzare i 
risultati di ogni stadio del calcolo nell'ordine in cui i nodi appaiono nella 
fi. 6.10, Infatti, comunque vengano riordinati i nodi della fig. 6.10, il risul- 
tato, ammesso che non vengano cambiati i coefficienti di trasmissione dei 
rami, sarà sempre un calcolo valido della trasformata di Fourier discreta 
di x(n). Ciò che viene a cambiare in tal caso è solo l'ordine in cui i dati 
vengono utilizzati e memorizzati. Se associamo i nodi con locazioni di me- 
Moria complesse in modo che il loro ordine sia associato con gli indici di 
Queste, allora dovrebbe essere chiaro, sulla base delle osservazioni prece- 
denti, che un grafo di flusso corrisponde a un calcolo « sul posto » solo se il 
ordinamento dei nodi è tale che i nodi di ingresso e di uscita per ogni 
« farfalla » sono orizzontalmente adiacenti. Se non è così, occorrono due 
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insiemi completi di locazioni di memoria complesse. La fig. 6.10 è, ovvia- 
mente, una di quelle ‘disposizioni dei nodi che richiedono un solo insieme 
di registri di memoria. Un altro caso è quello della fig. 6.12. Qui la sequenza 
di ingresso è in ordine normale, mentre la trasformata è in ordine a dispo- 
sizione invertita dei bit. La fig. 6.12 può ottenersi dalla fig. 6.10 scam- 
biando in quest’ultima tutti i nodi che sono orizzontalmente adiacenti a x(4) 
con tutti i nodi orizzontalmente adiacenti a x(1); analogamente, tutti i nodi 
orizzontalmente adiacenti a x(6) vanno scambiati con tutti i nodi orizzon- 
talmente adiacenti a x(3). Non vengono invece disturbati i nodi orizzontal- 
mente adiacenti a x(2), x(5) e x(7), Il grafo di flusso risultante della fig. 6.12 
corrisponde alla forma dell’algoritmo di decimazione nel tempo svilup- 
pato originariamente da Cooley e Tukey [1]. 

Si può verificare che la sola differenza tra le fig. 6.10 e 6.12 consiste 
nell'ordinamento dei nodi. I coefficienti di trasmissione dei rami (potenze 
di Wy) restano gli stessi. Esistono, ovviamente, una gran quantità di ordi- 
namenti possibili; la maggior parte, tuttavia, non è gran che significativa dal 
punto di vista dei calcoli. Un’altra possibilità utile è quella in cui i nodi 
sono ordinati in modo che tanto la sequenza di ingresso che quella di 
uscita si presentano nell'ordine normale. Un grafo di flusso di questo tipo 
è mostrato nella fig. 6.13. In questo caso, tuttavia, il calcolo non può essere 
fatto « sul posto ». Pertanto per eseguire i calcoli indicati nella fig. 6.13 
sarebbero necessari due insiemi di registri complessi di lunghezza N. 

Per realizzare i calcoli rappresentati nelle fig. 6.10, 6.12 e 6.13, è 
chiaramente necessario poter accedere agli elementi celle sequenze inter- 
medie, X,(1), in ordine non sequenziale. Pertanto, per ottenere maggiori 
velocità di calcolo, i numeri complessi devono essere memorizzati in me- 
morie ad accesso casuale. Per esempio, riferendoci alla fig. 6.10, osserviamo 
che nel calcolo delle uscite del primo stadio gli ingressi a ciascuna « far- 


x(0)o o X (0) 


Fig. 6.12 Riordinamento dei nodi della fig. 6.10 con l'ingresso in ordine normale e l'uscità 
In ordino a disposizione invertita dei bit, 


333 


ae 
WI ad 
VW 


Fig. 6.13 Riordinamento del nodi della fig. 6.10 con tanto l'ingresso che l'uscita in ordine 
normale, 


falla » sono variabili di nodi adiacenti che si possono pensare immagazzi- 
nate in locazioni di memoria adiacenti. Nel calcolo delle uscite del secondo 
stadio, invece, gli ingressi a ciascuna « farfalla » sono separati da due 
posizioni di memoria, mentre per il calcolo delle uscite dal terzo stadio 
gli ingressi a ciascuna « farfalla » sono separati da quattro posizioni di 
memoria, Se N fosse maggiore di 8, la separazione tra gli ingressi delle 
farfalle sarebbe 8 per il quarto stadio, 16 per il quinto, ecc. La separazione 
per l’ultimo stadio (v.mo) sarebbe N/2. 

Nella fig. 6.12 la situazione è simile, in quanto nel calcolare l’uscita 
dal primo stadio si devono usare ingressi (in questo caso dati) separati di 
4, nel calcolare l’uscita del secondo stadio si devono usare ingressi (le 


Fig. 6.14 Riordinamento della fig. 6.10 caratterizzato dalla stessa geometria per ogni stadio, 
per cul è possibile accadere al datl e memorizzaril sequenzialmente. 


334 


uscite del primo stadio) separati di 2 e, infine, nel calcolare l’uscita del- 
l’ultimo stadio si usarro ingressi adiacenti. Benché sia immediato immaginare 
semplici algoritmi per modificare gli indici dei registri per accedere ai dati 
sia nel grafo di flusso della fig. 6.10 sia in quello della 6.12, ai dati non si 
accede sequenzialmente così che sarebbe molto conveniente usare una 
memoria ad accesso casuale. Per il grafo di flusso della fig. 6.13 ai dati 
si accede in modo non sequenziale e il calcolo non è « sul posto », per cui 
uno schema di indirizzamento dei dati è molto più complicato che in ognuno 
dei due casi precedenti. 

Un riordinamento del grafo di flusso della fig. 6.10, particolarmente 
utile quando non è disponibile una memoria ad accesso casuale, è mo- 
strato nella fig. 6.14. Questo grafo di flusso rappresenta l’algoritmo a deci- 
mazione nel tempo sviluppato originariamente da Singleton [8]. Si noti 
innanzitutto che in questo grafo di flusso l'ingresso è di nuovo a disposi. 
zione invertita dei bit mentre l’uscita è in ordine normale. La caratteristica 
importante di questo grafo di flusso è che la geometria è la stessa per ogni 
stadio; da stadio a stadio cambiano solo i coefficienti di trasmissione dei 
rami. Ciò rende possibile accedere ai dati in modo sequenziale. Supponia- 
mo infatti di disporre di quattro unità nastro magnetico (o di quattro arce 
sequenziali di memoria a disco) e supponiamo che la prima metà dei dati 

| di ingresso (in ordine a disposizione invertita dei bit) sia immagazzinata su 
un nastro e l'altra metà su un altro nastro. Allora si può accedere sequen- 
zialmente ai dati sui nastri 1 e 2 e scrivere sequenzialmente i risultati sui 
nastri 3 é 4, con la prima metà della nuova sequenza sul nastro 3 e la 
seconda metà sul nastro 4. Quindi, al nuovo stadio di calcolo, i nastri 3 € 
4 diventano gli ingressi e le uscite vengono scritte sui nastri 1 e 2. Ciò si 
ripete per ognuno dei v stadi. 


6.3 ALGORITMI DI FFT RASATI SULLA DECIMAZIONE IN FREQUENZA 


Gli algoritmi di FFT basati sulla decimazione nel tempo sono stati 
sviluppati scomponendo il calcolo della DFT attraverso la formazione di 
sottosequenze della sequenza di ingresso x(n) sempre più piccole. In alter- 
nativa si può pensare di dividere in modo analogo la sequenza di uscita, 
X(k), in sottosequenze sempre più piccole. Gli algoritmi FFT originati da 
questo procedimento si dicono basati sulla decimazione in frequenza. Per 
derivarli, nel caso in cui N è una potenza di 2, possiamo innanzitutto divi- 
dere la sequenza di ingresso nella prima metà e nella seconda metà dei suoi 
punti, in modo da scrivere 


(N/2)-1 N-1 
XkhM= X xMWW+ X SMWE 
nel n=/ 


VERSI (N/2)-1 (N/2)-1 


XK = Y Mw 4 ww S (143) (6.18) 


n=0 n=0 
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È importante osservare che, pur contenendo la (6.18) due sommatorie su 
N/2, ciascuna di esse non è una DFT su N/2 punti, in quanto nelle som- 
matorie appare WX° e non WXy . Mettendo insieme le due sommatorie 
nella (6.18) e utilizzando il fatto che W{M®* = (— 1)", si ottiene 

(N/2)-1 


X(k= D [x + 0% (n + al WR (6.19) 
Considerando ora separatamente & pari e & dispari, indicando con X(2r) e 
X(2r + 1) rispettivamente i valori di posto pari a quelli di posto dispari, 
avremo: 


xe) ="5 [x + x(n48)]e (6.20) 


ne0 


(N/2)- 1 N a 
XQrEtDa= > [x - x(n + a) WxWx", 


ne0 


r=0,1,...,(N/2—1) (6.21) 


In queste due espressioni possiamo ora riconoscere due DFT su N/2 punti; 
nel caso della (6.20) si tratta della DFT della somma della prima metà e 
della seconda metà della sequenza di ingresso, e nel caso della (6.21) si 
tratta della DFT del prodotto di Wf con la differenza fra la prima metà 
e la seconda metà della sequenza di ingresso. Differentemente dal caso della 
(6.19), le sommatorie nelle (6.20) e (6.21) corrispondono a delle DFT 
su N/2 punti in quanto 


BED rn 
Wx° = Win 


Pertanto, sulla base delle (6.20) e (6.21), ponendo g(n)=x(n) +x(n+N/2) 
e hi(n) = x(n) — x(n + N/2), la DFT può essere calcolata formando in- 
nanzitutto le sequenze g(n) ed A(n), poi calcolando /4(n) W& e infine 


Fig. 6.15 Grafo di flusso per la scomposizione del calcolo di una DFT di N punti in due DFT 
di N/2 punti, con il metodo della decimazione in frequenza (N—-8). 
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calcolarido le DFT su N/2 punti di queste due sequenze, ricavandone ri- 
spettivamente i va]ori di uscita di posto pati e quelli di posto dispari, Il 
procedimento suggerito ‘dalle (6.20) e (6.21) è illustrato nella fig. 6.15 nel 
caso di una DFT su 8 punti. 

Procedendo in modo simile a quello usato per derivare gli algoritmi 
basati sulla decimazione nel tempo, notiamo che, essendo N una potenza 
di 2, N/2 è pari e di conseguenza le DFT su N/2 punti possono essere 
effettuate calcolando separatamente pet ciascuna di esse i valori di uscita di 
posto pari e quelli di posto dispari. Come nel caso della scomposizione 
precedente che ha portato alle (6.20) e (6.21), ciò si realizza combinando 
la prima metà e la seconda metà dei punti di ingresso per ognuna delle 
DFT su N/2 punti e calcolando quindi delle DFT su N/4 punti. Lo schema 
di flusso risultante nel caso dell'esempio su 8 punti è mostrato nella fig. 
6.16. In questo particolare caso il calcolo si è così ridotto a quello di alcune 
DFT su 2 punti, le quali, come abbiamo visto in precedenza, si calcolano 
sommando e sottraendo i punti di ingresso. Pertanto le DFT su 2 punti 
della fig. 6.16 possono essere sostituite con lo schema di calcolo mostrato 
nella fig. 6.17, così che il calcolo completo della DFT su 8 punti diventa 
quello mostrato nella fig. 6.18. 

Se si contano le operazioni aritmetiche nella fig. 6.18, e si generalizza 
al caso N = 2°, si vede che il calcolo della DFT richiede N/2 log?N moltipli: 
cazioni complesse e N log:N addizioni complesse. Pertanto il numero com 
plessivo di operazioni è lo stesso per gli alporitmi basati sulla decimazione 
in frequenza c sulla decimazione nel tempo. 


6.3.1 Calcoli « sul posto » 


I grafo di flusso della fig. 6.18 mostra un algoritmo FFT basato sulla 
decimazione in frequenza. Confrontando questo grafo con i grafi di {lusso 
derivati sulla base della decimazione nel tempo, si possono osservare molte 
somiglianze, ma anche un certo numero di differenze. Come per la deci. 
mazione nel tempo, ovviamente anche il grafo di Musso della fig. 6.18 corri. 
sponde a calcolare la trasformata di Fourier discreta in un modo che è 
indipendente da come il grafo di flusso è disegnato, purché gli stessi nodi 
rimangano collegati gli uni agli altri con i relativi coefficienti di trasmissione 
sui rami. In altre parole, come per la derivazione degli algoritmi basati 
sulla decimazione nel tempo, osserviamo che il grafo di flusso della fig. 
6.18 non è basato su alcuna ipotesi a priori circa l'ordine nel quale i dati 
di ingresso sono memorizzati. Tuttavia anche ora noi possiamo pensare ogn! 
sequenza verticale di nodi nello schema di fig. 6.18 come associata a una 
sequenza di registri di memoria, la qual cosa ci porta ad osservare che il 
grafo di flusso della fig. 6.18 comincia con i dati di ingresso in ordine nor- 
male e fornisce i valori di uscita in ordine a disposizione invertita dei bit. 
Notiamo ancora che il calcolo base è anche qui del tipo «a farfalla », 
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Fig. 6.16 Grafo di flusso per la scomposizione del calcolo di una DFT di 8 punti nel calcolo 
di 4 DFT di 2 punti, con il metodo della decimazione in frequenza. 


X,-1(p) —e——0 X,(p) 
Wa=1 
X, dar pa o X,(q) 


Fig. 6.17 Grafo di flunno di una DFT au 2 punti del tipo richiesto all'ultimo stadio di calcolo 
di una ncomponiziono bannta sulla decimazione in frequanza. 


Fig. 6.18 Grato di flusso per la scomposizione completa di una DFT di 8 punti con il metodo 
della decimazione in frequenza. 
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sebbene la farfalla sia diversa da quella associata agli algoritmi di decima- 
zione nel tempo. Tuttavia, proprio per la natura a farfalla dei calcoli, osser- 
viamo che il grafo di flusso della fig. 6.18 dà luogo a un procedimento di 
calcolo « sul posto » della trasformata di Fourier discreta. Come in prece- 
denza, indichiamo la sequenza di numeri complessi che risultano dall’m.mo 
stadio di calcolo con X,(1), dove / = 0,1,....N —1,edm=0,1,2,,..,v 
Allora la fig. 6.19 mostra la forma del calcolo base della farfalla e le corri- 
spondenti equazioni sono 
Xmy1(P) = Xm(P) sr Xm(9) 


Xmt1(9) = (Xm(P) — Xm(0)WN 


Confrontando le fig. 6.9 e 6.19, oppure le equazioni (6.16) e (6.22), vediamo 
che i calcoli delle farfalle sono nettamente diversi per le due classi di algo- 
ritmi FFT. Al tempo stesso osserviamo tuttavia che la somiglianza tra i 
calcoli o tra le fig. 6.10 e 6.18 è notevolissima. Più precisamente, osser- 
viamo che la fig. 6.18 può essere ottenuta dalla fig. 6.10 invertendo la dire- 
zione del flusso dei segnali e scambiando ingressi e uscite. In altre parole. 
con la terminologia del cap. 4, la fig. 6.18 è la trasposta del grafo di flusso 
della fig. 6.10 e di conseguenza, per il teorema della trasposizione, le carat: 
teristiche ingresso-uscita dei due grafi di flusso devono essere le stesse. 


(6.22) 


Xm(p) Xm+1(p) 


Xm(q) x Xm+1(0) 


Fig. 6.19 Grafo di flusso di un tipico calcolo a farfalla richiesto nello fig. 6.18. 
Per vedere tutto ciò in un altro modo si consideri una farfalla di un algo- 


ritmo basato sulla decimazione nel tempo come quella rappresentata nella 
fig. 6.9. Le corrispondenti equazioni sono 


Xmta(P) = m(P) + WXX mg) 
ne , (9) = Xm(P) — WXXm(9) 
Se supponiamo di cominciare con le uscite X(K) in ordine normale come in 


fig. 6.10, possiamo invertire i calcoli delle equazioni (6.23) ricavando Xx 
in funzione di X,n41, cioè: 


X m(P) = HX mii(P) + Xmy1(9)) (6.24) 
X (9) = = HX md i(p) — Xmyi(A)WY 


(6.29) 


Pertanto, poiché 
X,(k) = X(K) 
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X(4) LA 0x(1) 


Fig. 6.20 Grafo di flusso di un calcolo di DFT inversa ottenuto invertendo i calcoli a farfalla 
di fig. 6.10. 


e Xo(K) coincide x(n) a parte l'ordine, che è a disposizione invertita dei bit, 
possiamo calcolare x(n) nell'ordine suddetto applicando ripetutamente le 
equazioni (6.24), Il grafo di flusso per N = 8 è mostrato nella fig. 6.20. 

La fig. 6.20 descrive un algoritmo di trasformata di Fourier veloce 
inversa (IFFT). Osserviamo ora che la trasformata di Fourier discreta in- 
versa (IDFT) è i 
1 N-1 
x(n) = —D X(k)W7" 

Nk 

per cui per calcolare la IDFT si può usare un algoritmo di FFT se si 
divide il risultato per N e se si usano potenze di Wxy' invece di potenze 
di Wy. Analogamente, un algoritmo di IFFT può essere usato per calcolare 
la DFT pur di moltiplicare l'uscita per N e di usare potenze di Wy al posto 
di potenze di Wx!. Ne segue che il grafo di flusso della fig. 6.20, rappre- 
sentante un algoritmo di IFFT, può essere fatto diventare un algoritmo di 
FFT cambiando semplicemente (1/2)Wx" con WX,. in quanto eliminare il 
fattore 1/2 ad ogni stadio equivale a moltiplicare l'uscita per N. Se nella 
fig. 6.20 si opera questo cambiamento e si pone all’ingresso x(n) in ordine 
a disposizione invertita dei bit, si ottiene la fig, 6.18, 

Si vede pertanto che ad ogni algoritmo di FFT basato sulla decima- 
zione nel tempo corrisponde un algoritmo di trasformazione inversa che 
è un algoritmo basato sulla decimazione in frequenza. Oppure, essendo 
gli algoritmi di trasformazione inversa in semplice relazione con gli algo- 
ritmi di trasformazione diretta, si può affermare in generale che per ogni 
algoritmo di FFT a decimazione nel tempo esiste un algoritmo di FFT a 
decimazione in frequenza il quale corrisponde a scambiare ingressi e uscite 
e ad invertire la direzione di tutte le frecce nel grafo di flusso. 
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6.3.2 Forme alternative 


Ma) 
\ 


Il risultato precedente implica che tutti i grafi di flusso del par. 6.2 
hanno le loro controparti del tipo a decimazione in frequenza. Ciò, ovvia- 
mente, corrisponde anche al fatto che, come prima, è sempre possibile 
riordinare i nodi di un grafo di flusso senza alterare il risultato finale. 


Se applichiamo il procedimento di trasposizione alla fig. 6.12 otte- 
niamo la fig. 6.21. In questo grafo di flusso l’uscita è in ordine normale 
mentre l’ingresso è in ordine a disposizione invertita dei bit. Alternativa- 
mente, la trasposta del grafo di flusso della fig. 6.13 dà luogo al grafo di 
flusso della della fig. 6.22, dove sia l’ingresso che l’uscita sono in ordine 
normale. Come nel caso della fig. 6.13, quest’ultimo grafo di flusso non 
corrisponde a un calcolo « sul posto ». 


La trasposta della fig. 6.14 è mostrata nella fig. 6.23. Si può notare 
come ogni stadio della fig. 6.23 ha la stessa geometria, il che porta a quei 
vantaggi già discussi in precedenza per lo svolgimento dei calcoli mediante 
memorizzazione sequenziale dei dati. 


6.4 ALcoritMI pi FFT per N NUMERO composto 


La discussione precedente ha illustrato i principî fondamentali della 
decimazione nel tempo e della decimazione in frequenza per l'importante 
caso particolare in cui N è una potenza di 2, cioè N = 2”. Più in generale, 
il calcolo efficiente della trasformata di Fourier discreta è legato alla rap 
presentazione di N come prodotto di fattori | i, 7, 9, 10]. Si supponga 


ertanto 
> (6.25) 


Fig. 6.21 Grafo di flusso di un algoritmo di DFT a decimazione in frequenza ottenuto dalla 
fig. 6.18. L'ingresso è in ordine a disposizione invertita dei bit e l'uscita in ordino 
normale. (Trasposta della fig. 6.12). 
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Fig. 6.22 Riordinamento della fig. 6.18 con tanto l'ingresso che l'uscita in ordine normale. 
(Trasposta della fig. 6.13). 


Come abbiamo visto per N potenza di 2 (nel qual caso tutti i fattori posso- 
no essere presi uguali a 2), una tale scomposizione conduce ad un alpo- 
ritmo di calcolo molto efficiente, Inoltre, tutti i calcoli richiesti sono calcoli 
a farfalla che corrispondono essenzialmente a DFT su due punti. Per queste 
ragioni gli algoritmi validi nel caso di N potenza di 2 sono particolar 
mente semplici da mettere in pratica, e spesso nelle applicazioni è vantag- 
gioso aver sempre a che fare con sequenze la cui durata è una potenza di 
2. Ciò può essere fatto in molti casi semplicemente aumentando, se neces- 
sario, una sequenza di durata finita con valori nulli. Tuttavia, in alcuni 


Fla. 6.23 Riordinamento della fig. 6.18 caratterizzato dalla stessa geometria per ogni stadio, 
per cui è possibile accedere ai dati e memorizzarli sequenzialmente. (Trasposta 
della fig. 6.14). 
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casi può non essere possibile scegliere un N che sia una potenza di 2, 
da cui la necessità ‘di considerare la situazione più generale rappresentata 
dalla (6.25). Consideriamo perciò l’applicazione del principio della decima- 
zione nel tempo al caso in cui N sia un prodotto di fattori non tutti neces- 
sariamente uguali a 2, 


4 


Definiamo 


= PaPs - «Pv 
così che 
N=P1'% 


Se N è una potenza di 2, potremmo scegliere pi = 2 e gi = N/2. Usando la 
decimazione nel tempo dovremmo quindi scomporre la sequenza x(n) in 
duc sequenze, ciascuna contenente (N/2) campioni, consistenti, rispettiva. 
mente, dei campioni di posto pari e dispari. Quando N = pi - qi, possia- 
mo dividere la sequenza di ingresso in pi sequenze di qi campioni ciascuna 
associando ogni pi.mo campione con una data sottosequenza. Ad esempio, 
se pi = 3 e 91 = 4, così che N = 12, possiamo scomporre x(n) in tre se- 
quenze di lunghezza 4, con la prima sequenza consistente dei campioni 
x(0), x(3), x(6), x(9); la seconda sequenza consistente di x(1), x(4), x(7), 
x(10); e la terza sequenza consistente di x(2), x(5), x(8) e x(11). In gene- 
rale possiamo scrivere X(K) come 


N-1 
X(k) = X x(MWX 
nel 
E nyirk DS k pirk 
= Dxpn)WN + S xpir + DWNWN +... 
re=0 rel 
1 i 
+ Dx(pr + pi DWR we" 
feel 
[0] 
pil ql 
X(k) = X WR x(par + We (6.26) 
Te0 pee0 


Le somme interne possono essere espresse come le DET su qi punti 


qu 
GK) = X x(pir + DWG (6.27) 


ped 


poiché, come si verifica facilmente, è 
n° = Wi per N= PW (6.28) 


Perciò la (6.26) esprime X(K) in termini di pi trasformate di Fourier di- 
screte di sequenze lunghe qi campioni. Per determinare il numero di molti- 
plicazioni ed addizioni complesse richieste per effettuare la DFT secondo 
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la (6.26), consideriamo, come abbiamo fatto nella discussione originaria 
della decimazione nel tempo, il caso in cui le DFT su gi punti siano effet- 
tuate per mezzo del calcolo diretto. Dalla (6.26) osserviamo che il numero 
‘di DFT da calcolare su gi punti è pi. Perciò sono richieste un numero totale 
di pi + qi? moltiplicazioni e somme complesse. La somma esterna nella 
(6.26) è effettuata moltiplicando le DFT su q: punti per il fattore WN e 
sommando insieme i risultati. Poiché la sommatoria doppia nella (6.26) 
deve essere effettuata per N valori di k, sono necessarie un totale di 
N(pi — 1) moltiplicazioni e somme complesse per combinare le pi DFT su 
q: punti. Perciò, il numero totale di moltiplicazioni e somme complesse 
richiesto per calcolare la trasformata di Fourier discreta nella forma della 
(6.26) è M(pi — 1) + piqi?. Osserviamo ora che le DFT su qi punti possono 
essere scomposte in modo analogo. In particolare, se ora rappresentiamo 
i come 
Qu Pa da 


le sequenze di 9: punti nella somma interna della (6.26) possono essere 
spezzate in p, sottosequenze, ciascuna di @ punti, in modo che la somma 
interna nella (6.26) possa essere sostituita da una doppia sommatoria, ana- 
lopamente a quanto fatto all'inizio. Quando si sia fatto questo, il numero 
di operazioni richiesto per calcolare le DFT su gi punti nella (6.26) è, 
invece di 91°, 

qu(Pa — 1) + ps9ì (6.29) 


‘ 
Di conseguenza, il fattore qi? nell'espressione M(pi — 1) + pigi? è sostitui- 
to dalla (6.29), e perciò il numero totale di moltiplicazioni e somme com- 


plesse richieste è 2 
N(p, — 1) + N(pa — 1) + p1P243 (6.30) 


Se continuiamo questo procedimento scomponendo ulteriormente le DFT 
su @ punti, allora, quando la sequenza originaria è stata scomposta il più 
possibile, il numero di moltiplicazioni e somme complesse sarà 


Mpitpit..-+ pi) (6.31) 


Ad esempio, quando pi = p =... = py = p, il numero di moltiplica. 
zioni e somme complesse è M(p — Dv. Quando p = 2, questo numero è 
N-v, come già noto‘. In generale, si può vedere dalla (6.31) che è preferi 
bile protrarre la scomposizione sulla base di quanti più fattori possibile 
per un dato N. Formalmente, non c'è alcun vantaggio nello sceglie- 


* Sommare pi termini richiede pi — 1 addizioni e non c'è bisogno di moltipli- 
care per WKi quando è / = 0. Ricordiamo al lettore che in tutto questo capitolo abbia 
mo di solito contato la moltiplicazione per WX! anche quando W#% vale uno 0 i. 
Nell'interpretare la relazione (6.26), invece, è ‘opportuno tenere presente che Wi 
vale uno per / = 0, affinché il risultato che otteniamo qui sia in accordo con la di- 
scussione del par. 6.2. 

‘ Ricordiamo che il numero delle moltiplicazioni può essere ulteriormente dimi- 
Nuito sfruttando certe proprietà di simmetria. 


344 


re fattori non primi, poiché se pi= rs, con rr e ss> 1, allora 
pi> ri + si, tranne quando r; = s; = 2, nel qual caso p; = r; + s, Tut- 
tavia, vi sono esempi (segnatamente p; = 4 o 8) in cui si hanno ulteriori 
risparmi che non sono contemplati dalla (6.31). 


Per illustrarevil procedimento della decimazione nel tempo con N non potenza 
di 2, consideriamo il calcolo di una DFT. su 18 punti, cioè con N = 3-3-2. Ponendo 
pi=3 e q = 6, e seguendo il procedimento visto sopra, dividiamo dapprima la se 
quenza originaria in tre sequenze, ciascuna della lunghezza di sei punti: 


Sequenza 1: x(0) x(3) x(6) x(9)  x(12). x(15) 
Sequenza 2: x(1) x(4) x(7) x(10) x(13) x(16) 
Sequenza 3: (2) x(5) x(8) x(11) x(14) x(17) 


Dividendo la sequenza originaria in queste tre sottosequenze, possiamo esprimere 
X(k) come 


2 5 
XK) > D'WIES x(3r + NWI (6.32) 
1-0 rel 


Go(K) + WF,G(K) + WIKG,(K) 


6900) 

x(0) 0 Gg(0)+ G,(0)+ G2(0) 

x(3) Go(1)+ WyG,(1)+ WÈ6(1) 

DFT 2 LI 

x(6) sel poni Go(2)+ W2G,(2) + W16(2) 

x(9) Go(3) + W}G(3)+ WÈG2(3) 

x(12)o- Gol4)+ WiGx(4) + WNG2(4) 

x(15) Go(5)+ WÈG:(5)+ WI9G(5) 
(1)o FHAUCA Goi0)+ WÉG,(0) + WIFG2(0) 
Li XY 9 o N N02 
x(4)o— Na ) Go(1) + W7G(1)+ WI96,(1) 

dl  DFTS i Go(2)+ W86,(2)+ W!6G,(2) 
ci soi punti "I N at e Va 
9 
x(10)o— DAY) ; Go(3)+ W$G:(3)+ WI#G2(3) 
x(13)o- Go (4)+ WIOG(4) + WR°G2(4) 


SPARI 
x(I6)o-— DUI 


Go(5) + WKG,(5)+ Wf76(5) 
x(2)o— SY \d 6o(0)+ WI2G,(0)+ W?®G-(0) 


x(5)o— c Wa\ Go(1)+ WWG:(1)+ WfPG2(1) 
x(B)o--}  DFT su Go(2)+ WI G,(2)+W286(2) 
sei punti na 
x(I)o— Go(3)+ WI9G(3)+ Wi°G2(3) 
xa) — GolM)+ WI6G,(4)+ Wi°G214) 


x(17)o— bd Ggl5)t WI7G(5)+ Wi'G,(5) 


Fig. 6.24 Grafo di flus&o del primo stadio della scomposizione di una DFT su 18 punt 
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x(6)0 d 60 (4) 


_——__—__——_—_———__—_z.1teN 
x (15) 9 vio 


Fia. 6.25 Grafo di flusso dell'ulteriore scomposizione di una delle DFT su sei punti di 
fig. 6.24, 


' 
la somma più interna è una DFT su sei punti, con [ = 0 corrispondente alla sequenza 
I, = 1 corrispondente alla sequenza 2, ed / = 2 corrispondente alla sequenza 3. 
In questo caso le DET su sei punti G,(k) sono periodiche con periodo 6. Il calcolo 
ell'espressione (6.32) è illustrato in fig. 6.24) 

Le DFT su sei punti corrispondenti alla somma più interna nella (6.32) possono 
fssere ulteriormente scomposte spezzando le sequenze x(3r + /) in tre sequenze, cia- 
scuna di due punti, o, in alternativa, in due sequenze, ciascuna di tre punti. Scegliendo 
il primo modo, cioè spezzando ciascuna delle sottosequenze di sci punti in tre sequenze 
“ due punti, sostituiamo la somma più interna con 


5 2 Ù 
GIA) Dar 4 DIVE DD x(9p 4 Is 4 WE 
»-0 


0 #0 


così che il calcolo complessivo di X(k) diviene 
2 2 1 
N(k) = D' WIKY IV x(9p + 35 4 1)WPK (6.33) 
10 850 p-n 


na delle DET su sci punti (G.(k)) è mostrata in dettaglio in fig. 6.25. Le altre due 
anno forma identica. Quando la fig. 6.25 e i grafi di flusso corrispondenti a G.(k) 
© GK) sono posti nelle posizioni appropriate in fig. 6.24, la sequenza di ingresso è 
nell'ordine: x(0), x(9), x(3), x(12), x(6), x(15), x(1), x(10), x(4), x(13), x(7), x(16), 
#2). x(11), x(5), x(14), x(8) c x(17). Osserviamo dalle fip. 6.24 c 6.25 che con questo 
rlinamento degli ingressi, il calcolo può essere fatto sul posto. Le trasformate su 
te punti sono indicate dalle familiari farfalle nel primo stadio di fip. 6.25; l'opera 
Pene base della DET su tre punti è un po' più complicata, ma è ancora, ovviamente, 


In questa figura i coefficienti di trasmissione di ogni ramo devono essere de- 


n n x . . . . DI ° 
tti dall'espressione algebrica associata ad ogni nodo d'uscita. 
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X (k) 


X (k+q,) 
D = Go (k)+ W{t+91°G,(k) + W2(kK+91)G.(k) 


X(k+2q,) 
b =Go(k)+ W(K+2a1G(k) + Ww2(%+201)6- (k) 
k= Ol;....p71 


w2(k+ 2a) 


Fig. 6.26 Grafo di flusso del calcolo di base per N—-3g,. 


un calcolo sul posto. Invece che a disposizione invertita dei bit, l'ordinamento dell'in 
gresso è un po’ più complicato: precisamente, se indichiamo con X( ) la sequenza 
di ingresso, si può mostrare che 

Xo(6! + 25 + p) = x(9p +35 + 1) 


dove p= 0, 1; s= 0, 1, 2: ed /=0, 1, 2. Cioè, per effettuare il calcolo sul posto, 
l'ingresso deve essere memorizzato in un ordine « a disposizione invertita delle cifre » 
generalizzato. Come è evidente dalla fig. 6.24, l'uscita risultante è in ordine normale. 
Notiamo dalla fig. 6.24 che il calcolo base nell'ultimo stadio (come per fattori di J 
in generale) è quello illustrato in fig. 6.26, valido per N = 3-q.. 

Ricordiamo che nel caso di N = 29, sapevamo dimezzare il numero di moltipli- 
cazioni sfruttando certe proprietà di simmetria. Nel caso di N = 3q,, come in fig. 
6.26, una analoga manipolazione del grafo di flusso porta alla fig. 6.27, Poiché 
N = 341, il moltiplicatore complesso di base W%Y è 


W% = e-tar19) 


Perciò, W{ e tutte le sue potenze sono coefficienti complessi che richiedono moltipli- 
cazioni. Quindi la fig. 6.27 non è più efficiente della fig. 6.26. 


Se invece di N = 34 si considera il caso N = 4q1, si può mostrare 
(v. il probl. 7 di questo capitolo) che il calcolo base della DET diventa 
quello illustrato dal grafo di flusso di fig. 6.28. Tale grafo può essere ridi- 
segnato come in fig. 6.29, con un conseguente risparmio di almeno 9 mol- 
tiplicazioni complesse sulle 12 mostrate in fig. 6.28, Analoghi risparmi si 
hanno per fattori 8, 16, ecc. [11]. Perciò, anche se N = 2°, è a volte van 
taggioso basare il calcolo su fattori 4, usando uno stadio basato sul fattore 
2 se v è dispari. 


La discussione svolta in questo paragrafo, sebbene parallela a quella 
precedente, è stata tutt'altro che completa, nel senso che abbiamo soltanto 
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Go (k)o Go (k) + WK Gi(k)+WÈ" Ga (k) 


Gi (K) p Golk)+ Wkw%G,(k) 


+W2% W291 Gp(k) 


b Golk)+ Wk W90 G,(k) 
+W° Ww9916, (4) 


k=0,1,..., pg=1 


Fig. 6.27 Disposizione alternativa di fig. 6,26. 


tentato di indicare alcuni dei vantaggi e degli svantaggi dell'uso di valori 
di N con fattori diversi da 2. I vantaggi principali sono gli aumenti di 
flessibilità e velocità in alcuni casi; il principale svantaggio è il grande au- 
mento di complessità dell'algoritmo di calcolo. Anche se abbiamo preso 
in esame solo la decimazione nel tempo, discorsi analoghi si possono fare 
per la decimazione in frequenza. Per una discussione più dettagliata di algo- 
ritmi FFT nel caso di N numero composto qualsiasi, si veda Gentleman e 
Sande [9] e Singleton [10]. 


6.5 CONSIDERAZIONI GENERALI SU PROBLEMI DI CALCOLO PER GLI ALGO- 
RITMI DI FFT 


Abbiamo discusso i principî base per il calcolo efficiente delle trasfor- 
mate di Fourier discrete. In questa discussione abbiamo preferito usare le 
tappresentazioni in termini di grafi di flusso di segnale piuttosto che la 
scrittura dettagliata delle equazioni che tali grafi di flusso rappresentano. 
Per necessità abbiamo preso in esame grafi di flusso per valori particolari 
di N, Questo approccio si giustifica in base al fatto che tali grafi di Mlusso 
sono facilmente genceralizzabili a valori di N qualsiasi. Ad esempio, consi- 
derando un grafo di flusso come quello di fig. 6.10, è possibile capire come 
strutturare un algoritmo generale di calcolo applicabile a qualsiasi N = 2°. 

Dall'esame dei grafi di flusso dei paragrafi precedenti risulta evidente 
che in ogni algoritmo di FFT esistono due aspetti principali. 1l primo 
riguarda l’accesso e la memorizzazione dei dati negli stadi intermedi. Il 
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O<r<q:=1 


Fig. 6.28 Grafo di flusso del calcolo di base per N—4q,. 


secondo riguarda l'effettiva realizzazione del calcolo della farfalla una volta 
ottenuti i dati necessari. Sebbene i grafi di flusso dei paragrafi precedenti 
mettano in evidenza le operazioni essenziali dei rispettivi algoritmi di FFT. 
vi sono molti dettagli collegati ai due aspetti suddetti che occorre conside 
rare nella realizzazione di un algoritmo di FFT, In questo paragrafo ci pro 
poniamo di discutere alcuni di tali dettagli. Come già fatto in precedenza. 
concentreremo la nostra attenzione sugli algoritmi per N = 2°, sebbene 
buona parte della discussione valga anche nel caso più generale. 


6.5.1 Indici 


Consideriamo a titolo di esempio l'algoritmo illustrato in fig. 6.10. In 
questo caso l'ingresso deve essère in ordine a disposizione invertita dei bit 
in modo che il calcolo possa essere effettuato sul posto. Il risultato è allora 
in ordine normale. In generale, le sequenze non si presentano in ordine a 
disposizione invertita dei bit, così che il primo passo nella realizzazione dì 
fig. 6.10 dovrà essere un processo di permutazione dei campioni della s©- 
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O<tT“ggq=i 


Fig. 6.29 Disposizione alternativa di fig. 6.28, risultante in un risparmio di moltiplicazioni. 


quenza di ingresso. Questo processo è illustrato in fig. 6.30 per N = 8. 

Dalla figura risulta chiaro che il riordinamento di x(n) a disposizione 
invertita dei bit può essere effettuato sul posto. Ciò è fattibile usando un 
indice che « conti » in ordine a disposizione invertita dei bit (un grafo di 
Mlusso di tale contatore a disposizione invertita dei bit è dato da Gold e 
Rader {7]). Si supponga che n sia l'indice normale e che / sia l'indice a 
disposizione invertita dei bit. Allora la sequenza d’ingresso è 


X(1) = x(n) 
Osserviamo dalla fig. 6.30 che per n = / non è necessario alcuno scambio, 
ma quando è n 54 ! dobbiamo scambiare x(n) e x(1). Dobbiamo però assi- 
curarci che lo scambio sia fatto una sola volta e a questo fine si può confron- 


Ordine normale x(O0) x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6) x(7) 


Ordine a disposizione —x(0) x(4) x(2) x(6) x(1) x(5) x(3) x(7) 
invertita dei bit 


Fig. 6.30 Riordinamento a disposizione invertita dei bit per N—-8. 
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tare n con / ed effettuare lo scambio solo quando / > n. Perciò un semplice 
algoritmo per il riordinamento a disposizione invertita dei bit-è il seguente. 
Apporre degli indici alla sequenza x(n), facendo variare n da 0a N=1 in 
ordine normale, mentre / varia da 0 a N —1 in ordine a disposizione in- 
vertita dei bit. Ogniqualvolta { > n, scambiare x(n) ed x(). 


Una volta che l’ingresso sia in ordine a disposizione invertita dei bit, 
possiamo procedere al primo passo di calcolo. In questo caso i moltipli- 
catori sono tutti WN = 1 e gli ingressi alle farfalle sono elementi adiacenti 
della sequenza Xo(-). Nel secondo stadio i moltiplicatori sono tutti o WN 
o potenze di WI", e gli ingressi alle farfalle distano di due posizioni nella 
sequenza Xi(-). Nello stadio m.mo i moltiplicatori sono una potenza di 
W{N°" e gli ingressi alle farfalle sono separati di 2"-', Notiamo che le 
potenze di Wy sono richieste in ordine normale se il calcolo delle farfalle 
comincia dalla cima del grafo di flusso di fig. 6.10. Quanto enunciato in 
precedenza definisce il modo di accesso ai dati in un certo stadio. Questo 
dipende naturalmente dal grafo di flusso che si sta realizzando, Ad esem- 
pio, allo stadio m.mo di fig. 6.12 la distanza tra gli ingressi delle farfalle 
è 20-, i coefficienti sono nuovamente potenze di WXY?" e in questo 
caso le potenze di Wy sono richieste in ordine a disposizione invertita dei 
bit. L’ingresso è in ordine normale; tuttavia, l’uscita è in ordine a dispo 
sizione invertita dei bit, per cui potrebbe essere necessario riordinare l’usci- 
ta come discusso in precedenza. 


In generale, se consideriamo tutti i grafi di flusso dei par. 6.2 e 6.3. 
vediamo che ciascun algoritmo ha i suoi problemi caratteristici per l'uso 
' degli indici. La scelta di un particolare algoritmo dipende da numerosi 
fattori. Gli algoritmi che utilizzano un calcolo sul posto hanno il vantaggio 
di sfruttare in maniera efficiente la memoria; d’altra parte, il tipo di me- 
moria richiesta è ad accesso casuale invece che sequenziale. Questi algo 
ritmi hanno in più lo svantaggio che o i dati in ingresso o i punti in uscita 
sono in ordine a disposizione invertita dei bit. Inoltre, a seconda che si 
scelga un algoritmo a decimazione nel tempo o a decimazione in frequenza 
e che gli ingressi o le uscite siano in ordine a disposizione invertita dei 
bit, i coefficienti devono essere presi in ordine normale o in ordine 
disposizione invertita dei bit. Se non si ha a disposizione una memoria ad 
accesso casuale, ma si dispone invece di memoria ad accesso sequenziale. 
abbiamo già visto che esistono algoritmi di FFT che utilizzano questo tip® 
di memoria, ma ancora o l'ingresso o l’uscita devono essere in ordine A 
disposizione invertita dei bit. Anche se è possibile riordinare il grafo di 
flusso dell’algoritmo in modo tale che gli ingressi, le uscite e i cocfficient! 
siano tutti in ordine normale, tuttavia i problemi che ne derivano relativi 
alla gestione degli indici sono alquanto complessi ed è necessario impre: 
gare il doppio di memoria ad accesso casuale. Di conseguenza, l’uso U! 
questi algoritmi non sembra vantaggioso. 
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Gli algoritmi di FFT di uso più comune sono quelli delle fig. 6.10, 
- 6.12, 6.18 e 6.21, per i quali il calcolo è sul posto. Se i dati devono essere 
trasformati solo una volta, allora chiaramente occorre effettuare l’ordina- 
mento a disposizione invertita dei bit o all'ingresso o all’uscita. Tuttavia, 
in alcune situazioni, è necessario trasformare i dati, modificare il risultato 
in qualche modo, e quindi antitrasformare. Ad esempio, nella realizzazione 
di filtri numerici FIR tramite la trasformata di Fourier discreta, si calcola 
la trasformata di un segmento dei dati di ingresso, la si moltiplica per la 
DFT della risposta all'impulso del filtro e si antitrasforma il risultato. 
Come altro esempio, nel calcolo di una funzione di autocorrelazione o di 
correlazione incrociata per mezzo della trasformata di Fourier discreta, si 
trasformeranno i dati, si moltiplicheranno le DFT, e quindi si antitrasfor- 
merà il prodotto risultante. 


Quando due trasformate sono messe in cascata in tal modo, è possi- 
bile evitare la necessità dell’inversione dei bit con una scelta appropriata 
degli algoritmi di FFT. Ad esempio, nella realizzazione di un filtro nume- 
rico FIR per mezzo della DFT, possiamo scegliere un algoritmo per Ja tra- 
sformata diretta che utilizzi i dati in ordine normale e fornisca una DFT 
in ordine a disposizione invertita dei bit. Sia il grafo di flusso della fig. 6.12, 
basato sulla decimazione nel tempo, che quello di fig. 6.18, basato sulla 
decimazione in frequenza, potrebbero essere usati in questo modo. La dif- 
ferenza tra queste due forme è che quella a decimazione nel tempo richiede 
i coefficienti in ordine a disposizione invertita dedi bit, mentre la forma a 
decimazione in frequenza richiede i coefficienti in ordine normale. 


Usando l'uno o l’altro di tali algoritmi, la trasformata si ottiene in 
ordine a disposizione invertita dei bit e, di conseguenza, avremo memo- 
rizzato la DET corrispondente alla risposta in frequenza del filtro in ordi- 
he a disposizione invertita dei bit. Per la DFT inversa possiamo quindi 
scegliere una forma dell'algoritmo che abbia dati in ingresso in ordine 
a disposizione invertita dei bit e fornisca risultati in ordine normale, Qui 
possono essere usati sia il grafo di Musso di fig. 6.10, basato sulla deci- 
mazione nel tempo, che quello di fig. 6.21, basato sulla decimazione in 
frequenza. La fig. 6.10, tuttavia, utilizza i coeflicienti in ordine normale, 
mentre la fig, 6.21 richiede i cocflicienti in ordine a disposizione invertita 
dei bit. Per far sì che i coefficienti debbano essere forniti solo 0 in ordine 
normale (che è preferibile), o in ordine a disposizione invertita dei bit ci 
sono due possibilità. Se si sceglie l'algoritmo della decimazione nel tempo 
Per la trasformata diretta, allora si dovrebbe scegliere l'algoritmo della 
decimazione in frequenza per la trasformata inversa, col che i coeflicienti 
devono essere in ordine a disposizione invertita dei bit. In alternativa, si 
Può accoppiare l'algoritmo della decimazione in frequenza per la trasfor- 
Mata diretta con l'algoritmo della decimazione nel tempo per la trasfor- 
Mata inversa, utilizzando quindi i coefficienti in ordine normale. 
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6.5.2 Coefficienti 


Abbiamo osservato che i coefficienti WW possono essere richiesti in 
ordine a disposizione invertita dei bit o in ordine normale. In entrambi 
i casi, dobbiamo memorizzare una tabella sufficientemente estesa in cui 
cercare tutti i valori richiesti oppure calcolare i valori che servono. La 
prima alternativa hail vantaggio della velocità, ma naturalmente richiede 
più memoria. Osserviamo dai grafi di flusso che abbiamo bisogno di W& 
per r = 0, 1,..., N/2—-1. Perciò abbiamo bisogno di (N/2) posizioni di 
memoria complesse per una tabella completa di valori di WX *. Nel caso 
di algoritmi che richiedono i coefficienti in ordine a disposizione inveriita 
dei bit, è necessario formare la tabella di conseguenza. 

Il calcolo dei coefficienti man mano che servono permette un ri- 
sparmio di memoria, ma è meno efficiente. L'efficienza maggiore si ottiene 
usando una formula ricorsiva. Notiamo che, in generale, ad un dato stadio 
i coefficienti sono tutti potenze di qualche potenza di Wy; cioè, W$ , dove 
q dipende dall’algoritmo e dallo stadio. Perciò, se i coefficienti servono 
in ordine normale, possiamo usare la formula ricorsiva 


wr —- Wy È wav (6.34) 


per ottenere il coefficiente /(-esimo dall’(! — 1).mo. Chiaramente, gli algorit: 
mi che richiedono i coefficienti in ordine a disposizione invertita dei bit 
non sono adatti per questo approccio. Si dovrebbe notare che la formula 
(6.34) è essenzialmente l’oscillatore in forma accoppiata del probl. 3 di 
questo capitolo. Quando si usa un’aritmetica. a precisione finita, gli errori 
possono sommarsi nell’iterazione di questa equazione alle differenze. Per- 
ciò, è in generale necessario ri-inizializzare i valori in certi punti (ad cs.. 
Was = —j) in modo che gli errori non diventino inaccettabili. 


6.5.3 Trasformate di Fourier veloci multidimensionali 


La trasformata di Fourier discreta bidimensionale è stata definita nel 
cap. 3 come M-1N-1 


X(k, =2 2xm, nWirWw " (6.35) 


K=/0;1,..,M—-1,1=01,-,N=1 


Osserviamo che la (6.35) è molto simile alla (6.26). In effetti, è possibile 
interpretare un algoritmo di FFT in termini di DFT multidimensionali 
(v. Gold e Rader [7]). Se siamo interessati al calcolo della (6.35), possia- 
mo osservare che esso comporta M DFT della forma . 


N-I 
a Îa me 0, 1,....M-1 
Al LIRA, find 


ne0 


(6.36) 


* Questo numero può essere ridotto sfruttando certe proprietà di simmetria, al 
prezzo di una maggiore complessità della ricerca dei valori desiderati, 
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seguite da N DFT della forma 


M-1 
X(k, 1) = Y Am, WS, 
me0 
Chiaramente, possiamo calcolare le (6.36) e (6.37) per mezzo di uno 
qualsiasi degli algoritmi prima descritti. Se M ed N sono potenze di 2, il 
numero di moltiplicazioni complesse necessario sarà 


(6.37) 


MS og N + N: log, M = NM og, NM) 


di fronte a circa N° + M? moltiplicazioni complesse per il calcolo diretto 
della (6,35). 

Una difficoltà fondamentale nei calcoli di DFT bidimensionali è 
l'ammontare di memoria necessaria per effettuare il calcolo sul posto. Per 
dati complessi, sono necessarie 2(N - M) posizioni di memoria reali per 
memorizzare l'ingresso o la trasformata risultante. Ad esempio, se 
N=M= 256, sono necessarie 131,072 posizioni di memoria. Se non 
si ha a disposizione l'ammontare necessario di memoria ad accesso casuale, 
ti può usare un qualunque tipo di memoria di massa ad accesso sequen- 
riale, come disco o nastro, con le righe o le colonne memorizzate una 
dopo l'altra. Ciò aumenta la complessità di realizzazione della (6.36) o 
della (6.37). Ad esempio, se i dati sono memorizzati per righe, le trasfor- 
Mate di riga (6.36) possono essere effettuate facilmente, ma se queste sono 
memorizzate sequenzialmente per righe, risulta difficile accedere ai dati 
necessari per le trasformate di colonna (6.37). Un modo per ovviare a 
questa difficoltà consiste nell'effettuare parecchie trasformate di riga e 
memorizzare i valori risultanti di A(m,0 in ordine trasposto. Dopo che 
si è formata tutta la tabella trasposta A(/, m), le trasformate di colonna 
desiderate si ottengono calcolando trasformate di righe della tabella tra- 
sposta. La trasformata bidimensionale risultante va memorizzata in ordine 
trasposto [12]. 


6.6 ALGORITMO DELLA TRASFORMATA Z CHIRP 


Abbiamo visto come sia possibile calcolare la DFT in modo molto 
efficiente, Ciò corrisponde al calcolo efficiente dei campioni della trasfor- 
Mata z di una sequenza di lunghezza finita presi in punti cquispaziati sulla 
circonferenza unitaria. Notiamo però che, per ottenere questa efficienza 
nel calcolo della trasformata z, N deve essere un numero composto di 
molti fattori, Inoltre, possiamo essere interessati al campionamento della 
trasformata z su un qualche altro percorso, 0 possiamo non volere campio- 
ni della trasformata z su tutta la circonferenza unitaria. Per questo motivo 
sono molto interessanti tutti quei metodi che accrescono la flessibilità degli 
algoritmi di calcolo (efficiente) della DFT, o ne estendono il campo di 
applicazione. 
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Supponiamo di voler ottenere campioni della trasformata z di una 
sequenza di durata‘ finita su una circonferenza concentrica con la cir 
conferenza unitaria, e che i campioni debbano essere equispaziati in angolo 
lungo questa circonferenza. In tal caso, con una minima modifica, si può 
usare un algoritmo di FFT: infatti, se abbiamo una sequenza di durata 
finita x(n) di lunghezza N, la trasformata di Fourier discreta della sequenza 
x(na-" fornirà N valori equispaziati lungo una circonferenza di raggio 
« nel piano z. Se vogliamo ottenere campioni in frequenza equispaziati su 
una piccola porzione della circonferenza unitaria, l'approccio più efficiente 
può spesso consistere nell’uso di un algoritmo di FFT per calcolare cam- 
pioni in frequenza con la spaziatura desiderata, ottenendo però campioni 
al di fuori dell'intervallo di frequenza che interessa. Ad esempio, se aves 
simo una sequenza di 128 punti e fossimo interessati ad ottenere 128 cam 
pioni della trasformata z sulla circonferenza unitaria tra w = —/8 © 
w= + n/8, la procedura più efficiente potrebbe essere calcolare una DEI 
su 1024 punti aumentando la sequenza originaria con zeri e tenere sol. 
tanto i 128 punti desiderati della trasformata. 

Una procedura alternativa, che in molte situazioni è la più efficiente. 
è l'uso dell'algoritmo della trasformata z chirp (CZT) [13]. Questo algo 
ritmo è orientato al calcolo di valori della trasformata z su di un percorso 
a spirale ed cquispaziati in angolo su una qualche porzione della spirale. 
Specificamente, sia x(n) una sequenza di N punti ed X(2) la sua trasfor: 
mata z. Usando l’algoritmo della CZT, X(z) può essere calcolata nei punti 
zx dati da 


z:= AW*,  k==0,1,...,M-1 (6.38) 
dove W = Wyeito 
AsAe" 


con Wy ed An numeri reali positivi. Di conseguenza, il percorso lungo i! 
quale si ottengono i campioni è quello indicato in fig. 6.31. 

Questo percorso è una spirale nel piano z. Il parametro We controlla 
le caratteristiche della spirale: se Wo è maggiore dell'unità, la spirale evolve 
verso l'origine al crescere di k, mentre se Wo è inferiore all'unità, evolve 
verso l'esterno al crescere di K. 1 parametri Ao e 0 sono la posizione in ras: 
gio ed angolo, rispettivamente, del primo valore, cioè, per k = 0. I restan!! 
valori si trovano lungo il percorso della spirale con una spaziatura ang® 
lare di do. Di conseguenza, se Wo = 1, la spirale è, in effetti, un arco di 
circonferenza, e se Ao = 1, questo arco di circonferenza fa parte della cir: 
conferenza unitaria. 


Con i valori di 2: dati dalla (6.38) vogliamo calcolare 


N-1 
X(2.) = Y x(mA7"W"%,  k=0,1,...,M-1 (6.39) 


ne0 
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Plano £ 


Fia. 6.31 Percorso nel piano z per la trasformata 7 chirp. 


dove N è la lunghezza della sequenza x(n). Usando l'identità? 
nk = 4[n® 4 K®— (k — n)?] (6.40) 
la (6.39) può essere scritta come 


N-1 A 2 
Xi) A > x(n) A"W" f2yk Iayy=&-n)8/2 
o n=0 % 
n ?fagy&k-n)?/2 
Xizd = WS sap ye 
ne0 


I onendo g(n) na x(M)A -n 4 n2/2 


Possiamo allora scrivere 


| N-1 
X(2,) = WS p(n)wr tn, k=:0,1,...,M—1 (6.41) 


ne 0 
Con X(z:) espressa nella forma (6.41), riconosciamo che la sommatoria 
corrisponde alla  convoluzione della sequenza  g(n) con la sequenza 
MW *2 Perciò il calcolo dell'espressione (6.41) è come illustrato in fig. 
5.32, dove 
h(n) == W-n"2 


Quando A e Wi sono unitari, la sequenza /(n) può essere pensata come 
Una sequenza esponenziale complessa con frequenza crescente linearmente. 
Nei sistemi radar, tali segnali vengono chiamati segnali chirp, da cui il 
Nome trasformata z chirp. Un sistema simile alla fig. 6,32 è comunemente 
Usato per l'analisi spettrale in problemi di radar. 


? Questo accorgimento è stato introdotto da Bluestein [14]. 
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o, 


g(n) 


X(Zn) 
A"/h(n) 1/h(n) 


Fig. 6.32 Interpretazione’ dell'espressione (68.41) in termini di un sistema lineare, 


Poiché la sequenza g(n) è di durata finita, ricordiamo dalla discussio- 
ne del cap. 3 che la convoluzione nella (6.41) può essere effettuata per 
mezzo della trasformata di Fourier discreta, calcolata, naturalmente, usan- 
do un algoritmo di FFT !°, 

Mentre la sequenza g(n) ha durata finita, la sequenza W-"? ha du. 
tata infinita; di conseguenza, se la convoluzione deve essere. realizzittà 
usando la trasformata di Fourier discreta, è necessario segmentare la se 
quenza W-""2, Notiamo anche che, mentre il risultato della convoluzione 
ha lunghezza infinita, noi siamo invece interessati al risultato della con 
voluzione solo per k = 0, 1, ..., M —1. Di conseguenza, segmentando la 
sequenza W-", sarebbe vantaggioso scegliere le sezioni in modo tale 
che il risultato del calcolo di una sezione fornisse gli M punti di uscità 
desiderati. La fig. 6.33 mostra le sequenze interessate in questo processo 
nel caso N = 10 ed M = 6. Le sequenze g(n) e W-"”"? sono illustrate. 
rispettivamente, in fig. 6.33(a) e (b). 

Nella realizzazione della convoluzione di g(n) con W-""?, la sola parte 
di W-""? che è necessaria per calcolare il risultato della convoluzione nel 
l'intervallo da 0 a M —1 è quella da —-N + 1a M-1, estremi compre 
si. Tale parte della sequenza W-" è quella compresa tra le lince trattes 
giate indicate con A e B in fig. 6.33(b). Di conseguenza, la convoluzione 
può essere realizzata calcolando la DFT su (M + N — 1) punti di gl! 
(aumentata naturalmente con M — 1 zeri) e la DFT su(M + N — 1) punt! 
della parte della sequenza W-”2 situata nella regione tra A e B in fis 
6.33(b). La trasformata inversa del prodotto di queste due trasformate 
di Fourier discrete sarà la convoluzione circolare della sequenza g(n) con 
la porzione considerata di W-"?, Come già visto a proposito del metodo 
di convoluzione detto di sovrapposizione ed estrazione, una parte della 
convoluzione circolare corrisponderà ad una convoluzione lincare ed un 
parte no. Possiamo fare in modo che i punti « buoni » o desiderati © 
dano nella regione 0 < n < M +1, interpretando l'indice n modulo 
(N + M — 1). Ciò significa che calcoleremo la DET della sequenza 


pi PET pile 
MO pw (4 M-1-n)9/2, M<n<N+ M=3 


! Bluestein [14] ha dimostrato che si può ottenere una realizzazione ricors!!* 


di fig. 6.32 per il caso zx = e!” con N quadrato perfetto (v. probl. 16 di questo 
capitolo). 
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w-n2/2 


2-------Db 


Do) 


n 
w=lMi/2 
(c) 
C 
| 
I 
I 
i 
n 
M_-1! L 
{(tî]/2 
(MOW'O 
Ù (d) 
M-1 


Fia. 6.33 Sequenze utilizzate nell'algoritmo della CZT (L=N4+M_—1). 


come illustrato in fig. 6.33(c). Sc moltiplichiamo le trasformate di Fourier 
discrete di g(m) cd #(m), i primi M valori della trasformata inversa corri- 
spondente sono i valori desiderati della convoluzione di g(1) con W "2, 
l'er ottenere gli M valori desiderati di X(k) come nella (6.41), dobbiamo 
moltiplicare questi valori per W-"°2. 

In quanto si è visto finora la lunghezza delle DFT considerate era 
{M + N — 1). Se desideriamo calcolare la trasformata di Fourier discreta 
tisando un algoritmo valido per lunghezze pari a potenze di 2, ciò può 
essere fatto facilmente aumentando le sequenze lunghe (M + N —1) punti 
con un numero sufficiente di zeri in modo che la loro lunghezza totale sia 
Una potenza di 2". Poiché il numero di moltiplicazioni complesse richie- 


"" Gli zeri devono essere inseriti nel punto C di fig. 6.33 (c). 
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ste per il calcolo di ciascuna DFT è dell'ordine di 
' (N+M_-1)<logg(N+M- 1) 

è chiaro che il numero totale di operazioni richiesto dalla realizzazione 
del calcolo della (6.39) usando l'algoritmo della CZT è proporzionale a 
(N + M — 1) - lggx(N + M — 1), mentre la valutazione diretta della (6.39) 
richiede un numero di operazioni proporzionale a N - M. Chiaramente, il 
metodo diretto sarà più efficiente per valori abbastanza piccoli di N o M; 
tuttavia, è anche vero che per valori sufficientemente elevati di N ed M 
(dell'ordine di 50), l'algoritmo della CZT sarà più efficiente. 

Oltre alla maggior efficienza, la CZT offre anche una maggior flessi- 
bilità nel calcolo di campioni della trasformata z di una sequenza di lun- 
ghezza finita. Non è infatti necessario che sia N = M come negli algo 
ritmi di FFT, né N ed M devono essere numeri composti di molti fattori; 
in effetti, essi possono essere primi, se si desidera, Il parametro e deve 
essere 2r/N in un algoritmo di FFT, mentre è arbitrario nella CZT. Inol 
tre, i campioni della trasformata z sono presi su un percorso un po' più 
generale, che include la circonferenza unitaria come caso speciale. 

L'algoritmo della CZT è un esempio del modo in cui l’analisi di 
Fourier possa essere effettuata usando filtri lineari (l'algoritmo di Goertze! 
è un altro esempio). Rader [15] ha mostrato che un procedimento simile 
si può usare per valutare la trasformata di Fourier discreta quando N è 
primo. 


Esempio. Un esempio dell'algoritmo della CZT per evidenziare le risonanze 
di un sistema valutando la trasformata z non sulla circonferenza unitaria è illustrato 
in fig. 6.34. Il segnale da analizzare corrisponde ad un segmento di lunghezza finita 
di un segnale vocale sintetico. Il segnale vocale è stato generato eccitando un sistema 
a cinque poli con un treno di impulsi periodico. La simulazione del sistema è stat® 
effettuata in modo da corrispondere ad una frequenza di campionamento di 10 KH 
I poli sono stati posti a frequenze centrali di 270, 2290, 3010, 3500 e 4500 Hz con 
larghezze di banda di 30, 50, 60, 87 c 140 Hz rispettivamente. 

La fig. 6.34 (a) rappresenta il grafico nel piano z indicante la posizione dei poli 
usati per generare il segnale. L'algoritmo della CZT è stato applicato ad un periodo 
dei dati a regime per cinque diverse scelte di |W] con i risultati mostrati in fig. 6,34 (D) 
I primi due spettri corrispondono a percorsi a spirale al di fuori della circonferenza 
unitaria con un risultante allargamento dei picchi di risonanza. |W| = 1 corrisponde 
alla valutazione della trasformata z sulla circonferenza unitaria. AI crescere di | 
oltre l’unità, il percorso si svolge all'interno della circonferenza unitaria e più vicine 
alle posizioni dei poli col risultato di acuire i picchi di risonanza. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo esaminato diverse tecniche per il calcolo della 
trasformata di Fourier discreta. Il nostro obiettivo è stato quello di me 
strare come la periodicità e la simmetria del fattore complesso ev'°*" 
possano essere sfruttate per aumentare l'efficienza dei calcoli della DIT. 

Abbiamo considerato l’algoritmo di Goertzel e il calcolo diretto della 
DFT a causa dell'importanza di tali tecniche nel caso in cui non si vogliano 
tutti gli N valori della DFT, 
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i Piano z 


Iwl= e 47/10,000 


o 27/10,000 


WI» 


Modulo in dB —— 


IWl a e&7/10,000 


Ar/l 
ù /10,000 


Iwl= 


È ld r1PTrr___—__m_ 
(0) 1000 2000 3000 4000 5000 
Frequenza in Hz > 


(b) 


Ma. 8.34 Uso dell'algoritmo di CZT. (a) Posizioni dei poli nel piano z per un segnale vocale 
Sintetico. (b) Valutazione della trasformata z per alcuni percorsi a spirale (da Ra- 
biner, Schafer e Rader [13]). 


360 


L'oggetto principale del nostro interesse sono stati gli algoritmi di 
trasformata di Folrier veloce (FFT). Abbiamo descritto con un certo 
dettaglio due classi di algoritmi di FFT, a decimazione nel tempo e a de- 
cimazione in frequenza, e per descriverne la struttura abbiamo fatto uso 
dei grafi di flusso di segnale. 

Sono stati desenitti nei dettagli soprattutto gli algoritmi che richiedono 
che N sia una potenza di 2; tuttavia, una parte della discussione ha riguar: 
dato le applicazioni dei principi base di decimazione a casi in cui N sia il 
prodotto di due o più fattori. Come esempio finale di un algoritmo veloce 
con più vasta applicabilità, è stata discussa la trasformata z chirp. Abbia 
mo mostrato come si possa usare un algoritmo di FFT per valutare la tra- 
sformata 2 di una sequenza di lunghezza finita su un numero arbitrario di 
punti su un percorso a spirale nel piano z. 

Lo scopo principale di tutto il capitolo è stato quello di presentare fe 
basi del calcolo efficiente della PET, Per ottenere questo risultato ci siamo 
serviti di algoritmi eflettivi di FIT, utilizzati come esempi e descritti fin 
nei loro dettagli. Pertanto, con il materiale presentato in questo capitolo, 
si dovrebbe avere poca difficoltà nel programmare un algoritmo di FFT 
con N potenza di 2. In effetti, due semplici programmi (con errori) sono 
dati nei probl. 4 e 5 di questo capitolo. 
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PROBLEMI 


t. Nel par. 6.1 abbiamo usato il fatto che è WilN- 1 per derivare un algoritmo 
ricorsivo per calcolare il valore X(k) della DFT di una sequenza di lunghezza 
finita x(n). 

(n Usando IL fatto che wWkN uN» I, mostrare che NN > 4) può essero otte. 
nuto come l'uscita dopo N iterazioni dell'equazione: alle differenze ittustrata 
in fig. P6.1-1. Cioè, mostrare che 


XN — k) = yx(N) 

(b) Mostrare che X(N —#) è anche uguale all'uscita dopo N iterazioni dell'equa- 
zione alle differenze illustrata in fig. P6.1-2. Si dovrebbe notare che il sistema 
precedente ha gli stessi poli di quello di fig. 6.2, ma il coefficiente necessario 


per realizzare lo zero è il complesso coniugato di quello di fig. 6.2. Cioè, 
Wait = (WE. 


2. Nella realizzazione di un algoritmo di FFT a decimazione nel tempo, il calcolo 
di base a farfalla è quello illustrato nel grafo di flusso di fig. P6.2. 


Xmaya(P) ci Xm(p) ui) WXX m(9) 
Xm41(9) = Xm(P) vu WXX mg) 


Fig. P6.1-2 
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Xm(p) Xmw1(p) f 
Wi 
Xm(a) i ar” Xm+1(9) 


Fig. P6.2 


Usando nella realizzazione dei calcoli un’aritmetica in virgola fissa, si suppone 
comunemente che tutti i numeri siano moltiplicati per un fattore di scala perché 
siano inferiori all'unità. Dobbiamo perciò esaminare il problema della satura 
zione (« overflow ») nei calcoli a farfalla. 


(a) Mostrare che se si impone 
IX m(PI <A e IXm(Q < 
non si può avere saturazione nel calcoli n farfalla; cioè, 
|Re [Xmy1(P)]] < 1, [Im [X maya (PI < 1, Re [Xmy1(9]] < 1, 


e 
[Im [Xmya (QI < 1. 
(b) In pratica, è più facile e più conveniente imporre 


|Re [Xn (II < }, |Im [Xn (PI < 4 
Re [Xm(@] <3, Tim [Km] < 3 


Queste condizioni sono sufficienti ad assicurare che non si abbiano satura 

zioni nel calcolo della farfalla? Giustificare la risposta. 

3. Nella realizzazione dell’algoritmo della FFT, è a volte utile generare le potenze 
di Wy ricorsivamente, usando un oscillatore in forma canonica o in forma accop 
piata. Nella discussione che segue, considereremo l'algoritmo della FFT per A 
potenza di 2, realizzato nella forma caratterizzata dalla fig. 6.10, supponendo 
però in questo caso che N sia una potenza qualsiasi di 2. 

Per generare efficientemente i cocflicienti, la frequenza dell'oscillatore de 
vrebbe cambiare al cambiare dell'insieme di valori X,(1), cioè dello stadio di ca! 
colo che si sta considerando. Gli insiemi sono numerati da 0 a log:N, così che, 
ad esempio, l'insieme corrispondente ai dati iniziali è quello di ordine zero. i! 
successivo quello di ordine uno, ecc. Nel calcolo delle farfalle all'interno di uno 
stadio, si valutano tutte le farfalle che richiedono gli stessi cocfficienti prima d' 
ottenere nuovi coefficienti. Per quanto riguarda gli indici delle quantità X(! 
per ogni m, si assumerà che queste quantità siano memorizzate in registri com 
plessi (doppi) consecutivi, numerati da 0 a N —1. Tutte le seguenti domande 
sono riferite al calcolo dell’m.mo insieme, dove 1 < m < log:N. Le risposte de 
vrebbero essere in termini di m. 

(a) Quante farfalle si devono calcolare? 


(b) Qualè la frequenza dell'oscillatore usato per generare i coefficienti, cio 
quante iterazioni avvengono prima che le uscite si ripetano? 

(c) Supponendo di usare un oscillatore in forma accoppiata per generare le pe 
tenze di W,, quali sono i coefficienti dell'equazione alle differenze dell'osci! 
latore? 

. 

(d) Qual è In differenza tra gli indirizzi dei due punti di ingresso ad una farfalla 

(0) Qual è la differenza tra gli indirizzi dei primi punti delle farfalle che 6! 
lizzano gli stessi coeflicienti? 

4. Il programma FORTRAN mostrato in fig. P6.4 realizza uno degli algoritmi di 

FFT discussi nel testo, Il programma è concepito per calcolare la DFT, 


X(k) = Y x(ne-ie/Nim, — k=0,1,...,N-1 


ne 0 


- Ax 
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SUBROUTINE FFT(X,M) 0001 
COMPLEX X(1024) ,U,W,T 0002 
N=2%*M 0003 
NV2=N/2 0004 
NM1=N-1 i 0005 
Ja1 0006 
DO 7 I=1,NMI 0007 
TeX (I) 0008 
X(J)=X (I) 7 0009 
X (I) =T 0010 
K=NV2 0011 
IF(K.GE.J) GO TO 7 0012 
J=I-K 0013 
K=K/2 0014 
GO TO 6 0015 
RENIS: 0016 
PI=3,14159265358979 0017 
DO 20 L=1,M 0018 
L,E=2441, 0019 
LEI? 0020 
4 (1.0,0.0) 0021 
W=CMPLX (COS (PI/FLONT (LE1)) ,SIN(PI/FLONT(LE1))) 0022 
DO 20 3J=1,LE1 0023 
DO 10 I=J,N,LE 0024 
IP=I*LE 0025 
T=X(IP) *U 0026 
X (IP) =X(I)-T 0027 
X (1) =X (1) #T 0028 
U=t*W 0029 
RETURN 0030 
END 0031 
Fig. P6.4 


. = . . , . 
Nella « subroutine » FFT(X, M), X è un vettore complesso di dimensione N che 
contiene inizialmente la sequenza di ingresso x(n) e alla fine contiene la tra- 
sformata X(k). La quantità M è un intero, M = logiN. 


(a) Da una scorsa al programma indicate quali righe del testo sono dedicate a 
(1) inversione dei bit, (2) calcolo ricorsivo dei moltiplicatori esponenziali 
complessi, (3) calcolo delle farfalle, 

(b) Determinate su quale dei diagrammi di flusso del capitolo è basato il pro- 
gramma. 


(c) Sono stati inseriti tre errori nel programma qui riportato. Trovate questi errori 
e correggeteli opportunamente. 


Il programma FORTRAN di fig. P6.5 è una realizzazione dell'algoritmo della 


decimazione in frequenza illustrato in fig. 6.18. Il programma calcola la DET: 


N-1 
AC) — D x(Me t/a, fe 0,1, N 1 


ne 0 


Nella « subroutine » FFT(X, M), X è un vettore complesso di dimensione N che 
contiene inizialmente la sequenza di ingresso x(n) e alla fine contiene la trasfor- 
Mata X(K). La quantità M è un intero, M = logiN. 

Questo programma è una realizzazione diretta del grafo di flusso di fig. 6.18, 

programma è molto elegante, ma non elliciente come potrebbe essere, Una 
Maggior eflicienza è ottenibile al prezzo di un programma più complesso. 

Un significativo aumento di efficienza si ottiene notanto che nell'ultimo stadio 
del grafo di flusso di fig. 6.18, i moltiplicatori complessi sono tutti unitari. Perciò, 
se l'ultimo stadio viene renlizzato separatamente, possinmo eliminare N/2 molti- 
plicazioni complesse. 

(a) Qual è la risultante riduzione percentuale del numero di moltiplicazioni? 
(b) Modificate il programma per realizzare questo risparmio di moltiplicazioni. 
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10 
20 


25 
26 


30 


SUBROUTINE FFT(X,M) ; 0001 
COMPLEX X(1024) ,U,W,T Ì ? 0002 
N=2**M . 0003 
PI=3, 14159265358979 0004 
DO 20 L=1,M 3 0008 
LE=2** (M+ 1-L) , 0006 
LE1=LE/2 0007 
U=(1,0,0.0) 0008 
W=CMPLX (COS (PI/FLOAT (LE1) ) ,-SIN(PI/FLOAT (LE1))) 0009 
DO 20 J=1,LE1 0010 
* DO 10 I=J,N,LE . 0011 
IP=I+LE1 0012 
T=X(I)+X(IP) x 0013 
X (IP) = (X(I)-X(IP))*U 0014 
X(I)=T 0015 
U=U*W x 0016 
NV2=N/2 0017 
NM1=N-1 0018 
J=1 0019 
DO 30 I=1,NMI 0020 
IF(I.GE.J) GO TO 25 0021 
T=X (J) 0022 
X(IJ)=X (I) 0023 
X(I)=T 0024 
K=NV2 0025 
IF(K.GE.J) GO TO 30 0026 
JeJ-K 0027 
K=K/2 0028 
GO TO 26 0029 
J=gJ+tK 0030 
RETURN 0031 
END 0032 
Fig. P6.5 
(c) Molti piccoli calcolatori hanno compilatori FORTRAN che non prevedono 
aritmetica complessa. Modificate il programma dato in modo che si abbiano 
solo operazioni reali. Cioè, usando l’attuale « subroutine » come guida, scrivete 
una « subroutine » 
FFT(XR, XI, M) 
dove XR e XI sono vettori reali di dimensione N che inizialmente contengono 
la parte reale e la parte immaginaria dell'ingresso e alla fine la parte reale 
e immaginaria della trasformata. 
. Disegnre il diagramma di flusso per un algoritmo di FFT a decimazione nel 


fempo su nove (cioè, 3 x 3) punti, 


. Si 


(a) 


supponga che N abbia un fattore 4; cioè, N = 4-q1. 


Esprimere la DET X(k) come combinazione di quattro DFT su q, punti (con- 
trassegnare queste trasformate su gi punti con G;(k), [ = 0, 1, 2, 3) come nelle 
(6.26) e (6.27). 


(b) Mostrare che il calcolo di base per valutare X(k) dalle trasformate su 4 


punti G.(k) è come illustrato in fig. 6,28. 


Mostrare che il grafo di flusso di fig. 6.28 può essere semplificato in quello 
di fig. 6.29. i 


(d) Confrontare il numero di moltiplicazioni complesse necessarie per realizzare 


una FFT su 16 punti supponendo (1) che N sia scomposto come N = 2:2- 
2-2, e (2) che N sin scomposto come N = 4-4. (Supporre che i coefficienti 
che sono potenze intere di Wi, = j non richiedano alcuna moltiplicazione in 
entrambi i calcoli). 


8. Si supponga di disporre di un programma per calcolare una DFT 


N-1 
X(k) = Z Meran, k=0,1,...,.N-1 
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Mostrare come lo stesso programma possa essere usato per calcolare la DFT 
inversa 


N-1 
x) = 7 DO X@eM8/, nm 0,1,c., N = 


. In questo problema considereremo il procedimento per calcolare la DFT di quat- 
tro sequenze reali simmetriche o antisimmetriche di N punti dal calcolo di una 
DFT su N punti. Siano x(n), x:(n), x(n) e x(n) le quattro sequenze reali di 
lunghezza N e Xi(k), Xa(k), Xi(k), Xi(k) le loro DFT. Supporremo dapprima 
da xi(n) e x2(n) siano simmetriche e che x(n) ed x.(n) siano antisimmetriche; 
cioè, 


x(n) = x ((N — n) Ry(n) 
xo(n) = xg((N — ny Ry(n) 
xa(n) = —xg((N — My Ry(n) 
xa(M = —xg((N- mM) Rx) 


(a) Definiamo yi(n) = xi(n) + x(n) e sia Yi(kK) la DFT di yi(n). Determinare 


(b 


_ 


come X,(k) e Xx(k) possano essere ricostruite da X,(k). 


yi(n) come definita nella parte (a) è reale. Analogamente, possiamo definire 
una sequenza reale y:(m) = x:(n) + x(n). Sia yi(m) la sequenza complessa 


Va) = yi) + jya() 


Determinare dapprima come Y,(k) ed Y:(k) possano essere determinate da 
Y.(k) e quindi, usando i risultati della parte (a), mostrare come ottenere X;(K), 
Xa(k), Xi(k) e XK) da Y(K). 
Ji risultato della parte (b) mostra che possiamo calcolare le DFT di quattro 
sequenze reali simultaneamente, se due sono simmetriche e due antisimme- 
triche. 

‘ 


Consideriamo ora il caso in cui tutte e quattro siano simmetriche; cioè, 
xi(n) = x((N — n)y Ran), t=1,2,3,4 


(c) Si consideri una sequenza simmetrica reale xi(m). Mostrare che la sequenza 


(d 
(e 


(f 


(g 


) 


_ 


_ 


te(1) > (14 My (+ DD) è una sequenza antisimmetrica; cioò 
ug(n) = — ug((N — n)y 


Sia Ux(k) la DFT di ws(m. Determinare Us(k) in termini di Xx(K). 


Usando il procedimento della parte (c), possiamo rappresentare la sequenza 
simmetrica x(n) — xi(1) 4 ta(n), Determinare come Ni(kK) e Xi(k) possono 
essere ricostruite da Y,(k), 

Poniamo ora 

Val) = yin) + jyo(M) 


dove 
ViM) e xg(1) de a() 


Ya(n) © xa(1) + tu(1) 
con 


us(n) = [xg((1 + D)y — xg((r — Dx] Ry (n) 
ua(n) > [xg((i + D)y — x — Dx] Rx) 


Determinare come ottenere Xi(k), XK), XK) ce XK) da Yi(K). 

[Notare che X\(k) e Xx(k) non possono essere ottenute per k = 0, e Xx(N/2) e 
X4.(N/2) non possono essere determinate se N è pari]. 

XK) e X.(k) non possono essere determinate per K = 0 o k = N/2 usando 
il metodo precedente. Mostrare che questi punti possono essere valutati senza 
alcuna moltiplicazione. 
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Nel calcolare la DFT di sequenze reali, è possibile ridurre l'ammontare dei calcoli 
utilizzando il fatto che la sequenza è reale. In questo problema discuteremo 
diversi modi di ottenere tale riduzione. 


(a) Sia x(n) una sequenza a valori reali con N punti e sia X(K) la sua DFT, con 

parte reale e immaginaria indicate da Xx(k) e X;(k), rispettivamente, così che 
AK) = Xp(K) + JXx(K) 

. Mostrare che se x) è reale, allora Xx(k) è pari a X;(k) è dispari, cioè 

Xp(K) = Xa((N — K)x Ry(k) e Xr(k) = —Xr((N — k))y Ry(k). 

Si considerino due sequenze a valori reali xi(1) è x:(n) con DFT Xi(k) e 
X.(k), rispettivamente. Sia g(n) una sequenza a valori complessi, definita 
come g(n) = xi(n) + jxa(n), e sia G(k) la sua DFT, Siano Gor(k),Grx(k), 
Gor(k) e Gui(k), rispettivamente, la parte dispari della parte reale, la parte pari 
della parte reale, la parte dispari della parte immaginaria e la parte pari della 
parte immaginaria. Determinare X,(k) ed X.(K) in termini di Gor(k), Ger(k), 
Gor(k) e Gei(k). 

Il risultato ricavato nella parte (b) può essere utilizzato in molti modi: se si 
hanno due sequenze reali di cui si vuole la DFT, possiamo calcolare le loro 
trasformate contemporaneamente e quindi separare le trasformate usando 
il risultato della parte (b). Un'altra possibilità, che considereremo ora, è di 
spezzare inizialmente una sequenza reale in due sequenze più brevi, e quindi 
mettere insieme questi risultati per ottenere la DFT della sequenza totale. 

(c) Supponiamo che x(n) sia una sequenza a valori reali con N punti e che N sia 
divisibile per 2. Siano xi(n) e x(n) le due sequenze di N/2 punti definite da 
x(n) = x(2n), nm 01,20. N2- 1 
xo(n) = x(2a + 1), n=0,1,2,..., N/2-1 
Determinare X(K) in termini di X,(K) e XK). 


(b 


—_ 


. Si consideri una sequenza di lunghezza finita x(n) tale che x(n) = 0 per n < m ed 


n>N-1 + n Supponiamo di voler calcolare campioni della trasformata z di 
x(n) nei seguenti punti del piano z: 


z = poll0tH@2/20),  k=0,1,...,.M-1 


dove M < N. 


Descrivere dettagliatamente un procedimento efficiente per calcolare X(z) 
nei punti desiderati. 


. Si consideri una sequenza x(n) di durata finita lunga M tale che x(n) = 0 per 


n< 0 ed n => M. Vogliamo calcolare campioni della trasformata z 
M_1 
X(2) = pa x(n)z" 
UESIL 
in N punti equispaziati sulla circonferenza unitaria, cioè in 


z = eir/N)k, k =0,1,... N — 1 
Determinare e giustificare procedimenti per calcolare gli N campioni di X(2) 
usando solo una DFT su N punti per i casi 
(a) N< M. 
(b)N>M. 


X(e!®) Indicn Ia trasformata di Fourier di uni sequenza di durata finita x(n) di 
lunghezza 10, Desideriamo calcolare 10 campioni di X(e*) a frequenze tw = 
= (27/100), K = 0, 1, ..., 9, senza calcolare più campioni di X(e*) di quelli 
richiesti e poi non considerarne alcuni. Discutere la possibilità di ottenere tale 
risultato con ciascuno dei seguenti metodi: 

(a) Direttamente, usando un algoritmo di FFT su 10 punti. 

(b) Usando l’algoritmo della trasformata z chirp. 

(c) Usando l'algoritmo di Goertzel. 


14, 
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Un’applicazione dell'algoritmo della CZT è quella di mettere in evidenza i picchi 
di risonanza in uno spettro. In generale, se calcoliamo la trasformata di una se- 
quenza su un percorso nel piano z vicino ad un polo, ci aspettiamo di osservare 
una risonanza. Nell’applicare l'algoritmo della CZT, o nel calcolare la DFT, la 
sequenza che si sta analizzando deve essere di durata finita. Se non lo è, la 
sequenza deve prima essere troncata. Mentre la trasformata della sequenza origi- 
naria aveva dei poli, la trasformata della sequenza troncata può avere solo zeri 
(tranne che in z = 0 0 z =), Lo scopo di questo problema è mostrare che 
nella trasformata della sequenza di lunghezza finita si osserverà ancora una ri- 
sposta di tipo risonante. 


(a) Sia x(n) = u(n). Disegnare il diagramma di poli e zeri della sua trasformata 
z, X(z). 
(b) Sia 


<=[1 O0<Sn<N-1 
0, altrove 


cioè Xn) è uguale ad x(n) troncata dopo N punti. Disegnare la configurazione 
di zeri e poli di Mz), la trasformata z di X(n). 

(e) Disegnare |X(e!)] in funzione di w. Indicare nel disegno l'effetto che si ha 
aumentando N. 


. Scegliere il finale corretto della frase seguente. La trasformata z chirp può essere 


usata per calcolare Ja trasformata z, //(2), di una sequenza di durata finita htn) 

in punti {zx} sull'asse reale del piano 2 tali che 

(a) zz= at, k=0,;1,.... N-—-1 pera rcale, at +1. 

(b) zz= ak, k=0, 1,... N — 1 pera reale, a #0. 

(c) Entrambe le parti (a) e (b). 

(d) Nè la parte (a) nè la parte (b), cioè la CZT non può essere usata per calcolare 
valori di //(2) per z reale. 


+ Bluestein [14] ha proposto uno schema ricorsivo per calcolare tutti i valori della 


DFT 
N-1 
A) D (et 0a N 1 


ne 0d 


per N quadrato perfetto, cioè N = M?, 
(a) Usando la sostituzione 


-nk= 3-43 
mostrare che X(k) può essere espressa come la convoluzione 


N-1 
X(k) = h*(k) 2, (x(mM* mk — n) 


dove 
h(n) eitriNin?, -— 0 Nn 
(b) Mostrare che i valori desiderati di X(k) (cioè, per k = 0,1,...,.N—-1) ssp 
anche essere ottenuti valutando la convoluzione della parte (a) per k= N, 


Noe fi, 04 N la 


(c) Usare il lait della parte (b) per mostrare che nr anche uguale all'uscita 
del sistema di fig. P6.16 per kK = N, N+ 1, ..., 2N—1, dove Nk) è la se- 
quenza di durata finita 


hi(k) = eil, = « 0<k<2N-1 
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(d) Usando il fatto che N = M?, mosrare che la funzione caratteristica corri. 
spondente alla risposta all'impulso f(k) è 


2N-1 
Mz) ine b3 gi(ak9/N)zk 
k=0 


M-1 1-2-2M 
sa SD ETAMINOI rn 
È rÉ > 1 + el@r]Mrz-M 


(Suggerimento: Esprimere k come k=r+1IM). 


(e) La precedente espressione per H(z) suggerisce una realizzazione ricorsiva del 
sistema a risposta all'impulso di durata finita. Disegnare un diagramma di 
flusso di tale realizzazione. 


(f) Usare il risultato della parte (e) per determinare il numero totale di molti. 
plicazioni e somme complesse richieste per calcolare tutti gli N valori deside- 
rati di X(k). Confrontare col numero richiesto per la valutazione diretta di 
X(K). 


Fig. P6.16 


7. TRASFORMATE DI HILBERT DISCRETE 


7.0 INTRODUZIONE 


In quasi tutti i settori dove vengono usate le tecniche di Fourier per 
rappresentare ed analizzare processi fisici, si presentano casi in cui csi- 
sStono relazioni precise tra la parte reale e quella immaginaria o tra il mo- 
dulo e la fase della trasformata di Fourier. Queste relazioni vanno sotto 
nomi diversi a seconda del settore d'interesse, ma spesso (e il campo del- 
l'elaborazione numerica dei segnali non fa eccezione) vengono indicate 
come trasformate di Hilbert. 

Vedremo, ad esempio, che se una sequenza è causale, allora la parte 
reale e la parte immaginaria della sua trasformata di Fourier sono legate da 
una trasformata di Hilbert integrale. In questo capitolo deriveremo un 
certo numero di relazioni di questo tipo, che sono importanti sia nella teoria 
che nelle applicazioni dell'elaborazione numerica dei segnali. Per esempio, 
si vedrà nel cap. 10 che una comprensione approfondita di molti degli 
argomenti di questo capitolo è condizione essenziale per capire appieno i 
concetti legati alla deconvoluzione omomorfica. 

In generale, le funzioni complesse che si impiegano per la rappresen- 
tazione matematica di segnali e sistemi a tempo discreto sono, come suol 
dirsi, « ben comportate ». Le trasformate z di cui ci siamo interessati ave- 
vano, con poche eccezioni, regioni ben definite dove la serie di potenze era 
assolutamente convergente. Poiché una serie di potenze rappresenta una 
funzione analitica dentro la sua regione di convergenza [1,2], ne consegue 
che le trasformate z sono funzioni analitiche all'interno delle loro regioni 
di convergenza. Per definizione di funzione analitica, ciò significa che la 
trasformata 2 ha derivata unica in ogni punto interno alla regione di con- 
vergenza. Inoltre, l'analiticità implica che la trasformata 2 e tutte le sue 
derivate sono funzioni continue all'interno della regione di convergenza. 

Queste proprietà delle funzioni analitiche comportano dei vincoli 
piuttosto pesanti sul comportamento della trasformata z nella sua regione 
di convergenza. Uno di tali vincoli è che la parte reale e la parte immagi- 
haria soddisfano le condizioni di Cauchy-Riemann, che mettono in rela- 
zione le derivate parziali delle parti reale e immaginaria di una funzione 
analitica, Un altro vincolo è il teorema integrale di Cauchy, per mezzo del 
quale si può esprimere il valore di una funzione complessa in qualunque 
punto interno alla sua regione di analiticità, in termini dei valori della 
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funzione sul contorno. Sulla base di queste relazioni valide per funzioni 
analitiche, è possibile, sotto certe condizioni, derivare delle relazioni inte- 
grali esplicite tra la parte reale e quella immaginaria di una trasformata z 
su un percorso chiuso interno alla regione di convergenza. Nella letteratura 
matematica queste relazioni vengono spesso chiamate formule di Poisson 
[2,3]. Nell’ambito della teoria dei sistemi esse sono note come trasformate 
di Hilbert ed hanno tradizionalmente avuto un ruolo importante nell’ela- 
borazione dei segnali, sia dal punto di vista teorico che pratico [4,5]. 

Anche se le trasformate di Hilbert possono essere sviluppate in modo 
formale a partire dalle proprietà delle funzioni analitiche (v. probl. 2 e 4), 
in questo capitolo useremo un approccio in qualche misura più intuitivo. 
In particolare, esse saranno sviluppate partendo dalla considerazione che 
le parti reale e immaginaria (sul circolo unitario) della trasformata z di una 
sequenza causale sono le trasformate delle componenti pari e dispari della 
sequenza. Come si vedrà, una sequenza causale ha la proprietà di essere 
completamente determinata dalla sua parte pari, il che implica che la tra- 
sformata z della sequenza originale è specificata completamente dalla sua 
parte reale sul circolo unitario. Oltre ad applicare questa proprietà per spe- 
cificare la trasformata z di una sequenza causale in termini della sua parte 
reale sul circolo unitario, la si può anche usare, sotto certe condizioni, per 
esprimere la trasformata z di una sequenza in termini del suo modulo sul 
circolo unitario. 

Un concetto importante nell’elaborazione dei segnali a tempo continuo 
è poi quello di segnale analitico [6]. Un segnale analitico è una funzione 
complessa (che è analitica) del tempo, avente trasformata di Fourier nulla 
per frequenze negative. Una sequenza complessa non può, formalmente. 
. essere considerata analitica, poiché è una funzione di variabile intera. Tut- 
tavia è possibile, in maniera analoga a quanto fatto sopra, porre in rela- 
zione le parti reale e immaginaria di una sequenza complessa il cui spettro 
sia nullo sul circolo unitario per — < w < 0. Una strada simile si può 
anche seguire per legare le parti reale e immaginaria della trasformata di 
Fourier discreta per una sequenza periodica oppure, cosa equivalente, di 
durata finita, In questo caso la condizione di « causalità » diventa che la 
sequenza periodica sia nulla nella seconda metà di ogni periodo. 

Pertanto, nella discussione che segue, si applicherà il concetto di cau- 
salità per mettere in relazione le componenti pari e dispari di una fun: 
zione o, in maniera equivalente, le parti reale e immaginaria delle sue tra- 
sformate. I casi trattati sono quattro. Nel primo si legano le parti reale © 
immaginaria della trasformata di Fourier H(e") di una sequenza /(n) che 
è nulla per n < 0. Nel secondo si mettono in relazione le parti reale e 
immaginaria del logaritmo della trasformata di Fourier, con la condizione 
che la trasformata inversa del logaritmo della trasformata sia zero pe' 
n < 0. Mettere in relazione le parti reale e immaginaria del logaritmo della 
trasformata corrisponde a mettere in relazione il logaritmo del modulo © 
la fase di H(e!"). Nel terzo caso si svilupperà una relazione tra lc parl! 


371 


reale e immaginaria della DFT per sequenze periodiche ovvero, equiva- 
lentemente, per sequenze di durata finita considerate lunghe N ma con gli 
ultimi N/2 campioni nulli. Infine, metteremo in relazione le parti reale e 
immaginaria di una sequenza complessa la cui trasformata di Fourier, 
considerata come funzione periodica di w, sia nulla nella seconda metà 
di ogni periodo. 


7.1 SUFFICIENZA DELLA SOLA PARTE REALE O IMMAGINARIA PER SEQUENZE 
CAUSALI 


Qualsiasi sequenza può essere espressa come somma di una sequenza 
pari e di una dispari. Più precisamente, se /.(n) e on) indicano le parti 
pari e dispari di A(n), allora risulta 


h(n) = h,(n) 4 kh) (7.1) 
dove è 
h,(n) = 34) + h(—n)] (7.2) 
e 
h,(n) = Ain) — h(—n)] (7.3) 


Le espressioni scritte sopra valgono per una sequenza arbitraria, sia essa 
causale o no, reale o meno. Se però /(n) è causale, allora si può riotte- 
nere da A.(1) o, per n 34 0, da lin). Si consideri, ad esempio, la sequenza 
causale (n) e le sue componenti pari e dispari mostrate in fig. 7.1. Poiché 
h(n) è causale, cioè A(n) è nulla per n < 0 e quindi l(—n) è nulla per 
> 0, non vi è sovrapposizione tra le. parti diverse da zero di A(n) e 
h(—n), eccetto in n = 0. 

Dovrebbe essere chiaro dalla fig. 7.1 e dalle relazioni (7.2) e (7.3) 
che per sequenze causali risulta 


2h,(n), n>0 


h(n) = (h.(n), n=0 (7.4) 
0, n<z0 
e 
2h,(n), n>0 
h(n) = (7.5) 
0, n<z0 


In maniera equivalente, se definiamo la sequenza 
Di, n> 0 


u,(n)= (1, n=0 (7.6) 


372 


h(n) 


h(-n) 


he (n) 


ho(n) 


Fig. 7.1 Parte pari e parte dispari di una sequenza reale causale. 


allora si può scrivere 
h(n) = h,(n)u,(m) (7.7) 


h(n) = h,(n)u,(n) + h(0) d(n) (7.8) 


Notiamo che f(n) può essere ricostruita completamente da A.(n). D'altra 
parte, ly(n) è sempre zero per n = 0, e di conseguenza h(n) può essere 
riottenuta da A,(n) solo per n 36 0. 

Una conseguenza importante delle relazioni (7.7) e (7.8) è che la tra- 
sformata di Fourier di una sequenza reale, causale e stabile 

H(e'°) = Hp(e'®) + jHy(e!°) 

è completamente nota se ne conosciamo o la parte reale Hr(e') oppure la 
parte immaginaria Hy(e'*) insieme ad /(0). Questo è vero perché Hr(e!) 
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è la trasformata di Fourier di A.(n) e jHy(e!") è la trasformata di Fourier 
di hs(n). Per esempio, possiamo calcolare A.(n) da Hr(e!") e poi, usando 
la (7.7), possiamo ottenere (n), da cui si può risalire a H(eî®). 

Più in generale, si può dimostrare che se 4(n) è reale, causale e sta- 
bile, allora H#(z) può essere determinata ovunque all’esterno del cerchio 
unitario (cioè nella sua regione di convergenza) dalla conoscenza di Hr(e!®) 
oppure di H;(e') insieme ad /(0) [7-9]. Considerando dunque H(z) al di 
fuori del cerchio unitario, cioè per z = re'® con r > 1, si ha 


HO)]ese = He) = S Mmrne to» 
n=e0 
ovvero, usando la relazione (7.7), 


Cie] 
H(re')= Y h.(n)u,(n)rTNe 0" 
Ne 00 
Questa espressione può anche essere interpretata come la trasformata di 
Fourier del prodotto A.(n) - [r"4,(n)]. Quindi H(re!") può essere rica- 
vata come convoluzione della trasformata di Fourier di /.(n) e della tra- 
sformata di Fourier della sequenza r-"u4y(n). La trasformata di Fourier 
di h.(n) è Hr(e') ec, se r> 1, quella di ro"uy(n) è (1+ r'e7')/ 
I(1- rei) (si noti che la trasformata di Fourier di r-"uy(n) non 
esiste in senso stretto se r = 1). Ora, usando il teorema della convoluzione 
complessa del par. 2.3.9, si ottiene la relazione 


Jo i. »l 
MO long = DPL Td 9) 
* 


mj (e'® — rp)v 
0, in alternativa, 


nia + de 


i |> 1 (7.9b) 
2rj ‘e (2—- vv 

Negli integrali su percorso chiuso delle (7.9a) e (7.9b), C deve essere la 

circonferenza unitaria, in quanto si assume che è noto solamente Hr(ef®). 

L'utilità di queste relazioni si dimostra in particolare quando Hr(e#) può 

essere espressa come funzione razionale di e’, poiché in questo caso l’inte- 

grale può essere valutato facilmente usando il calcolo dei residui. 


Esempio. Supponiamo sia dato 
1- cos 
1-2acos w + a?” LES 
Troviamo H(z) usando le (7.9). Innanzitutto scriviamo /x(e') come funzione razio- 
nale di el”, M 1 — a(ei® + e-i)]2 
Hp(e°°) = (I — ae I0Y(] — ae —ae-S0)(I — PRO) 


Hp(ei®) = 


Sostituiamo poi questa espressione nella (7.9 b), ottenendo 


1 (1 — a(0 + 07)/2) z+vdv 
i Jo (1 — av(1 — av) z — vv 
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dove C è il circolo unitario, Risctivendo questa espressione in modo da evidenziate 
i poli dell'integrando, si\ha 


1 A (0 — a(0° + 1)/2)(z + 0) dv 
He) 2nj Jo (0 — @(1 — av)(z — vv 


I poli dell’integrando sono mostrati in fig. 7.2; da cui si nota che soltanto i poli in 


Piano v | 


Fig. 7.2 Posizioni del poli nell'esempio di calcolo della trasformata z usando l'integrazione 
fu percorso chiuso 


v=0ev= a sono dentro il cerchio unitario. Perciò, usando il teorema dei residui 
si ha 
Ha) = miti È (e — a(a? + 1)/2)(z + a) 


-Z (I — a2)(z — a)a 


° Questa espressione è stata ricavata assumendo che sia |z| > 1; notiamo però che la 
regione di analiticità è |z] > a. Abbiamo quindi ottenuto la trasformata z direttamente 
dalla sua parte reale sul circolo unitario. 


Le relazioni (7.9a) e (7.9b) esprimono H(z) al di fuori del circolo 
unitario in termini della sua parte reale sul circolo medesimo. Tuttavia, 
è anche utile scrivere questa espressione come integrale su percorso non 
chiuso, Poniamo quindi 0 = e! nella (7,9), in modo da ottenere 
1 Ld 
= — | Hr(e')P(0 — è) dd 

eni id 


2erel® 2 


H(z) 


sel'g r(e')0,(0 — ©) d0 (7.10) 
27 Jr 


dove abbiamo definito 


1,909 2 
P(0) — bel si, e A ) utt (ito 


{are ui 1-21 così + e? 
e 
1+ re? 2r sen Q) 
(0)=1 ipa ii iti 1 HET 
ica 1-r!e! 1-2r*cos0+r" ( 
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Le funzioni P,(0) e Q,(0) vengono spesso ‘chiamate, rispettivamente, il 
nucleo di Poisson e il nucleo di Poisson coniugato [2,3]. Uguagliando, nella 
(7.10), le parti reale e immaginaria, si.ottiene 


Hp(re'je 2 Î "Hy(e')P(0 = 0) d0 (7.12) 
2n _r 
z D 
Hreeyi L i Hy(e')Q,(0 — 0) d0 (7.13) 
2 -r 


Come si vede, abbiamo ricavato relazioni integrali reali per le parti reale 
e immaginaria della trasformata z all’esterno del circolo unitario in termini 
della sola parte reale valutata su di esso. 

Con passaggi matematici simili si arriva, partendo dalla relazione 
(7.8), alla rappresentazione con integrale su percorso chiuso 


H(z) + h(0) (7.14a) 


1 (He + rv) dv 
sere nt, (ei? — ro)v 
oppure 

Lf ICE A Md 


dici 2nJc (2—uv)bv 


| h(0), \zl> 1 (7.14b) 
dove il percorso C è ancora il circolo unitario. Trasformando la (7.14a) 
in un’espressione contenente integrali su percorso non chiuso e uguagliando 
le parti reale e immaginaria, si giunge a 


Hp(re'®)= — - [ Hy(e')Q(0 — &) d0 + h(0) (7.15) 


Hy(re!®) = - f Hy(e!)P,(0 — ©) d0 (7.16) 


dove P,(0) e Q, (0) sono quelle delle espressioni (7.11a) e (7.11b). 

Per ottenere delle relazioni dirette tra la parte reale e la parte imma- 
ginaria valutatè sul circolo unitario, occorre fare il limite delle espressioni 
(7.13) e (7.15) per r che tende a uno. Questo è vero purché si esegua l’ope- 
razione di integrazione per prima. Se invece cerchiamo di ottenere una 
relazione diretta per /;(e°) in termini di /r(e'), scambiando l'ordine 
delle operazioni ‘di integrazione e di limite, ci troviamo di fronte ad un 
integrale improprio, in quanto è 


7 2 sen 0 0 
lim 0,(0) - 2(1— così) S Li 


e la funzione cot(0/2) ha una singolarità in 0 = 0. Possiamo ricavare le 
relazioni cercate se valutiamo con attenzione gli integrali impropri in pros- 
simità dei punti singolari dell’integrando. Questo può essere fatto formal- 
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mente irene gli integrali come valori principali di Cauchy [10]. 
In questo modo la (#.13) diventa 


joy _ ale [i l) 0—- 
He) = TL P|'Hxle )cot (3° ) ao (1.1) 
e la (7.15) diventa « x 
Hy(e'®)= h(0) — È P Lp Hy(è!) cot kE, 


i dd (7.18) 


dove la lettera P sta a significare, valore principale di Cauchy. Il significato 
di valore principale di Cauchy, con riferimento, per es., alla (7.17), è 
chiarito nella (7.19): 


tre) = tim ({ Hy(e")cot (57° ; 2) do 
(ONNLA 


27 2-0 


+ f Hx(e)cor(* e) (7.19) 


Notiamo che Hy(e') è ottenuto per mezzo della convoluzione periodica 
di cot(—w/2) con Hr(e'), e che occorre fare particolare attenzione in 
prossimità della singolarità per 0 = w. In modo analogo, l’espressione 
(7.18) contiene la convoluzione periodica di cot(—w/2) con Hy(e°"). 

Le due funzioni che compaiono nell’integrale di convoluzione della 
(7.17) ovvero della (7.19) sono mostrate nella fig. 7.3. L'esistenza del li- 
mite nella (7.19) è assicurata dal fatto che la funzione cot[(0 —w)/2] è 
antisimmetrica nel punto singolare (0 = w) e l’intervallo è collocato in 
modo simmetrico rispetto alla singolarità. 

La valutazione degli integrali nelle espressioni precedenti è ulterior- 
mente complicata quando #(z) ha poli sul circolo unitario. Nella nostra 
discussione abbiamo assunto che il circolo unitario sia contenuto intera 


Fig. 7.3 Interpretazione della trasformata di Hilbert come convoluzione periodica 
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mente nella regione di convergenza di H(z), e che perciò H(z) non abbia 
poli su di esso. Si può risolvere il problema dei poli sul circolo unitario 
ammettendo impulsi nella trasformata di Fourier oppure usando un per- 
corso opportuno (che aggiri i poli) negli integrali. Siccome però la giusti- 
ficazione matematica di queste procedure ci porterebbe troppo lontano, 
tralasceremo ogni approfondimento di questo aspetto. 


7.2 CONDIZIONE DI FASE MINIMA 


Nel ‘paragrafo precedente è stata ricavata la trasformata z di una se- 
quenza causale a partire dalla sua parte reale o immaginaria sul circolo 
unitario, Discuteremo in questo paragrafo le condizioni sotto le quali la 
trasformata z si può ottenere a partire dal suo modulo o dalla sua fase sul 
circolo unitario. Queste condizioni sono di notevole importanza in molti 
casi sia teorici che pratici. Ad esempio, le specifiche sui filtri numerici 
sono spesso date in termini di modulo della risposta in frequenza. In questi 
casi la risposta di fase non può essere scelta arbitrariamente se è richiesto 
un sistema stabile c causale. | risultati di questo paragrafo sono anche 
molto importanti nella teoria dei sistemi omorfi, che verrà sviluppata nel 
cap. 10. Un altro esempio si ha nella teoria e applicazione del filtraggio 
inverso, dove occorre ottenere una curva di fase opportuna, essendo data 
solo una funzione di autocorrelazione (0, cosa equivalente, il modulo qua- 
drato della trasformata di Fourier) [9, 11-13].» 

Supponiamo che H(z) sia rappresentata in forma polare (modulo e 


fasc) come 
H(z) = |H(z)| ef*retH@ 


Consideriamo poi il logaritmo complesso di //(z), definito come 
(2) = log [H#(2)] = log |17(2)| + j arg [H#(2)] (7.20) 


Se pensiamo Îl(2) come la trasformata z di una sequenza h(n), allora i 
risultati del paragrafo precedente implicano che log|H(e!)| e arg[H(e")] 
sono la trasformata di Hilbert uno dell'altra se e solo se /(n) è una se- 
quenza reale, causale e stabile, Nel trattare questo argomento occorre fare 
molta attenzione nell'interpretare la definizione (7.20). In particolare, il 
logaritmo di zero diverge e la definizione di arg[H(z)] è ambigua in 
quanto si può aggiungere qualsiasi multiplo di 2x alla fase senza alterare il 
valore di H(z). Poiché intendiamo interpretare H(z) come la trasformata z 
di una sequenza reale, causale e stabile, desideriamo che la regione di 
convergenza di //(z) comprenda il circolo unitario, e di conseguenza è ri- 
chiesto che H(2) sia analitica in una regione che lo include. All’interno di 
questa regione, allora, Îl(z) deve avere una rappresentazione in serie di 
Potenze convergente del tipo 


Ha) = di filma", Ri < zl 


nel 
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dove è Ri- < 1. Poiché (2) va all’infinito in corrispondenza sia dei poli 
che degli zeri di H(2), dobbiamo imporre la condizione che non vi siano né 
poli né zeri di H(z) dentro la regione di convergenza associata ad H(z). No- 
nostante arg[H(z)] non sia in generale unico, l'ambiguità è risolta dal fatto 
che l’analiticità di 7(2) implica che le sue parti reale e immaginatia devono 
essere funzioni continte di 2: di conseguenza, se Ù(2) deve essere anali 
tica, occorre definire arg[H(z)] nella (7.20) in modo che sia una funzione 
continua. Inoltre, porremo il vincolo che quando A(n) è reale H(z) sia la 
trasformata z di una sequenza reale. Di conseguenza, arg[H(z)] sarà defì- 
nito in modo tale che per z = e’ sia una funzione dispari e continua di w'. 

Consideriamo ora una sequenza hm) reale e stabile la cui trasformata 
z sia (2). Dal paragrafo precedente dovrebbe essere chiaro che se fin) è 
causale, allora ha e quindi H(z) possono essere ricostruite a partire da 
Hr(e') = log|H(e!)| o da Hy(e!) = arg[H(e!)]. In modo equivalente, 
se h(n) è reale, stabile e causale, si possono applicare le (7.17) e (7.18) per 
porre in relazione il logaritmo del modulo e la fase di H(e') come segue 


log |H(e')| = h(0) — = P f " arg [H(e!9)] cot ( do (721) 


Li — 
ara (He]L p [ log |H1(e*)] cot (° * do 129) 
27 _r 2 
Si osservi che se f(0) non è noto, |H(ef")| è determinato da arg[/Y(e!)] solo 
a meno di una costante moltiplicativa, 

Il vincolo che log|!(e!)| ed arg[H/(e!)] siano legate dalla trasfor: 
mata di Hilbert è spesso indicato come condizione di fase minima [4, 5, 
14] ?. Ciò corrisponde alla proprietà che la sequenza /(n) sia causale. 
Allora, come è stato discusso nel cap, 2, 17(2) deve essere analitica in una 
regione |:] > Ry. con Ri. < 1; In altri termini, //(2) deve essere analitica 
ovunque fuori del cerchio unitario. Perciò non possono esistere singolarità 
di #(2) all'esterno del cerchio unitario. Poiché poi è H#(z) = log H(2), 
questo implica che non possono esistere né poli né zeri di H(z) fuori del 
cerchio unitario. Tale vincolo su H(z) può essere visto come un'espressione 
alternativa della condizione di fase minima. Una condizione equivalente è 
che esista un sistema inverso con funzione di trasferimento H—'(2) tale che 

H=(2)H(z) = 1 


Poiché H='() = 1/H(z), è chiaro che H(z) deve avere tutti i suoi poli © 
zeri dentro il cerchio unitario affinché esista un sistema inverso stabile © 
causale. 

Da questo momento useremo il termine sistema a fase minima per 
indicare un sistema la cui risposta in frequenza è a fase minima, cioè con 
logaritmo del modulo e fase che sono trasformate di Hilbert uno dell'altra. 


* Si noti che assumiamo che sin H(e!) > 0 per w= 0. ” re 
? Il motivo del termine « fasc minima » sarà chiarito nella discussione © 
segue. 
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Analogamente, una sequenza a fase minima è una sequenza la cui trasfor- 
mata di Fourier è a fase minima. Occorre sottolineare a questo punto che 
un sistema (o una sequenza) può essere causale ma non a fase minima. 
Tuttavia, tutti i sistemi (sequenze) stabili e a fase minima sono causali. 

Per capire la relazione tra la causalità di &(n) e la posizione dei poli 
e degli zeri di H(z), è istruttivo cercare un procedimento per ottenere h(n). 
In particolare, sappiamo dal cap. 2 che — 214 @)/de) è la trasformata z 
di nh(n). Ma risulta 


MPI Li((2 RININARCA — 22 dH2) 
z Pa z ra [log H(z)] Ha) di (7.23) 


Se H(z) è una funzione razionale di z, #(z) non è razionale ma la sua 
derivata sì, e di conseguenza può essere caratterizzata in termini di poli e 
zeri. Esprimendo (2) come un rapporto di polinomi 


P(z) 
H(z) = —* 
9% 
otteniamo 
dP(z) ) dQ(2) 
2 di) _ [007 ra] 
H(z) dz ore 


Notiamo perciò che i poli della derivata di /7(2) sono le radici di P(2)0(2), 
cioè { poli e gli zeri di //(2). Poiché consideriamo il circolo unitario come 
interno alla regione di convergenza, nin) ovvero ln) sarà perni 30.6 
solo se tutti i poli e gli zeri di //(2) sono interni al cerchio unitario. 


Fi srempmo, Si penne la sequenza /i(n) = a"u00), perda quale è #12) = 1/01 

con |a] + 1,716) dn uno zero in 00 6 un polo in 20 #8, Poiché Ia] “|, 
iu, i poli c gli zeri sono interni al cerchio unitario, c di conseguenza /i(n) è a fase 
minima. Per verificare che /(n) è davvero causale, calcoliamola usando la relazione 
(7.23). Risulta in questo caso 


—z dH(z) ee az! 
H(z) dz z-x l_—-az" 


Perciò, siccome assumiamo che il circolo unitario sia dentro la regione di convergenza, 
si ha 
nh) = a"u(n — 1) 


e quindi Î(1) è causale. 


La sequenza É(n) giocherà un ruolo particolarmente importante nel 
cap. 10. Non considereremo qui ulteriormente le proprietà della sequenza 
li(n) per concentrarci invece sulle proprietà delle sequenze a fase minima. 

Una sequenza a fase minima ha la proprietà che tutti i poli e gli 
zeri della sua trasformata 2 si trovano dentro il cerchio unitario. In pene- 


* Compresi i poli e gli zeri all'infinito; cioè, se //(2) è a fase minima, lim 1/(2) 
deve essere una costante di valore finito e diverso da 0. Z-> 00 
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rale, un sistema stabile e causale ha tutti i poli all’interno del circolo uni- 
tario, ma questo noni\vale necessariamente per gli zeri. Dimostreremo ades- 
so che qualunque sistema può essere rappresentato come la cascata di un 
sistema a fase minima e di un sistema passa-tutto, essendo quest’ultimo de- 
finito come un sistema per cui il modulo della funzione di trasferimento 
vale uno a tutte le frequenze. Perciò, se Hap(z) indica la trasformata z di 
un sistema passa-tutto, |Hap(e'®)| = 1 per ogni w. 

La funzione di trasferimento di un semplice sistema passa-tutto del 
primo ordine è 


Z _ 
sn 24 
Hay(2) Logi (7.24) 
Il fatto che il modulo della H,p(e'") espressa nella (7.24) sia unitario è esa- 
minato nel probl. 6 di questo capitolo. Il diagramma di poli e zeri corri- 
spondente è mostrato in fig. 7.4 con 0 < a < 1. Più in generale, le fun- 
zioni di trasferimento razionali di sistemi passa-tutto sono espresse come 
prodotto di fattori della forma 

21 — a* 

1—- az"! 
e di conseguenza hanno la proprietà che i loro poli e zeri sono coniugati 
reciproci. 

Consideriamo un sistema //(z) a fase non minima, con, ad esempio. 

uno zero esterno al cerchio unitario in z = 1/20, |zo] < 1, e gli altri poli 
e zeri dentro il cerchio unitario. Allora 77(2) può essere espressa come 


H(2) = Hi(2)(2°3 — 20) (7.25) 


dove Hi(z) è a fase minima. Possiamo esprimere la (7.25) in maniera equi. 
valente come 


Ha) = He! - EE 
b soi fi 
si 2-20 z1—- zo 
= H,(2)(1 — Z07 ) I na = Hmin(2) ; * i 
— tz zi: 
Poiché |z| < 1, il fattore Hi(z) (1 —z0*z7) è a fase minima e il fattore 
(= fd - *z-—!) è passa-tutto. Il termine Hymin(z2) = Hi(z) (1 — 


— 2z0*2—!) differisce da H(z) in quanto lo zero di #(z) che era fuori del 
cerchio unitario in z = 1/20 risulta per Hmin(2) ribaltato all’interno del cer- 
chio unitario in z = 20*. È chiaro che questo esempio può essere genera 
lizzato a tutti i sistemi a fase non minima con funzione di trasferimento 
razionale. Concludiamo perciò che qualsiasi funzione di trasferimento 1/(2) 
razionale corrispondente a un sistema causale può essere espressa nella 
forma 

H(2) = Hmin(2)Hap(2) (7.26) 


dove Hymin(z) è a fase minima e Hap(z) è passa-tutto. Tutti i poli e gli zeri 
di H(z) interni al cerchio unitario appaiono anche in Hmin(z). I poli € gli 
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unitario 


Fig. 7.4 Posizioni di poli e zeri per un sistema passa-tutto del primo ordine 


zeri di H(z) esterni al circolo unitario compaiono in /min(z) in posizione 
coniugata reciproca, cioè ribaltati rispetto alla circonferenza unitaria. Pos- 
siamo quindi costruire un sistema a fase minima a partire da un sistema a 
fase non minima, mantenendo inalterato il modulo della funzione di tra- 
sferimento, ribaltando all’interno del circolo unitario quegli zeri che erano 
all’esterno. Dualmente, data una funzione di trasferimento a fase minima, 
possiamo ottenere un sistema a fase non minima ribaltando gli zeri fuori 
del cerchio tmitario. Ad esempio, nel caso di sequenze di lunghezza finita, 
la trasformata 2 è semplicemente un polinomio in 2° e 1/(2) ha poli solo 
in z = 0, Per una sequenza lunga M, #2) ha M—1 zeri. Per una risposta 
di modulo dato, possiamo avere fino 2%! diverse curve di fase semplice- 
mente ribaltando gli zeri rispetto alla circonferenza unitaria. 


._ Esempio, Consideriamo una risposta all'impulso di durata finita e a fase mi- 
Nima, lunga N = 5 campioni. La risposta all'impulso di questo sistema è illustrata 
in fig. 7.502). La funzione di trasferimento corrispondente è 


Hmin(2) = 30 — rel0z-1)?(1 — re7102-1)? (7.27) 


con r = 0.55 e 0= 2/3. Le funzioni logaritmo del modulo e fase della risposta in 
frequenza sono rappresentate in fig. 7.5(c) © (d) rispettivamente (si noti che arg 
{H..,(e!*)] è rappresentato modulo 27 e log|!fm,(e!)] è normalizzato a un valore di 
picco di 0 dB per comodità di rappresentazione). In base alla discussione precedente, 
possiamo ottenere un nuovo sistema avente lo stesso modulo della risposta moltipli 
cando H,mn(z) per un'opportuna funzione di trasferimento passa-tutto come risulta 
dalla relazione (7.26). In questo caso, possiamo ribaltare all'esterno una coppia degli 
zeri complessi coniugati usando il sistema passa-tutto 


21 — re-10 271 — rel 


Hay) = 1 — rela! — fe 8271 


(7.28) 
Otteniamo quindi 
H(2) = Hmin(2)MHap(2) 
= (1 — rei8z2)(1 — re9272)(1 — rte/02-1)(1 — rle-i02-1) (7.29) 
Notiamo che i quattro zeri di //(2) hanno la simmetria coniugata reciproca che è una 
Proprietà caratteristica dei sistemi a fase lineare. In effetti, si vede in fig. 7.6(a) che la 


risposta all'impulso /#(n) associata a //(2) è simmetrica attorno a m = 2, cosa che im- 
Plica una fase lineare con pendenza corrispondente a un ritardo di due campioni. 
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Fig. 7.5 Esempio di sistema a fase minima: (a) risposta all'impulso; (b) diagramma di pol! 
e zeri nel piano z; (c) 20 0g |Hmin(0!9)|; (d) arg [H,,;n(0/)] 


Come si vede dal confronto di fig. 7,5(c) e di fig. 7.6(c), |H{(e!®)| è identico a 
|Hmn(e!)|; tuttavia, la risposta all'impulso e le risposte di fase corrispondenti a 
Hwmwn(z) © H(z) sono decisamente diverse. 

La fig. 7.7 mostra (a) il diagramma di poli e zeri nel piano z e (b) arg[Mu,(e®)] 
per il sistema passa-tutto. Il modulo di H,,(e') è, naturalmente, unitario per tutti i 
valori di w. Abbiamo rappresentato ancora arg[H,,(e'*)] modulo 2 semplicemente 
per comodità, © pero chiaro dalla fig. 7.7(b) che se ln fase viene calcolata come fun 
zione continua di w, allora arglH,,(e')] è sempre negativo. Quando questa curva 
di fase viene sommata a quella del sistema a fase minima [fig. 7.5(d)], ne risulta la 
fase lineare di fig. 7.6(d). 

Questo semplice esempio serve a illustrare alcune importanti proprietà 
generali dei sistemi a fase minima, che vale la pena di sottolineare. Innan- 
zitutto, un confronto tra le curve di fase delle fig. 7.5(d) e 7.6(d) chiarisce 
la ragione dell’espressione « a fase minima ». Come già discusso, se const- 
deriamo l’insieme delle sequenze reali, causali e stabili, aventi tutte la 
stessa risposta d’ampiezza, allora le trasformate z di tutte queste sequenze 
possono essere espresse, in base alla (7.26), come il prodotto di una trasfor- 
mata 2 a fase minima è di una funzione passa-tutto. Come si è visto nel- 
l'esempio precedente e come sarà discusso nel probl. 8 di questo capitolo, 
la funzione passa-tutto ha fase negativa per 0 < w < n e, di conseguenza, 
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Fig. 7.6 Sistema a fase lineare: (a) risposta all'impulso; (b) diagramma di poli e zeri nel 


piano z; (c) 20 logulH(e'*)|; (d) arg[H(e")] [il modulo della risposta è identico a 
Quello di fig. 7.5(c)] 


(e) Piano z 


Fase (gradi) 


Fig. 7.7 Sistema passa-tutto per ottenere la fig. 7.8 dalla 7.5: (a) diagramma di poli e 
zeri nel piano z; (b) arg(H,,(e')] 
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il ribaltamento all’esterno del circolo unitario di uno zero della funzione 
a fase minima fa decrescere (in senso algebrico) la fase, cioè aumenta l’op- 
posto della fase, che viene detto a volte ritardo di fase. Per questo motivo, 
un’espressione più precisa sarebbe in effetti ritardo di fase minimo; tutta- 
via, « fase minima » è la terminologia ormai corrente. 

Nel caso di sequenze di durata finita, si ha una situazione com- 
plementare quando tutti gli zeri sono esterni al cerchio unitario. Chiara- 
mente, se tutti gli zeri si trovano all’esterno del cerchio unitario, il sistema 
risultante ha il massimo ritardo di fase ottenibile e perciò tali sistemi (0 
sequenze) vengono detti a fase massima. Si può dimostrare (v. probl. 14 di 
questo capitolo) che un sistema a fase massima ha funzione di trasferimento 


Hynax(2) = #NUHgn(21) (7.30) 
Dalla (7.30) segue che 
hmax(0) = Amm(N—-1— n) (7.31) 


Notiamo che nell’esempio precedente si ottiene un sistema a fase massima 
se si moltiplica la H(z) della (7.29) per la Hap(z) della (7.28). 

Un'ultima proprietà delle sequenze a fase minima è suggerita dal 
confronto tra la risposta all'impulso a fase minima /imn(n) di fig. 7.5(a) € 
la risposta a fase lincare /(n) di fig. 7.6(a). Si noti che l'energia totale delle 
due sequenze è la stessa in quanto il modulo delle loro trasformate di Fou- 
rier è identico (teorema di Parseval). Tuttavia, l’energia di /min(n) appare 
concentrata vicino a n = 0, mentre l’energia di /(n) è concentrata attorno 
a n= 2. Si può dare veste formale a questa proprietà considerando il con- 
tributo dato all'energia dai primi m + 1 campioni della sequenza, vale a 
dire sa 


E(:n) = Y |h(n)j? (7.32) 


E(m) 


40 
Fase minima 


m 


Fig. 7.8 Concentrazione dell'energia per due risposte all'impulso con trasformate di Fourier 
aventi lo stesso modulo 
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Questa quantità è rappresentata nella fig. 7.8 per le risposte Amin(n) e A(n) 
dell'esempio precedente. Si noti che 


S.14(0)1" < S. lhmm(n){, | per qualsiasi m 139) 


Una dimostrazione che la disuguaglianza (7,33) vale in generale per tutte 
le sequenze aventi trasformata di Fourier con lo stesso modulo è presen- 
tata nel probl. 11 di questo capitolo. Possiamo interpretare la (7.33) affer- 
mando che di tutte le sequenze aventi trasformata di Fourier con modulo 
identico, /min() è quella meno. ritardata. Per questo, le sequenze a fase 
minima vengono spesso chiamate sequenze a ritardo minimo. Analogamen- 
te, le sequenze a fase massima sono chiamate sequenze a ritardo mas- 
simo [12,13]. 


7.3 TRASFORMATE DI HiLBERT PER LA DFT 


Si è visto che le sequenze. periodiche e quelle di durata finita possono 
essere rappresentate in termini della trasformata di Fourier discreta, I 
risultati del paragrafo precedente non si applicano direttamente alla trasfor- 
mata di Fourier discreta. Possiamo però, con un’opportuna definizione di 
causalità, legare le parti reale e immaginaria della trasformata di Fourier 
discreta in un modo simile a quello visto nel par. 7.1 [7,8]. 

Per arrivare a queste relazioni, è opportuno considerare una sequenza 
periodica #(n) di periodo N. Si ricorderà dal cap. 3 che questo nostro ap- 
proccio, anche se riferito a sequenze periodiche, vale altrettanto bene per 
sequenze di lunghezza finita pur di interpretare tutti gli indici modulo N. 
È invero, anche se la nostra trattazione riguarderà le proprietà delle rappre- 
sentazioni in serie di Fourier discreta (DFS), vedremo che i risultati val. 
gono direttamente per le rappresentazioni mediante la trasformata di 
Fourier discreta (DFT) di sequenze di lunghezza finita. Come nel par. 7.2, 
la sequenza È(n) può essere rappresentata come la somma di una sequenza 
pari e di una dispari 


Km) =) + hm), n=0,1,...,N-1 (7.34) 
dove è 
ro = MLA, =0,1,...,.N-1 (7.359) 
e 
ho) = Kn) Sun asl (7.356) 


In tutto quanto segue assumeremo che N sia un intero pari. Per N dispari 
si ottengono risultati simili, anche se non identici. 

Una sequenza periodica non può, ovviamente, essere causale nel 
senso usato nel par. 7.1. Definiremo tuttavia sequenza periodica « causale » 
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Fig. 7.9 Parte pari e dispari di una sequenza reale, periodica e «causale » 


quella per cui #(n)=0 per N/2<n<N, In altri termini, (n) è identicamen 
te nulla nella seconda metà del periodo, Assumiamo che N sia pari: il caso 
di N dispari è considerato nel probl. 16 di questo capitolo. Si noti anche 
che per la periodicità di (n) risulta &(n) = 0 per —N/2<n<0. Per 
sequenze di lunghezza finita questa limitazione significa che la gico è 
considerata lunga N, quando in effetti la seconda metà dei punti è nulla. La 
fig. 7.9 mostra un esempio di una sequenza periodica e delle sue parti pari 
e dispari per N = 8. Poiché h(n) è zero nella seconda metà di ogni periodo. 
h(—n) vale zero nella prima metà di ogni periodo e, di conseguenza, non 
vi è sovrapposizione (eccetto che per n = 0 e n = N/2) tra le parti diverse 
da zero di f(n) e &(—n). Per questa ragione dovrebbe essere chiaro che per 
sequenze periodiche « causali » risulta 


2h.(n), n=1,2,...,(N2)-1 
hm) = [i n= 0, N/2 
0, n=(N2+1),...,N-1 


__ (2%), n=1,2,...,(M2)—1 
hm) = (0 n= (N/2+1),...,N—1 


In modo equivalente, se definiamo la sequenza periodica pei 


1; na 0, N]2 * 
RS GR TRL =: ;A n= 1, 2; i (N/2)= 1 (#997A 
e cAssazotoStidrisspor (Oy: ni ai (N/Qd 1) 3, NI 
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allora, per N pari, È(n) può essere espresso come 


kn) = R(n)îy(n) i (7.36) 


fin) = Ri(n)ity(n) + h(0) d(m) + (3) b(n È o (137) 


Notiamo che h(n) può essere riottenuto completamente da h.(n). D'altro 
canto, #i(n) è sempre nullo per n = 0 e n = N/2, per cui È(n) può essere 
ricavato da ho(n) solo per n 54 0 0 n 3 N/2. 

Abbiamo visto nel cap. 3 che per una sequenza reale periodica di pe- 
riodo N con serie di Fourier discreta FK), la parte reale di M(K), Hr(k), 
è la DFS di À.(n) e ik) è la DFS di h,(n). Perciò una conseguenza im- 
portante delle (7.36) e (7.37) è che queste implicano che per una sequenza 
periodica (oppure di lunghezza finita) di periodo N, che sia causale nel 
senso prima definito, H(K) può essere ricostruita dalla sua parte reale o 
(quasi interamente) dalla sua parte immaginaria. In modo equivalente, 
I (k) può essere ricostruita da Mx(k) e Mr(k) da Hr(K). 

Specificamente, la DFS della sequenza &y(n) è 


N, k=0 
Oy(k) = ( —j2 cot ie t), k dispari (7.38) 
0, * k pari 


Dalla (7. 36) notiamo che la DFS di h(n) è la convoluzione circolare di 
Flr(k) con Uy(k). Perciò risulta 


fi(k) = Pix(k) + jA(K) 
N-1 
= ZA (Mk — m) 
m=e0) 


— 1x0 +1 SAnim Py — m) 


dove è 3 
Pl) = Oy(k) — NÒ(k) = "a cot (rk/N), pa 
Uguagliando le parti reale e immaginaria si ottiene 
iRt(k) = 15 Am) Py(k— m) (1.398) 


Analogamente, partendo dalla relazione (7.37) si può dimostrare che risulta 
N-1 

Bn(k) = 1 S.JAl(m)Py(k — m) + HO) + K(NI2X-1)" (7.391) 
me0 


I secondi membri delle uguaglianze (7,39a) e (7.39b) sono convoluzioni cir- 
colari e possono essere valutate usando la DFS. Ad esempio, la (7.39a) può 
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essere valutata calcolando dapprima la DFS inversa di Ark), che forni- 
sce h.(n). Moltiplicando x(n) per 2y(n) e calcolando la DFS si ricava poi 
la trasformata completa H(k). 

Nel par. 3,5 si è vista l’utilità di introdurre una notazione particolare 
per facilitare l’interpretazione delle espressioni della DFS nel contesto 
delle sequenze di lunghezza finita. Una sequenza di durata finita A(n) è 
quindi pensata come un periodo di una sequenza periodica f(n), vale a 
dire 


h(n) = h(m)Ry(n) 
dove è 
Ry(n)= 1 0<n<N-1 
=0 altrove 


In alternativa, si ottiene la sequenza periodica A(n) interpretando l’indice 
n modulo N. A questo scopo, abbiamo introdotto la notazione 


h(n) = h(M))y 
Queste convenzioni sono state anche applicate all'espressione della DFS 
H(k) per ottenere l'espressione della DET H(k), 
Usando questa notazione, la relazione (7.39a) si può riscrivere come 


jH (I) = 15 HplmV(& my 0<k<N-1 
me0 


= 0 altrove (7.40) 
e la (7.39b) come 


N-1 
Hn(k) = 3 X JH(MVk — my 


+ h(0) + (—1)"h(N/2)  0<k<N-1 
= 0 altrove (7.40b) 
dove 
Vy(k) = —j2 cot (rk/N) 0<k<N_-1,k dispari 
= 0 altrove 


Definizioni simili possono naturalmente essere date per uw e la sua DFT 
Ux(k). 

Quando abbiamo discusso la sufficienza della parte reale per la cono- 
scenza di tutta la trasformata z, abbiamo anche applicato le proprietà al- 
lora stabilite per porre in relazione il logaritmo del modulo e la fase di 
sequenze a fase minima, Per la trasformata di Fourier discreta non è pos 
sibile in generale sviluppare una relazione analoga, in base alla quale legare 
il logaritmo del modulo e la fase della DFT. Il motivo di questa imposst- 
bilità è che la discussione che abbiamo fatto vale per sequenze di lun- 
| ghezza finita, per cui la trasformata 2 ha solo zeri. Tuttavia, il logaritmo di 
‘una trasformata H(2) ha singolarità in corrispondenza sia dei poli che degli 
zeri di H(2), e perciò la sua trasformata z inversa è di durata infinita. Di 
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conseguenza, la trasformata inversa del logaritmo della trasformata non 
può essere rappresentata, in generale, con una trasformata di Fourier 
discreta. { 

Naturalmente, è possibile costruire una funzione di fase a partire dal 
logaritmo del modulo di una DFT usando il procedimento descritto prima, 
vale a dire, calcolare la DFT inversa di log |H(k)|, moltiplicare per uy(n) 
e calcolare la DFT della sequenza risultante. La parte reale del risultato 
è log |H(k)|, e la parte immaginaria è un’approssimazione della fase 
minima. 

Per capire questo procedimento, assumiamo che H(z) sia la trasfor- 
mata z di una sequenza /(n) di lunghezza finita. Se H(z) non ha zeri esterni 
al cerchio unitario, si può calcolare arg[H(e!)] conoscendo solo log|H(e!*)|. 
Inoltre 


A) = log [H)] 


corrisponde ad una sequenza causale %(n), che in generale sarà di durata 
infinita. La DFT di k(n) è 


H(k) bici H(2)|,atorumy k= 0, | RPS A | 
dove N è scelto grande almeno quanto la lunghezza della sequenza h(n). 
La DFT 

(9) = log [H(X)] =log |H(K)| + j arg [7(K)] 


corrisponde ad una sequenza con aliasing 


h(n) = S fin + reN) 


pe- 


È chiaro che quanto più grande scegliamo N, tanto migliore è il risultato 
del procedimento di moltiplicare hy(n) per uw(n). I calcolo della DFT per 
ottenere log|]/7(k)| per la parte reale cd un'approssimazione della fase mi- 
Nima fornisce risultati che sono molto utili in certi casi pratici (v. cap. 10). 


7.4 TRASFORMATE DI HILBERT PER SEQUENZE COMPLESSE 


Finora abbiamo considerato le trasformate di Hilbert per la trasfor- 
Mata di Fourier di sequenze causali e per la trasformata di Fourier discreta 
di sequenze periodiche che sono « causali » nel senso che sono nulle nella 
seconda metà di ogni periodo. In questo paragrafo esaminiamo le sequenze 
complesse, le cui componenti reale e immaginaria possono essere legate 
mediante una convoluzione simile alle trasformate di Hilbert derivate nei 
Paragrafi precedenti. Queste relazioni basate sulla trasformata di Hilbert 
sono particolarmente utili per la rappresentazione di segnali passa-banda 
come segnali complessi, in modo del tutto analogo ai « segnali analitici » 
della teoria dei segnali analogici [6]. 

Come nelle discussioni precedenti, è possibile far partire la derivazione 
delle relazioni basate sulla trasformata di Hilbert dal concetto di causalità. 
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Poiché ci interessa legare le parti reale e immaginaria di una sequenza com- 
plessa, la « causalità» sarà applicata alla trasformata di Fourier della se- 
quenza. Non possiamo, naturalmente, imporre che la trasformata di Fourier 
sia nulla per w < 0, essendo questa periodica. Definiremo tuttavia la «cau- 
salità » in questo contesto intendendo che la trasformata di Fourier va 
le zero nella secondà metà di ogni periodo, cioè la trasformata z è nulla 
nella metà inferiore (—m < %w < 0) del circolo unitario. Perciò, se s(n) 
indica la sequenza è S(e') la sua trasformata. di Fourier, imponiamo 
che sia 


S(e)=0, >r<o<0 (7.41) 


È chiaro che la sequenza s(n) corrispondente a S(e'*) deve essere comples- 
sa in quanto, per la realtà di s(n), occorre che sia S(e7!) = S*(e'*). Espri- 
miamo quindi s(n) come 

s(n) = s,.(n) + js;(n) (7.42) 
dove s,(n) e s;(1) sono sequenze reali. 

Nella teoria dei segnali analogici il segnale paragonabile a questo è 
una funzione analitica ed è chiamato perciò segnale analitico. In maniera 
simile, useremo la stessa terminologia per sequenze complesse come s(n). 
Anche se l’analiticità non ha significato per le sequenze, notiamo che ad 


ogni sequenza s(n) corrisponde un segnale analogico a banda limitata sa(!) 
tale che 


SO = s(n) 
Allora, se vale che ; 
, S(e?°), 0<m<7r 
S(j0) = 
(jo) 0, altrove 


il segnale s.(1) è una funzione analitica di t. In questo senso la sequenza 
s(n) corrisponde davvero ad un segnale analitico. 

Se S,(e') e S;(e°) indicano le trasformate di Fourier delle sequenze 
reali s,(n) e s;(n), si può facilmente dimostrare che risulta 


S,(e'°) = MS(e!°) + S*(e7?°)] (7.432) 


JSe'°) = 4{S(e!®) — S*'°)] (7.43b) 
Le trasformate complesse S,(e'*) e S;(ei*) giocano un ruolo simile a quello 
che avevano, nei paragrafi precedenti, le parti pari e dispari, rispettiva- 
mente, delle sequenze causali. Si noti però che S,(e'*) non è una funzione 
pari ma coniugata pari, cioè S,(e'') = S,*(e7?). Analogamente, jS;(e®) 
è coniugato dispari, cioè jSj(e') = —jSf(e!®). 

Se S(e'*) vale zero per — r £ w < 0, allora non vi è sovrapposizione 
tra le parti non nulle di S(e'")e di S*(e). Perciò S(e'") può essere rico- 
struito da S,(e') o da S;(e'"). Si noti che poiché S(e') è assunto nullo per 
w= —n, S(ei*) si può ricostruire completamente a partire da jSi(e®). 
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Questo fatto contrasta in qualche misura con le due situazioni precedenti, 
in cui la funzione causale poteva essere riottenuta dalla sua parte dispari 
con l'eccezione dei punti estremi. 

In particolare risulta 


S(e') = = [me ; 0<0w<7 
a <o<0 
e 
S(e'”) de pi 0 <Sw< 
0, -nSw<z0 
In alternativa, possiamo legare diretamente S,(e'") e S;(e"), cioè scrivere 
sor _ [-jS(e°), 0<0<%7 
ii (7.44) 
n) 
S;(e'®) = H(e!'®)S,(e!°) (7.45) 
dove si è posto 
dari IF 0<Mm<r 
H(e )=[ i, de (7.46) 


Poiché Si(e'") è la trasformata di Fourier di sn), la parte immaginaria di 
s(n), e S,(e') è la trasformata di Fourier di s,(1), la parte reale di s(n), allo- 
ta, in base alla (7.45), si(n) può essere ottenuto elaborando s,(n) con un 
sistema discreto avente risposta in frequenza H(e°) fornita dalla (7.46). 
Questa risposta in frequenza ha modulo unitario, un angolo di fase di 
—/2 per w tra 0 e x, ed un angolo di fase di +7/2 per w tra 0 e 
mn. Tale sistema viene spesso chiamato sfasatore di 90 gradi o filtro di 
Hilbert, Dalla relazione (7.45) segue che 


Se!) = —— S(e'#) = — H(e!")S(e!) (7.47) 


1 
H(e'®) 


Quindi —s,(n) può anche essere ottenuto da s;(n) con uno sfasatore di 90 
gradi. 


La risposta all'impulso /(n) di uno sfasatore di 90 gradi, corrispon- 
dente alla risposta in frequenza definita nella (7.46), è 


"ia LR 
h(n) = — Î jel®” do — il je” do 
(n 2n Lp 27 a” 


__ 2 sin*(mn/2) 
i” n ° 
= 0, n=0 


La risposta all'impulso normalizzata è riportata in fig. 7.10. Usando le rela- 
zioni (7.45) e (7.47) si ottengono le espressioni 


sn) = $ s.(n — m)h(m) (7.49) 


n#0 (7.48) 
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QRS PRO ELE dI 


Fig. 7.10 Risposta all'impulso normalizzata di un filtro di Hilbert ideale o sfasatore di 
90 gradi. 


s(n) = — S s(n — m)h(m) (7.50) 


Le (7.49) e (7.50) costituiscono le trasformate di Hilbert per le parti reale 
e immaginaria di un segnale analitico a tempo discreto. 

Una rappresentazione alternativa di s(n) è quella in termini del suo 
modulo e della sua fase, cioè 


s(n) = A(n)e!®® (7.51) 
dove si è definito 
A(n) = (sn) + st(m)!? (7.529) 
e 
sn) 
= 7.52b) 
(n) = arctan bri ( 


La sequenza modulo, A(n), è spesso chiamata l’inviluppo della sequenza 
s(n). Il concetto di fase minima discusso nel par. 7.2 ha il suo corrispon- 
dente nella teoria dei segnali analitici. Lo sviluppo di questo concetto ri- 
chiede un formalismo matematico complicato e, poiché non è importante 
ai fini di questo libro, non lo approfondiremo ulteriormente. Questo argo 
mento è trattato in dettaglio per i segnali a banda limitata da Voelcker 
[15] ed anche da Requicha [16]. 


7.4.1 Progetto dei filtri di Hilbert 


Si può vedere dall’espressione (7.48) che la trasformata z di A(n) con- 
verge solo sul circolo unitario. Infatti, a causa della discontinuità della 
parte immaginaria, la serie 

0 
H(e'°)= Y h(n)e i" 
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converge alla funzione (7.46) solo in senso quadratico medio. Perciò il 
filtro di Hilbert ideale o sfasatore di 90 gradi va collocato sullo stesso pia- 
no del filtro passa-basso ideale e del'derivatore ideale a banda limitata: 
questi operatori sono importanti dal punto di vista teorico e corrispondono 


a sistemi non causali per i quali la funzione di trasferimento esiste solo in 
un senso particolare. 


Si possono ovviamente ottenere delle approssimazioni del filtro di 
Hilbert ideale. Nel caso di approssimazioni di durata finita delle caratte- 


1,0 (a) 


0.8 


Modulo di H(el®) 


(o) 02, 0.4r 0.6, * 087 LA 


Frequenza w in radianti 


Modulo di H(el®) 


(0) 0.27 04r 0.6, 0.8, n 


Frequenza w in radianti 


Fig. 7.11 Approssimazioni con risposta all'impulso di durata finita del filtro di Hilbert: 
(a) N=27, progetto con il metodo delle finestre (Blackman); (b) N=27, metodo 
dell'approssimazione con oscillazione uniforme (da Hermann [17]). In entrambi 
| casi non vi è errore di fase. 
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ristiche ideali della (7.46), si possono applicare le tecniche standard ba- 
sate sull’uso di finestre, sul campionamento in frequenza è sull’approssi- 
mazione con oscillazione uniforme, 

La fig. 7.11(a) mostra un esempio di un filtro di Hilbert progettato 
col metodo delle finestre, applicando una finestra di Blackman con N = 27 
alla risposta (7.48) (v. cap. 5). La figura riporta il modulo della risposta 
in frequenza per 0 < w < n. La fase vale —90° perO<w< e +90 
per, —t<w%w<0. Inoltre, vi è uno sfasamento lineare corrispondente a 
un ritardo di 13 campioni. La fig. 7.11(b) mostra un’approssimazione 
ad oscillazione uniforme con N=27. Il filtro è stato progettato per ave- 
re un errore di approssimazione ad oscillazione uniforme nella banda 
0.0874r<w=<0.9126r. La fase è come nell’esempio precedente. Il progetto 
è preso da una tabella di progetti di filtri di Hilbert fornita da Herrmann 
[17]. Sia le tabelle che una discussione più approfondita si trovano in [18]. 

Per quanto riguarda sistemi che ammettono una realizzazione ricorsi- 
va, è possibile sfruttare una notevole mole di lavoro esistente sul progetto 
dei cosiddetti « suddivisori di fase » (phase splitters) analogici. Questi si- 
stemi analogici si presentano come una coppia di filtri passa-tutto le cui 
risposte di fase differiscono del valore costante di 90 gradi. Usando il me- 
todo della trasformazione bilineare si può ottenere una coppia corrispon- 
dente di sistemi passa-tutto a tempo discreto, avente le stesse proprietà. 
Il sistema risultante, illustrato in fig. 7.12, non fornisce un'uscita pari alla 
trasformata di Hilbert dell'ingresso, ma dà luogo a due uscite che sono la 
trasformata di Hilbert l’una dell’altra. Quindi, se si indica con x,(n) l'in 
gresso e con x;(n) la sua trasformata di Hilbert, la sequenza y(n) = 
= y(n) + jyi(n) ha una trasformata z che si annulla sulla metà inferiore 
del circolo unitario, mentre lungo la metà superiore Y(e') differisce dalla 
trasformata di x(n) = x,(n) + jxi(m) per la fase ma non per il modulo. 
Per un esempio di realizzazione ricorsiva di questo sistema, v. Gold € 
altri [8]. 


yen) 


x(n) 
h2(n) yi(n) 


Fig. 7,12 Rappresentazione di un sistema « suddivisore di fase» a 90 gradi 


7.4.2 Rappresentazione di segnali passa-banda 


Molte applicazioni dei segnali analitici riguardano i segnali a banda 
stretta impiegati nelle comunicazioni. A volte, in queste applicazioni con- 
viene rappresentare un segnale passa-banda in termini di un segnale pass@ 
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basso. Per vedere come si ottiene tale rappresentazione, consideriamo il 
segnale complesso passa-basso 


x(n) = x,(n) + jx;(n) 
dove x;(n) è la trasformata di Hilbert di x,(n), e perciò 


—X(e'®)=0, rm <w<0 
Le trasformate di Fourier X,(e') e jX,;(e'*) sono rappresentate rispettiva- 
mente nelle fig. 7.13(a) e (b), e la trasformata complessiva X(e') = 
=X,(e') + jXi(e') nella fig. 7.13(c) (le linee a tratto intero rappresen» 


Fia. 7.19 Trasformato di Fourier per la rappresentazione di segnali passa-banda. Le linee 
A tratto intero Indicano le parti reali e quelle tratteggiate lo parti immaginarie 
[81 noti che in (b) ed (f) sono riportate le funzioni /X,(e!*) e /S,(e/), con 


X;(e!) e S,(e') trasformate di Fourier delle trasformate di Hilbert di x,(n) e 8,(n) 
rispettivamente] 
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tano le parti reali e quelle tratteggiate le parti immaginarie). Consideriamo 
adesso la sequenza (passa-banda) 


s(n) = x(n)e!" = s.(n) + js(n) (7.53) 
dove s,(n) e s;(n) sono sequenze reali. La trasformata di Fourier corri- 


spondente è 
no S(e'”) te X(e't®-%)) (7.54) 


ed è rappresentata in fig. 7.13(d). Le trasformate di Fourier S,(eî*) e 
jSi(e'*) sono mostrate nelle fig. 7.13(e) ed (f). È chiaro che per segnali 
passa-banda s;(n) è la trasformata di Hilbert di s;(n). 
Poiché x(n) può essere scritto 
x(n) Der A(n)e!®® 


come nella (7.51), possiamo esprimere s(1) come 


s(n) — [x,(n) + jx;(m}]e!®" (7.550) 
= A(n)eflnt9tn) (7.55b) 

Abbiamo quindi le espressioni 
s.(n) = x,(n) cos n — x(n) sin @,n (7.562) 
= A(n) cos [w,n + $(n)] (7.56b) 

e 

s.(n) = x,(n) seno,n + x(n) cos @,n (7.57a) 
= A(n) sen [on 4 $(n)] (7.57b) 


Le (7.56a) e (7.57a) sono le rappresentazioni cercate di segnali passa 
banda in termini di segnali passa-basso. Notiamo che le espressioni (7.56b) 
e (7.57b) sono nella forma di una sinusoide modulata sia in ampiezza 
che in fase. 

Esempi dell'uso di queste relazioni sono forniti dalle rappresentazioni 
di filtri passa-banda e di processi di modulazione, Un'altra applicazione 
importante dei segnali analitici si ha nella teoria del campionamento di 
segnali passa-banda. Più precisamente, sappiamo che se è dato un segnale 
a tempo continuo con trasformata di Fourier X,(j92) nulla per [O] > (9/2), 
allora dobbinmo campionario ad una frequenza maggiore di (M/2r) cam 
pioni al secondo per poterlo ricostruire dai suol campioni. In modo equi: 
valente, se è data una sequenza reale x,(n) con trasformata di Fourier 
nulla per w/2 < w < n, essa può essere ricampionata, cioè la frequenza 
di campionamento può essere ridotta scartando dei campioni, Per esempio, 
se è tw = n, la frequenza di campionamento originaria era il doppio del 
necessario e si può scartare un campione sì e uno no. Più in generale, il 
numero di campioni al secondo può essere ridotto di un fattore 27:/we. 

Consideriamo adesso un segnale passa-banda reale s,(n) come mostra- 
to in fig. 7,13(e), Essendo il segnale reale, la sua trasformata di Fourier 
è ovviamente coniugata simmetrica, Per determinare la frequenza di cam- 
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pionamento minima, dobbiamo considerare come larghezza di banda dello 
spettro la quantità w = 2(5w. + Aw); cioè in questo caso, anche se la lar- 
ghezza di banda effettiva è Aw, si può ridurre la frequenza di campiona- 
mento di s,(n) solo del fattore 2r/w. Consideriamo invece il segnale ana- 
litico s(n) = sr(n) + js(n) con trasformata di Fourier S(e'') come mostrato 
in fig. 7.13(d). Poiché S(e') è nulla ovunque eccetto che nella regione 
WS w Sue + Aw, la frequenza di campionamento può essere ridotta 
di un fattore 2r/Aw. Si può vedere questo notando che il segnale analitico 
complesso passa-basso è 


x(n) = s(n)e 7!” (7.58) 


come mostrato in fig. 7.13(c). Questo segnale può essere campionato ad 
una frequenza minore di un fattore 2r/Aw rispetto alla frequenza di cam- 
pionamento originaria. Facendo qualche ulteriore considerazione si vede 
che in effetti non è necessario eseguire la modulazione rappresentata dalla 
(7.58) prima di ridurre la frequenza di campionamento. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo preso in esame diverse relazioni tra le 
parti reale e immaginaria di trasformate di Fourier e di sequenze complesse. 
Queste relazioni vengono indicate sinteticamente come trasformate di Hil- 
bert. 

Il nostro approccio alla derivazione di tutte le forme della trasfor- 
mata di Hilbert è stato quello di utilizzare la nozione di causalità che per- 
mette di ricostruire una sequenza o una funzione a partire dalla sua parte 
pari. Un approccio alternativo, sviluppato in alcuni dei problemi, è basato 
sulle particolari proprietà delle funzioni analitiche. Abbiamo trovato che 
per sequenze causali la parte reale e quella immaginaria della trasformata 
di Fourier sono legate da una relazione simile a un integrale di convolu- 
zione, Inoltre, per il caso particolare di sequenze sia causali che con poli 
e zeri della trosfarmata 2 interni al cerchio unitario (condizione di fase 
minima), abbiamo dimostrato che il logaritmo del modulo e la fase della 
trasformata di Fourier costituiscono una coppia di trasformate di Hilbert. 
Sono stinte discusse anche molte altre importanti proprietà delle sequenze 
ti fase minima, 

Sono poi state derivate la forma delle trasformate di Hilbert valide 
per sequenze periodiche che soddisfano un vincolo di causalità modificato 
e per sequenze complesse con trasformata di Fourier nulla lungo la metà 
inferiore del circolo unitario. 

Nel discutere le trasformate di Hilbert ci siamo soffermati più sui 
concetti teorici che sulle applicazioni. Alcuni usi delle trasformate di Hil- 
bert sono illustrati nei problemi e anche nel cap. 10, dove i risultati di que- 
sto capitolo hanno un ruolo molto importante, 
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PROBLEMI 


1. Nel par. 7.1 abbiamo osservato che la trasformata 2 è completamente determinata 
fuori del cerchio unitario dal valore della sua parte immaginaria sul circolo uni- 
tario e dal valore /(0). 


(a) Derivare la relazione (7.14b) partendo dalla (7.8). 
(b) Usare la relazione (7.14b) per trovare H(z) quando è 


—a sin w 
sua 14 a — 2a cos w 
h(0) = 1 


2. Nel par. 7.1 abbiamo ricavato la trasformata di Hilbert di una sequenza /(n) 
reale e causale usando la proprietà che le parti reale e immaginaria di //(z) sul 
circolo unitario corrispondono, rispettivamente, alle parti pari e dispari di /(n). 
In alternativa, essendo la trasformata z analitica nella sua regione di convergenza, 
possiamo ricavare direttamente la trasmormata di Hilbert nel dominio della frequen- 
za, usando la formula integrale di Cauchy. La formula integrale di Cauchy dice che 
.Se F(z) è analitica dovunque dentro e lungo un percorso chiuso €, allora risulta 


dI AdAf0 dl F(z), sezè interno aC 
2nj Jo 1-2 0, se z è esterno a C 


Sia H(z) la trasformata di una sequenza stabile, causale e complessa h(n). 
(a) Poniamo (2) = H(1/2). F(z) è analitica in tutta la regione [z| < R, con 
R > 1. Perché? 


(b) Sia il contorno C il circolo unitario |z] = 1. Se il punto % appartiene a €, 
dimostrare che il punto 


_ 


2° : 


cade all’esterno di C per ogni z interno a C. I punti z e z si dicono punti 
inversi (o punti immagine) rispetto alla circonferenza C. 
(c) Considerando l'espressione 


i F(%) dl 1 F(3) dl 


2nilo 6-2 duo È 


pera=+lea=—-1, dimostrare che si può trovare F(z) ovunque dentro 
il circolo unitario a partire da F(e'') usando le convoluzioni 
Il m 
sa I P(r, 0 — $)F(e!9) dé, r<1l (P7.2-1) 
F(rei0) = {°° dn x 
F(0) + 3 Il Q(r,0- $)F(e9) dd, r<1 (P7.2-2) 
dove è 
z= re, 0<r<l, -n<0<m 
L= et, —m<$p<r 


e PeQ sono reali. Trovare P(r, 0) e O(r, 0). 
Suggerimento: 
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(d) Poniamo F(re') = u(r, 0) + ju(r,0). Quando è r<1, usare le relazioni 
(P7.2-1) e (P.7.2-2) per trovare le espressioni di 
(1) u(r, 0) in termini di u(I, 0). 
(2) v(r, 0) in termini di o(I, 0). 
(3) u(r, 0) in termini di v(1, 0) e #(0). 
(4) v(r,0) in termini di (1, 0) e v(0). 
(5) F(re') in termini di (1, 9) e v(0). 
(6) F(re'*) in termini di v(1, 0) e u(0). 
Potete esprimere le risposte alle parti (e) ed (f) usando la relazione 


K(re'°) = P(r, 0) + jO(r, 0) 


(e) Sia H(pe'*) = Hx(p, w) + jHr(p, +). Usando il fatto che è H(pe'*) = F(p-'e-"), 
trasformate i risultati relativi alla parte (d) per ottenere le trasformate di 
Hilbert sul circolo unitario. 

[Si noti che è K(z—') = U(z), dove U(z) è il nucleo definito nel testo]. 

(f) Dovreste aver trovato che le costanti 7Hx(c0) e H;(s0) (o le loro equivalenti 
nel dominio del tempo) compaiono in alcune relazioni della parte (e). Dimo- 
strate che se /(n) è reale, H;(00) = 0 e se fin) è immaginario Hg(00) = 0. 
(Suggerimento: usate il teorema del valore iniziale, se non lo avete ancora 


fatto). 
3. Supponiamo che F(z) sia una funzione razionale, cioè 
N(z) 
F)=— 
D(z) 


dove N(z) e D(z) sono polinomi. Assumiamo inoltre che F(z) non abbia poli o 
zeri di molteplicità superiore a 1. Sia C una curva chiusa, e siano Z e P il nu- 
mero, rispettivamente, di zeri e poli di F(z) compresi dentro la curva (assumia- 
mo che non vi siano poli o zeri su C). 


(a) Dimostrare che risulta 
F'(z 
RE sa Idi eZ — P 
2nj Jo (2) 


(b) Se F(2) = |F(2)fe!"9, dimostrare che è 


=Z-P 


I 
3, 218 [F(2)] è 


cioè la variazione di fase di F quando la curva C è percorsa esattamente una 
volta vale 2r(Z —P). 

(Si può dimostrare che questi risultati si generalizzano al caso di poli 0 
zeri multipli contando i poli e gli zeri in base alla loro molteplicità: ad es., 
un polo del secondo ordine è contato due volte). 


4. Sia x(n) una sequenza reale causale per cui |x(n)| < co. La trasformata 2 di x(n) è 
(Le) 
X(2) = D x(mz-" 

ne0 
che è una serie di Taylor nella variabile 2-', c perciò converge ad una funzione 
analitica ovunque all'esterno di una corona circolare centrata in z = 0 [la regione 
di convergenza comprende il punto z = co ed in effetti è X(c0) = x(0)]. L'affer- 
mazione che X(z) è analitica (nella regione di convergenza) implica dei forti vin- 
coli su X: le sue parti reale ed immaginaria soddisfano ciascuna l'equazione di 
Laplace e sono legate tra loro dalle equazioni di Cauchy-Riemann. Useremo ora 
queste proprietà per ricavare X(z) dalla sua parte reale quando x(n) è una se- 
quenza reale, causale a valori finiti. 

Sia x(n) una sequenza reale (a valori finiti) causale con trasformata z 


X(2) = Xpx(2) + jXx(2) 
dove Xx e X; sono funzioni di z a valori reali. 


6. 
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Supponiamo che Xx(z) sia espressa da 


p+ a cos w 


Xp(pe'®) = (areale) 


per z= pe. Trovare X(z) (come funzione esplicita di z) assumendo che sia ana- 

litica ovunque eccetto che in z = 0 e usando entrambi i metodi suggeriti nel 

seguito. 

(a) Metodo 1 (nel dominio della frequenza): usare il fatto che le parti reale e 
immaginaria di X devono soddisfare le equazioni di Cauchy-Riemann in tutta 
la regione di analiticità di X. Le equazioni di Cauchy-Riemann sono le se- 


guenti: 
(1) in coordinate cartesiane: 
. QU adv 
7" 
ov dU 
UO” 


dove è z=x+jy e Xx +jy) = U(x, y) + jV(x, y). 


(2) in coordinate polari: 
QU _19V 
dp — pdw 
dov 1 U 
dp pw 


dove è z = pe'" e X(pe') = U(p, w) + jV(p, tw). 

Poiché sappiamo che è U = Xn, possiamo integrare queste equazioni per 
ricavare V e quindi X.' (Attenzione a considerare correttamente la co- 
stante di integrazione). 

(b) Metodo 2 (nel dominio del tempo): usare il fatto che la sequenza x.(1), con 
trasformata di Fourier Xy(e!), deve essere reale e pari ce che la sequenza 
x(n), con trasformata di Fourier jX,(e®), è reale e dispari. Per la linearità 
risulta 

x(n) = x2(M) + xo(1) 


Poiché possiamo ricavare x.(n) direttamente da Xp(e!) e poiché x(n) è reale 
e causale, possiamo trovare x(n) e quindi X(z). 


. Ricavate un'espressione integrale per /#(2) all'interno del circolo unitario in ter- 


mini di Re[//(e!®)], quando A(n) è una sequenza reale e stabile tale che 
h(n) = 0 per n> 0. 


Dimostrare che la funzione di trasferimento passa-tutto 


z1— a* 
i 
ha guadagno unitario a tutte le frequenze. In altri termini, dimostrare che 
|Hup(e®)| = 1 per 0<%w$ q. 


Jal < 1 


. Si consideri un segnale x(n) causale, stabile e non a fase minima, con trasformata 


z data da X(z). Gli zeri di X(2) sono zi, k= 1, 2, ..., M, con Jzi] < |z < 
<...< [zu]. Si vuole ottenere una nuova sequenza y(n) che sia a fase minima 
pesando esponenzialmente la sequenza x(n): 


y(n) = a"x(n) 


Come si deve scegliere a in modo che y(n) sia a fase minima? 
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8. 


9. 


Nel par. 7.2 è stato detto che le sequenze a fase minima si chiamano così in 
quanto le loro funzioni di ritardo di fase (l'opposto della fase) sono le più piccole 
rispetto a tutte le sequenze reali e causali aventi trasformata di Fourier con 
uguale modulo. Questa affermazione poggia sulla proprietà che la fase di un 
sistema passa-tutto reale, causale e stabile è sempre minore o uguale a zero. 

(a) Si consideri la funzione di trasferimento passa-tutto del primo ordine 


x zo = a 
H, zZ) = ———_- 
ap(2) 1- az! 

dove a è reale e |a| < 1. Dimostrare che la fase di H.,(e') è non positiva 

per 0<SWw< tT. 

(b) Si consideri ora la funzione di trasferimento passa-tutto del secondo ordine 
con poli e zeri complessi coniugati 
«1 * ,-1l 

z* - a* 21 - a 

Hu()= ——-; 

arl 1-az11—- a*z! 
dove a è complesso e |a| < 1. Dimostrare che la fase di H,,(e!) è non positiva 

per 0Sw< tT. 

Poiché la funzione di trasferimento di qualunque sistema passa-tutto con 
risposta all'impulso reale può sempre essere rappresentata come un prodotto 
di fattori del tipo di quelli delle parti (a) e (b), i risultati di sopra dimostrano 
che se è 


H(2) = Hmin(2)Hap(2) 


allora la fase di H(e') sarà sempre più negativa della fase di HMmmn(e!), € 
erciò Hmw(e'*) ha il ritardo di fase minimo fra tutti i sistemi per cui è 
H(e!)| = |Hmn(e!)|. 

(Suggerimento: sia in (a) che in (b) si può arrivare al risultato desiderato 
mediante manipolazioni algebriche di arg[H(e')]. In alternativa, è sufficiente 
una semplice considerazione geometrica dopo aver trasformato le funzioni 
di trasferimento nel piano s usando la trasformazione bilineare). 

Dimostrare Ja validità delle due affermazioni seguenti: 
(a) La convoluzione di due sequenze a fase minima è ancora a fase minima. 
(b) La somma di due sequenze a fase minima non è necessariamente a fase mini- 


ma, (Dare un esempio di una sequenza a fase minima e di una a fase non 
minima ottenibili come somma di due sequenze a fase minima). 


. Sia /imw() una sequenza a fase minima con trasformata z data da Hmn(z). SC 


h(n) è una sequenza causale a fase non minima, la cui trasformata di Fourier ha 
modulo |H,,,,(e'*)|, dimostrare che risulta 


IRC < min (OI 


(Suggerimento: usare il teorema del valore iniziale). 


. Una delle proprietà interessanti ed importanti delle sequenze a fase minima è 


quella del minimo ritardo dell'energia: tra le sequenze causali con ugual modulo 
|H(e*)| della trasformata di Fourier, la quantità 


PALO) 


è massima quando h(n) è la sequenza a fase minima. Questo risultato si dimostra 
come segue: sia /,(n) una sequenza a fase minima con trasformata z data da 
H,(z). Inoltre, sia 2 uno zero di Hmn(z), in modo che Hmn(z) può essere espres 
so come 


Hmin(2) = QI — 2423), la <1 


dove O(z) è ancora a fase minima, Consideriamo adesso un’altra sequenza h(n) 
con trasformata //(2) tale che sia 


H(e'°)] = |Hmin(e'®)| 
e H(z) abbia uno zero in z = 1/zf invece che in zx. 
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(a) Esprimere H(z) in termini di Q(z). ' 
(b) Esprimere /(n) ed /m»(n) in termini della sequenza a fase minima gq(n) 
avente OQ(z) per trasformata z. 


(c) Der confrontare la distribuzione di energia delle due sequenze, dimostrare 
che 


m m 
e = 2 min )l* = PALO = (1 — |21®)lg0m)1* 
c a 
(d) Usando il risultato della parte (c), dimostrare la disuguaglianza 


DALONE DIO per qualsiasi mn 


. La fig. P7.12 mostra otto diverse sequenze di durata finita, Ogni sequenza è lunga 
quattro punti. Il modulo della trasformata di Fourier è lo stesso per tutte le se- 
quenze. Quale sequenza ha tutti gli zeri della sua trasformata z dentro il cerchio 
unitario? 


. Siano /u(m), hx(n), ..., fi(n) M sequenze di durata finita, tutte lunghe N, cioè 
con fy(n) = 0 pern<0 cn N. Il modulo della trasformata di Fourier è iden- 
tico per ogni sequenza. Nessuna sequenza è proporzionale (tramite una costante 


(0) (b) 


(d) i 


Fig. P7.12 
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14. 


16. 


di proporzionalità reale o complessa) a una delle altre. 
(a) Quale è il massimo valore di M se non si impone che le sequenze siano reali? 
(b) Quale è il massimo valore di M se si impone che le sequenze siano reali? 


Una sequenza a fase massima si ottiene ribaltando tutti gli zeri della trasformata z 
di una sequenza a fase minima nelle posizioni coniugate reciproche all'esterno 


del cerchio unitario. In altri termini, possiamo esprimere la trasformata z di una 
sequenza a fase massima come 


Hmax(2) = Hntn(2)Hap(2) 
Nel caso di una sequenza di durata finita, Hmn(z) è esprimibile come 


N-1 
Hmin(2) = Amin(0) ITO — 222), la <1 
ko 


(a) Ricavare un'espressione per la funzione passa-tutto necessaria per ottenere 
Hmax(Z). 
(b) Mostrare che H,nax(z) può essere scritto come 


Hmax(2) = SELE pale) 


(c) Usando il risultato della parte (b) esprimere la sequenza a fase massima 
limax() in termini di /rmin(N). 


. La parte pari di una sequenza x(n). è definita come 


x(n) + x(-m) 

2 
Supponiamo che x(n) sia una sequenza reale di durata limitata e definita in modo 
che sia x(n) = 0 pern<0en2 N. Indichiamo con X(k) la DFT su N punti 
di x(n). 
(a) La DFT di x.(n) coincide con Re[X(K)]? 
(b) Quale è la DFT inversa di Re[X(K)] in termini di x(n)? 


xs(1) = 


Si consideri una sequenza a valori reali e di durata finita x(n) lunga N, cioè con 
x(n) = 0 per n < 0 e n = N, dove N è dispari. Indichiamo con X(k) la DFT di 
x(n) su M punti, cioè 

N-1 

X(k) = D x(m)e7127/ Mak 

neo 
Sia Xr(k) la parte reale di X(K). 
(a) Determinare in termini di N il minimo valore di M (diverso da quelli banali 

M = I, 2) che permette di ricavare univocamente X(Kk) da Xx(k). 

(b) Quando M soddisfa la condizione ricavata in (a), X(K) può essere espressa 


come la convoluzione circolare di Xx(k) con una sequenza U(k). Determina 
re U(K). 


. Questo problema riguarda una tecnica per il progetto di filtri numerici con fase 


minima, Tali filtri hanno tutti i poli e gli zeri interni al circolo unitario 0 sU 

quest'ultimo. Consideriamo dapprima il problema di trasformare in filtro a fase 

minima un filtro passa-basso con oscillazione uniforme, fase lincare e risposta d' 

durata finita (FIR). Indichiamo con H(e') la risposta di durata finita (FIR) 

Indichiamo con H(e!) la risposta in frequenza del filtro a fase lineare, con le 

seguenti ipotesi: 

(1) /i(m) è reale. lm) = 0 per n<0en>N-1. Inoltre si assume N dispar 

(2) L'oscillazione in banda passante è 8, cioè |H{(e!)] oscilla in questa banda tr? 
148 e1-58,. 

(3) L’oscillazione in banda oscura è 8,, cioè risulta |H(e)| < 8, in questa bands 
e |FH(eÎ)| oscilla tra 8, e 0 (v. fig. P7.17-1). 

(4) Risulta H(e") = Ho(e')e-# dove Hole!) è reale e no = (N — 1)/2. 
Herrmann e Schuessler [19] hanno proposto la seguente tecnica per trasfor 
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1+8 


1-8 


Fig. P7.17.1 


mare questo filtro a fase lineare in uno a fase minima con funzione di trasferi- 
mento Hwmin(z) e risposta all'impulso /min(7). 


A) Generare una nuova sequenza 


_Ji(n), n# No 
hi(n) h(no) + da, Hand 


8) Riconoscere che H,(z2) può essere espressa nella forma 
Hy(z) = z-"0Hp(2)Hx(1/2) 


per una qualche /4;(2), dove (2) ha tutti i poli c gli zeri interni al cerchio uni- 
tario, © /n(n) è reale. 
C) Porre 

Hy(z) 


H; = ———= 
min(z) JT ri CA 


Il denominatore serve per rinormalizzare la banda passante, in modo che la 
Hmn(e!) risultante oscilli intorno al valore uno. 


(a) Dimostrare che se /n(n) è scelto come in A), allora /7;(e') può essere scritta 
come 
Hy(e!®) = e-!©n0H,(e!°) 


dove H,(e'*) è reale e non negativa per ogni valori di &». 


(b) Se è 7H:(e!) > 0, come dimostrato nella parte (a), mostrare che esiste una 
H:(z) tale che 


Hs(z) = Hy(2)Hy(1/2) 


dove H:(z) è a fase minima e /(n) è reale (ciò equivale a giustificare il 
passo B). 

(c) Dimostrare che il nuovo filtro H,x(e#) è un passa-basso con oscillazione uni- 
forme, cioè che la sua caratteristica di ampiezza è della forma illustrata in 
fig. P7.17-2, calcolando 8 e 81. Quale è N°, cioè la lunghezza di /mn(1)? 

(d) Nelle parti (a), (b) e (c) abbiamo assunto che il filtro di partenza fosse un 
filtro FIR a fase lincare. Questa tecnica funziona anche togliendo il vincolo 
di fase minima? Motivare la risposta. 


. Si consideri una sequenza x(n) a valori complessi: x(n) = x(n) + jxi(n), con 


x(n) c x(n) reali, La trasformata z, X(2), della sequenza x(n) è nulla lungo la 
metà inferiore del circolo unitario, cioè risulta X(e'*) = 0 per n < w < 2r. La 
parte reale di x(n) è 
}, n=0 
x(n) ={-}, n=42 
0, altrove 
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Fig. P7.17-2 


Ricavare le parti reale e immaginaria di X(e'). 
19. Indichiamo con H[ ] l'operazione ideale della trasformata di Hilbert, cioè 


Hlx(n)] 0) h(n — k)x(K) 


dove h(n) è fornita dall'espressione (7.48). Dimostrare le seguenti proprietà. 
(a) H[H[x(M]] = —x(n). 
(b) }3 x(MH{x(n)]} = 0. 


neo 
(Suggerimento: usare il teorema di Parseval). 
(c) H[x(n) « y(n] = H[x(n)] + y(n) = x(n) * H[y(1)], dove x(n) e y(n) sono se 


quenze arbitrarie. 


8. SEGNALI CASUALI DISCRETI 


8.0 INTRODUZIONE 


Nei precedenti capitoli ci siamo occupati delle rappresentazioni mate- 
matiche dei segnali e sistemi a tempo discreto, delle loro implicazioni e 
del loro uso. Abbiamo visto come segnali e sistemi a tempo discreto hanno 
tina rappresentazione sia nel dominio del tempo che in quello della fre- 
quenza, e che ciascuna di queste gioca un ruolo importante nella teoria e 
nel progetto dei sistemi di elaborazione numerica dei segnali. Finora abbia- 
mo assunto che i segnali siano deterministici, vale a dire che ogni valore 
di una sequenza è univocamente determinato o da una espressione mate- 
matica, o da una tavola di dati o per mezzo di una regola di qualche tipo. 
Nei capitoli 1 e 2 abbiamo in particolare discusso la rappresentazione di 
tali segnali deterministici in termini delle loro trasformate z o trasformate 
di Fourier. Affinché una sequenza ammetta una rappresentazione mediante 
trasformata z occorre che essa abbia energia finita oppure che esista una 
sequenza esponenziale tale che il prodotto con essa abbia energia finita. 
Questo vincolo sull'energia corrisponde in sostanza al vincolo che la trasfor- 
mata z converga. Nel cap. 3 abbiamo poi considerato le sequenze periodiche. 
La trasformata z di una sequenza periodica non csiste, in quanto Ja condi- 
zione sull'energia finita non può essere soddisfatta. Tuttavia i segnali perio- 
dici sono, per definizione, identici da periodo a periodo, e quindi possono 
essere rappresentati univocamente in termini di un singolo periodo. Un sin- 
golo periodo è una sequenza di durata finita e quindi anche di energia finita. 
Questa proprietà dei segnali periodici è stata utilizzata nel cap. 3 per darne 
Una rappresentazione per mezzo della serie di Fourier o della trasformata 
di Fourier discreta. 

Esistono molti esempi importanti di segnali che o non hanno energia 
finita o non sono periodici. Molti segnali nel campo delle comunicazioni, 
Per esempio, hanno durata infinita e pertanto si modellano meglio in ter- 
mini di segnali di energia e durata infinite. In numerose situazioni i pro- 
cessi che danno origine ai segnali sono così complessi da rendere estrema- 
mente difficile, sé non impossibile, la descrizione precisa di un segnale. 
Come esempio, vedremo, nel cap. 9, che molti degli effetti di imprecisione 
cui si va incontro quando si realizzano algoritmi di elaborazione numerica 
dei segnali con registri a lunghezza finita, possono essere rappresentati me- 
diante « rumore » additivo, per il quale la descrizione più conveniente è 
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proprio quella di una sequenza a energia infinita. Molti sistemi mecca- 
nici generano segnali acustici o di vibrazione che si possono spesso ela- 
borare per diagnosticare guasti potenziali; anche qui, segnali di questo 
tipo si modellano nel modo più conveniente in termini di segnali non pe- 
riodici a energia infinita. Due ulteriori esempi fra i numerosi ancora possi- 
bili sono il segnale woce, da elaborare a scopo di riconoscimento automa- 
tico o compressione di banda, e la musica, da elaborare, per esempio, per 
migliorarne la qualità. 

La chiave per la rappresentazione matematica di questo tipo di se- 
gnali sta nella loro descrizione in termini di medie. Come vedremo nel 
seguito di questo capitolo, molte (ma non tutte) le proprietà di questi se- 
gnali si possono esprimere sinteticamente per mezzo di una sequenza a 
energia finita chiamata sequenza di gutocorrelazione o di autocovarianza, 
per la quale spesso esiste la trasformata z o la trasformata di Fourier. 
Come anche vedremo, la trasformata di Fourier della sequenza di autoco- 
varianza ha una interessante interpretazione in termini di distribuzione in 
frequenza della potenza del segnale. L'uso della sequenza di autocovarianza 
e della sua trasformata ha l'ulteriore importante vantaggio di consentire 
di descrivere l'elaborazione operata da un sistema lineare discreto su se- 
gnali a energia infinita mediante l’effetto di quel sistema sulla sequenza di 
autocovarianza dei medesimi segnali. 

Nello sviluppare la rappresentazione dei segnali a energia infinita, è 
conveniente lavorare nell’ambito dei segnali non deterministici, cioè ca- 
suali o alcatori. Da questo punto di vista il segnale è considerato come 
membro di un insieme di segnali a tempo discreto caratterizzato da un 
insieme di funzioni di densità di probabilità. Nella sua formulazione più 
generale, la teoria dei segnali casuali è estremamente avanzata e astratta, 
e una trattazione rigorosa richiederebbe un grado di sofisticazione matema- 
tica che non è negli scopi di questo libro. Il principale obiettivo in questo 
capitolo sarà quindi quello di raccogliere e interpretare uno specifico 
insieme di risultati che riguardano la rappresentazione dei segnali casuali 
a energia infinita, risultati che ci saranno utili nei capitoli successivi, Evi- 
teremo pertanto la discussione dettagliata della maggior parte dei difficili 
e sottili problemi matematici della teoria dei processi casuali. Pur con un 
approccio non necessariamente rigoroso, si sarà tuttavia alquanto accurati 
nel riassumere i risultati più importanti e le ipotesi matematiche implicite 
nella loro derivazione. 


8.1 UN PROCESSO CASUALE A TEMPO DISCRETO 


Il concetto fondamentale nella rappresentazione matematica dei se- 
gnali a energia infinita è quello di processo casuale (0 aleatorio). Nella di- 
scussione che stiamo per fare sui processi casuali come modelli dei se- 
gnali a tempo discreto e a energia infinita, assumeremo che il lettore abbia 
familiarità con i principali concetti della teoria della probabilità, come 
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quelli di variabile casuale, distribuzioni di probabilità, e medie. Per quei 
lettori che ritenessero tuttavia necessaria una più approfondita conoscenza 
della teoria della probabilità, rinviamo a uno dei testi base elencati nella 
bibliografia [1-7]. 


8.1.1 Un esempio semplice: il processo di Bernoulli 


Introdurremo il concetto di processo casuale attraverso la discussione 
di un esempio molto semplice. Supponiamo che una sequenza di numeri 
sia generata nel modo seguente: ad un dato tempo n viene lanciata una 
moneta, e, se il risultato è «testa », il valore della sequenza in n è 
x(n) = + 1; se il risultato è « croce », il valore è x(n) = — 1. Una se- 
quenza che potrebbe essere stata generata secondo questo schema è mo- 
strata nella fig. 8.1, Sc ammettiamo che questo processo è stato attivo per 


x(n) 


Fig. 8.1 Sequenza di +1 e —1 


tutti gli istanti di tempo, cioè per — co < n < ce, allora abbiamo una 
sequenza di durata infinita. Se tentassimo di rappresentare questa sequenza 
con i metodi dei capitoli precedenti, incontreremmo due difficoltà di base. 
Innanzitutto è chiaro che la sequenza ha energia infinita, e pertanto non 
esistono né la trasformata z né quella di Fourier. In secondo luogo la no- 
Stra personale esperienza con il lancio delle monete dovrebbe suggerirci 
che l'unico modo per caratterizzare con precisione la sequenza è quello 
di tabularne i valori, c, poiché per ipotesi la durata è infinita, anche que- 
Sto è impossibile. Anche se fosse disponibile un gran numero di campio- 
hi passati, sarebbe impossibile determinare con certezza il successivo 
campione della sequenza. Questa incertezza intrinseca ci spinge a caratte- 
rizzare la sequenza in termini di probabilità e a considerare quindi delle 
medie, 

In questo caso supponiamo che, per ogni n, la probabilità di avere 
testa sia p. Ne segue, per gli assiomi fondamentali della teoria della pro- 
babilità, che la probabilità di avere croce deve essere 1 — p. L'n.mo valore 
della sequenza, x(n) può allora essere interpretato come un particolare 
valore di una variabile casuale x,, cioè una funzione dell'uscita 0 esito del- 
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l'esperimento del lancio della moneta !. Specificamente, ogni valore della 
sequenza può essere visto come il risultato dell’assegnazione di un numero 
all’uscita dell’esperimento del lancio della moneta. All’evento «è uscito 
testa » si assegna il valore 1, e analogamente all’evento « è uscito croce » 
si assegna il valore —1. Poiché questi due eventi mutuamente esclusivi 
esauriscono l'insieme delle possibili uscite dell’esperimento del lancio della 
moneta, la variabile casuale x. può assumere solo uno dei due valori 
x(n) = + 1 e x(n) = — 1. Ad ogni evento si associa un numero che spe- 
cifica la probabilità che si verifichi quell'evento, Nel nostro esempio la pro- 
babilità di avere testa è p e quindi la probabilità che sia x, = + 1 è p. 
Analogamente, poiché la probabilità di avere croce è 1 — p, tale vi anche la 
probabilità che sia xn = —1. 

L'insieme delle variabili casuali {xx} per — co < n < co, unita- 
mente alla descrizione probabilistica delle variabili stesse, definisce un 
processo casuale ?. Una data sequenza di valori {x(n}, per — co <n< 0, 
è una realizzazione del processo casuale e si chiama sequenza campione 
del processo casuale. Il numero delle possibili sequenze campione che po 
trebbero essere generate secondo lo schema del nostro esempio è infinito. 
L'insieme di tutte le sequenze che potrebbero essere realizzazioni di un 
processo casuale è chiamato insieme delle sequenze campione. Nella fig. 
8.2 sono mostrate diverse possibili sequenze campione per il nostro attuale 
esempio. In realtà, a meno che p non sia pari a 0 0 ad 1, qualsiasi sequenza 
di +1 e —4 è un membro dell’insieme del processo di Bernoulli. 

Applicare il modello di processo casuale ai problemi pratici di elabo- 
razione dei segnali implica che una particolare sequenza di dati venga inter- 
pretata come un membro dell'insieme delle sequenze campione corrispon- 
denti a un processo casuale. È questo il senso nel quale un processo ca- 
suale serve come rappresentazione di un segnale a energia infinita, Dato 
un segnale a tempo discreto che si assume appartenere a un insieme di 
sequenze campione, la struttura del corrispondente processo casuale, cioè 
la legge di probabilità che gli è associata, non è generalmente nota e deve 
essere dedotta in qualche modo. Può darsi che sia possibile fare delle ipo 
tesi ragionevoli sulla struttura del processo, oppure se ne possono stimare 
alcune proprittà a partire da un segmento finito di una tipica sequenza 
campione. Per esempio, sembra plausibile che, nel caso dell'esempio prece 
dente, si possa dedurre la corrispondente legge di probabilità attraverso 
l'osservazione di un segmento suflicientemente lungo di una delle sequenze 
di fig. 8.2. Le condizioni sotto le quali ciò può essere fatto saranno discusse 
nel par. 8.2.2. In ogni caso, per proseguire ulteriormente la discussione di 
questi modelli di segnali a tempo discreto, è necessario passare a una de: 
scrizione più formale di un processo casuale. 


' Le variabili casuali con questa legge di probabilità sono note come variabili 
casuali di Bernoulli. ! 

? Poiché le variabili casuali sono chiamate variabili casuali di Bernoulli, è ragi® 
nevole in questo esempio chiamare processo casuale di Bernoulli il corrispondente 
processo casuale. 
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x(n) 


Fig. 8.2 Diverse sequenze estratte dall'insieme di sequenze corrispondenti al processo di 
Bernoulli 


8.1.2 Descrizioni dei processi casuali 


Formalmente un processo casuale è un insieme ordinato di variabili 
casuali {xx} 5-7]. Tale famiglia di variabili casuali è caratterizzata da 
un insieme di funzioni di distribuzione di probabilità che in generale può 
dipendere dall’indice n. Quando si usa il concetto di processo come modello 
per segnali casuali, l'indice n è associato al tempo o anche a qualche altra 
dimensione fisica. Una singola variabile casuale x, è descritta dalla funzione 
di distribuzione di probabilità 


P,,(Xn,) = Probabilità [xn < Xn] (8.1) 


dove xy indica la variabile casuale e xy un particolare valore di xy. Se x 
assume un insieme continuo di valori, essa può essere equivalentemente 
descritta mediante la funzione di densità di probabilità definita dalla 
OP,,(xn n) 


Xn 


Pa (Xn n) Ss (8.2) 


Oppure dalla 


n 
P,(X%» N) -[ Pa,(x, n) dx (8.3) 
o 
; ’ In questo capitolo i caratteri in grassetto sono usati per indicare le variabili 
correnti delle funzioni di probabilità e non vettori o matrici. 
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Nell'esempio considerato prima le variabili casuali sono quantizzate, esse, 
cioè, assumono un\insieme numerabile di valori. In questo caso la distri- 
buzione è . 
1; XxX. >| 
Pa, (Xm)={(1—p, —1<x,<1 
s 0, x<-l 


In tali casi la derivata non esiste, a meno che non si ammetta l’uso di fun- 
zioni impulsive. Piuttosto che adottare quest’ultimo approccio, noi defini- 
remo invece per una variabile casuale quantizzata la funzione di probabi- 
lità a masse concentrate 


Pa,(Xn 1) = Probabilità [x, = x] (8.4) 


Per le variabili casuali quantizzate la distribuzione di probabilità è legata 
alla funzione di probabilità a masse concentrate dalla relazione 


P, (Xn, n) = Probabilità [xn < xn] = Y Pa,(%, n) (8.5) 
eS%n 
Per il processo di Bernoulli la distribuzione di probabilità e la corrispon- 
dente funzione di probabilità a masse concentrate sono rappresentate nella 
fig. 8.3. 
La interdipendenza di due variabili casuali x, e xm di un processo ca- 
suale è descritta dalla funzione di distribuzione di probabilità congiunta 


Pos:tn(Xnr!Xm,7) = Probabilità [xn SXxn € XmS%Xm} (8.6) 


o, nel caso di variabili casuali continue, dalla densità di probabilità con- 


giunta 
O°P,.ag(Xno N, Xmy M) 
Pazsty(Xns "Km M) = ei" “gii (8.7) 


Pin (xy) (a) 


= (0) 1 x 


Fig. 8.3 (a) Distribuzione di probabilità di una variabile casuale di Bernoulli; (b) corrispo” 
dente funzione di probabilità a masse concentrate 
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Nel caso di variabili casuali quantizzate, la funzione di probabilità a masse 
concentrate congiunta è definita come 


Pazeg(Xns N, Kong m) = Probabilità [en = Xn È Xm = Xm] (8.8) 


Nel definire il processo di Bernoulli, abbiamo fatto l’ipotesi che i suc- 
cessivi lanci della moneta siano indipendenti, che cioè, per un dato lancio 
della moneta, la probabilità di avere testa (o croce) non dipenda dall’esito 
di qualunque altro lancio. In questo caso le variabili casuali {x} sono 
statisticamente indipendenti e cioè, formalmente, 


Pag ai N, Km m) na Pe fm n) : Pr Km m) 


Una caratterizzazione completa di un processo casuale richiede che 
si specifichino tutte le possibili distribuzioni di probabilità congiunte. 
Come abbiamo già osservato, queste funzioni di distribuzione di probabi- 
lità possono dipendere dall'indice temporale n. Nel caso in cui tutte le fun- 
zioni di probabilità sono indipendenti da una traslazione dell’origine dci 
tempi, il processo casuale è detto stazionario. Per esempio, la distribuzione 
del secondo ordine di un processo stazionario soddisfa la relazione 


Pansrtmix atto n+ k, Km4xo PM + k) ca Paes N, Km m) (8.9) 


Il processo di Bernoulli è un esempio di processo stazionario in quanto si 
è fatta l’ipotesi che nel lanciare la moneta la probabilità di avere testa è 
sempre uguale a p e che ogni variabile alcatoria è indipendente da tutte 
le altre. 

In molte applicazioni proprie dell’elaborazione numerica dei segnali, 
i processi casuali servono come modelli dei segnali, nel senso che un parti- 
colare segnale n energia infinita può essere considerato una sequenza cam- 
pione di un processo casuale. Benché i dettagli di tali segnali siano impre- 
vedibili (rendendo inadeguato il nostro precedente approccio alla rappre- 
sentazione dei segnali), certe proprietà medie dell'insieme possono tutta- 
via essere previste se è nota la legge di probabilità del processo. Queste 
Proprietà medie servono spesso a dare una caratterizzazione utile, anche 
se incompleta, di quei segnali per i quali non è applicabile l'approccio 
deterministico. 


82 MEDIE 


Si sa che è spesso utile caratterizzare una variabile casuale mediante dei 
valori medi quali la « media » (propriamente detta) e la varianza. Poiché 
Un processo casuale è un insieme ordinato di variabili casuali, si può ana- 
logamente caratterizzare il processo mediante medie statistiche delle varia- 
bili che lo costituiscono. Tali medie si chiamano medie d'insieme. 
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8.2.1 Definizioni 


4 


Il valore medio o la media di un processo è definito come 


my, = El] = Î " xpa,(x, n) dx ‘ (8.10) 


dove l’operatore E indica appunto media o « valore atteso ». Notiamo che 
in generale la media (il valore atteso) può dipendere da n. 

In generale, se g( )è una funzione a un sol valore, allora anche g(xn) 
è una variabile casuale, e l'insieme delle variabili casuali g(xn) definisce 
un nuovo processo casuale. Per calcolare le medie di questo nuovo pro- 
cesso si possono derivare le distribuzioni di probabilità delle nuove varia- 
bili casuali. Alternativamente, si può dimostrare che 


Elg(x,)] = [etna n) dx 8.10) 


Se le variabili aleatorie sono quantizzate, gli integrali diventano somma: 
torie su tutti i possibili valori delle variabili: 


E[g(xn)] = È 8(*)Pa,(%, n) (8.12) 


Nei casi in cui si è interessati alla interdipendenza fra due (o più) 
segnali a energia infinita, cioè fra due processi casuali, è necessario ope 
rare su due insiemi di variabili casuali {xx} ed {ym}. Per esempio, il va- 
lore atteso di una funzione di due variabili casuali è per definizione 


EleCc ya =f" [800 3)psza Ct 0, 9, m) ded 819 


dove Pay:va (Xn, 1, Ym, m) è la densità di probabilità congiunta delle variabili 
casuali x, @ Ym. 

Esistono diverse semplici proprietà delle medie che torneranno utili 
nella discussione che stiamo per fare. In particolare, si dimostra facilmente 
che: 

1. E[xn + yml = ELxn] + E[ym], cioè la media di una somma è 

uguale alla somma delle medie. 

2. Ela - x,] = a - E[xy], cioè la media di una costante per xn è 

uguale alla costante per la media di x». 


In generale la media del prodotto di due variabili aleatorie non è 
uguale al prodotto delle medie. Se ciò tuttavia si verifica, allora le due 
variabili aleatore si dicono linearmente indipendenti o scorrelate. In tal 
caso quindi 

ElxJml = Elxm]: Em (8.14) 


Si verifica facilmente dalla (8.13) che una condizione sufficiente per l’indi- 
pendenza lineare è 


PorvaCno N, Ym m) na Py. (Xi n) à Pi Yui m) (8.15) 
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Questa condizione di indipendenza è più forte tuttavia della (8.14). Come 
già affermato in precedenza, le variabili casuali che soddisfano la (8.15) si 
dicono statisticamente indipendenti. Se la (8.15) vale per tutti i valori di 
ned m, allora i processi casuali {xx} e {ym} si dicono statisticamente indi- 
pendenti, I processi casuali statisticamente indipendenti sono anche linear- 
mente indipendenti, mentre non vale il viceversa, in quanto l'indipendenza 
lineare non implica quella statistica. 

Dalle espressioni (8.11) - (8.13) si vede che le medie sono general- 
mente funzioni del tempo. Tuttavia, nel caso dei processi stazionari ciò 
non è vero. Pertanto il valor medio è lo stesso per tutte le variabili casuali 
che costituiscono il processo e quindi la media di un processo stazionario 
è una costante che indicheremo semplicemente con m;. 

Per un processo casuale, oltre al valor medio, definito dalla (8.10), esi- 
stono diverse altre medie che sono particolarmente importanti nel contesto 
della elaborazione numerica dei segnali. Queste sono definite qui di seguito. 

Per comodità di notazione assumeremo che le distribuzioni di proba- 
bilità siano continue. Le corrispondenti definizioni per i processi casuali 
quantizzati si ottengono applicando la (8.12). 

Il valore quadratico medio di xy è la media di x,°, cioè 


E[x}] «= media quadratica -[ #'Paf n) dx (8.16) 


-m 
Il valore quadratico medio viene talora chiamato anche potenza media. 
La varianza di x, è il valore quadratico medio di [xn— mi} cioè 

varianza = E((xn - m,)]= 0%, (8.17) 

Poiché la media di una somma è la somma delle medie, si dimostra facil- 
mente che la (8.17) si può scrivere 

varianza — E[x}] — mî, 

1 Ù | Lui (8.18) 

= media quadratica — (media) 


In generale il valore quadratico medio e la varianza sono funzioni del tem- 
Po; tuttavia per i processi stazionari essi sono delle costanti. 

La media, la media quadratica e la varianza sono medie semplici che 
forniscono solo una piccola quantità di informazione sul processo. Una 
media più utile è la sequenza di autocorrelazione che è definita come 


Pas(M, m) = ElxnXm] 


o fo 
-[ Î XnXmPz,2, (Xn MX m) dxn dXm (8.19) 


dove l’asterisco indica complesso coniugato. La sequenza di autocovarianza 
di un processo casuale è definita come 


Vax(î, m) = E[(xn — Mx, (Xm — Man )*] (8.20) 
che può essere anche scritta come 
Vix(M, m) = px, Mm) — Mr, (8.21) 
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Si noti che in generale sia l’autocorrelazione che l’autocovarianza sono 
sequenze bidimensionali. 

L’autocorrelazione è una misura della dipendenza tra i valori di un 
processo casuale in tempi diversi. In questo senso essa descrive la varia- 
zione nel tempo di un segnale casuale. Una misura della dipendenza tra 
due diversi segnali casuali si ottiene con la sequenza di correlazione incro- 
ciata. Se {xx} e {yn} sono due processi casuali, la loro correlazione incro- 


ciata è 
Pon, m)= 2 Exa] 


0 (v (8.22) 
=[ Î XY" Pavy(X N, Y, m) dx dy 
tu 


dove Pr,yn (X 1, y, m) è la densità di probabilità congiunta di xn e ym LA 
funzione di covarianza incrociata è definita come 


Vay(M, m) ui E[(x, i Ma (Pm Si m,)*] 
= yi, m) — m 


Come si è già detto, le proprietà statistiche di un processo casuale 
variano generalmente col tempo, Tuttavia, un processo stazionario è carat. 
terizzato da una condizione di equilibrio per cui le proprietà statistiche 
sono invarianti a vna traslazione dell’origine dei tempi. Ciò implica che 
la distribuzione di probabilità del primo ordine è indipendente dal tempo. 
Analogamente anche tutte le funzioni di probabilità congiunta sono inva- 
rianti a una traslazione dell’origine dei tempi; in particolare la distribu- 
zione di probabilità congiunta del secondo ordine soddisfa la (8.9). Dalla 
(8.9) segue che la distribuzione congiunta del secondo ordine dipende solo 
dalla differenza nei tempi m-n. Le medie del primo ordine, come la media 
e la varianza, sono quindi indipendenti dal tempo; le medie del secondo 
ordine, come l’autocorrelazione $,,(#, m), sono dipendenti dalla differen 
za temporale m-n. Pertanto, per un processo stazionario possiamo scrivere 


(8.29) 


= E[x,] (8.24) 
2 — El(x, — My)!] (8.25) 

indipendenti da n, e, se indichiamo ora con m la differenza temporale, 
Pax(M, n na m) = = Paa(M) "= Elo, ml (8.26) 


Vale a dire che la sequenza di autocorrelazione di un processo casuale 
stazionario è una sequenza monodimensionale, in quanto è una funzione 
della differenza temporale m. 

In molte situazioni si incontrano processi casuali che non sono sta 
zionari in senso stretto; vale a dire che le loro distribuzioni di probabilità 
non sono invariati nel tempo, eppure la media è costante e la sequenza di 
autocorrelazione soddisfa la (8.26). Tali processi casuali si dicono stazio 
nari in senso lato |5]. 
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Esempio. Come esempio di descrizione di un processo casuale mediante medie, 
consideriamo ancora il semplice processo di Bernoulli. Per cominciare, osserviamo 
che il processo è stazionario in quanto si è assunto che le probabilità di +1 e —1 
sono indipendenti dal tempo e che le variabili casuali {xx} sono statisticamente indi- 
pendenti. Usando la (8.12) troviamo che la media è 


my = (+1) - Probabilità [xn = +1) + (--1)- Probabilità [x, = —1] 
a bl pi (10 —p) 
= (Qp - 1) 

e il valore quadratico medio è 


media quadratica == (+1)? + Probabilità [x, = +1] 
+ (—1)? + Probabilità [xn = —1] 
= (+1) + (-1)%1 — p) 
= ] 


Pertanto la varianza è 


o =1- (2p- 1° =4p(l — p) 


Avendo assunto l'indipendenza statistica, la sequenza di autocorrelazione è 


Ex] = È 
Pra(m) — bra) ha " bi 


Elxn]Elxniml = mî, ma0 


In particolare, se p = 1/2, allora m., = 0 e 


Pra(M) sa d(m) 


In generale, una tale sequenza di autocorrelazione si ottiene tutte le volte che le 
variabili casuali di un processo casuale sono linearmente indipendenti, Simili processi 
(chiamati rumore bianco) giocano un ruolo importante in molti problemi di clabo- 
razione dei segnali. 


8.2.2 Medie temporali 


Come già accennato varie volte, la nozione di un insieme di segnali 
à energia infinita è un concetto matematico utile, nel contesto della clabo- 
razione dei segnali, in quanto ci consente di usare la teoria della probabi- 
lità per rappresentare segnali a energia infinita. Tuttavia, in pratica, si 
preferirebbe avere a che fare con una singola sequenza piuttosto che con 
Un insieme infinito di sequenze. Per esempio, sarebbe desiderabile poter 
ricavare la legge di probabilità 0 certe medie relative alla rappresentazione 
di un processo casuale, attraverso misure fatte sopra un singolo elemento 
dell'insieme. Per il processo di Bernoulli, per esempio, ricordiamo che le 
distribuzioni di probabilità sono indipendenti dal tempo, e pertanto si 
È portati intuitivamente ad ammettere che le percentuali di + 1 e —1 in 
Un tratto abbastanza lungo di una singola sequenza campione debbano 
essere prossime rispettivamente a p e 1-p. Analogamente la media aritme- 
tica di un gran numero di campioni di una singola sequenza dovrebbe 
pprossimare il valor medio del processo. Allo scopo di formalizzare que- 
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ste nozioni intuitive, definiamo la media temporale di un processo casuale 


come i 
Miti sedi (8.27) 
a) = lim — — xi È 
Ga) lim Lat 


Analogamente, la sequenza di autocorrelazione nel tempo è definita come 
N 


(Tn) = im N 4 pl Tm (8.28) 


Si può dimostrare che i limiti ora definiti esistono se {xy} è un processo 
stazionario con media finita. La dimostrazione di questo risultato andrebbe 
tuttavia ben oltre i limiti di questa nostra discussione. Come risulta dalle 
(8.27) e (8.28), queste medie nel tempo sono funzioni di un insieme infinito 
di variabili casuali e quindi vanno considerate esse stesse come variabili 
casuali. Tuttavia, sotto una condizione nota come condizione di ergodicità, 
le medie temporali (8.27) e (8.28) sono delle costanti, nel senso che le 
medie temporali di quasi tutte le possibili sequenze campione sono uguali 
alla stessa costante. Esse sono inoltre uguali alle corrispondenti medic 
d’insieme'. Vale a dire che, per ogni singola sequenza campione {x(n}. 
per - o <Nhn< + c0, 


i (8.29) 
sibi E adria 
e 
(x(n)x*(n 4 m)) 
x (8.30) 


dim rp I Met + 0) = EDeattim] = del) 
L'operatore di media temporale < > ha le stesse proprietà dell'operatore 
di media d'insieme E[ |. Pertanto noi spesso non ci preoccuperemo molto 
di distinguere tra la variabile casuale x, e il suo valore in una sequenza 
campione, x(n). Per esempio, l’espressione E[x(n)] dovrà essere interpre- 
tata come E[x,] = < x(n) >. In generale un processo casuale per il quale 
le medie temporali sono uguali alle medie d’insieme è chiamato processo 
ergodico |5, 6]. 

In pratica si ammette di solito che una data sequenza è una sequenza 
campione di un processo casuale ergodico. Pertanto le medie sono calco» 
labili a partire da una singola sequenza a energia infinita. Ovviamente non 
è possibile in generale calcolare proprio i limiti delle (8.29) e (8.30), ma 
si calcolano piuttosto le quantità 


N 
(xn)y = o DEO (8.31) 


‘* Un'affermazione più precisa è che le variabili casuali <x,> e <xuthm? 
hanno medie uguali rispettivamente a m, e d..(M), e le loro varianze sono zero [6]. 
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spritz Gi * 
(x(n)x(n + m))y N+i, Z na (n+m) (8.32) 
o altre quantità simili che sono delle stime della media e dell'autocorrela- 
zione [8,9]. La stima delle medie di un processo casuale a partire da un 
segmento finito di dati è un problema di statistica, che noi prenderemo in 
esame nel cap. 11. 


8.3 RAPRRESENTAZIONI IN FREQUENZA DEI SEGNALI A ENERGIA INFINITA 


Sebbene per un segnale a energia infinita la trasformata z non esista, 
fe sue sequenze di autocorrelazione e autocovarianza sono sequenze aperio- 
diche per le quali invece la trasformata 2 c la trasformata di Fourier spesso 
esistono, Vedremo nel prossimo paragrafo che la rappresentazione spettrale 
(cioè in frequenza) di queste medie gioca un ruolo importante nella descri- 
zione delle relazioni ingresso-uscita di un sistema lincare tempo-invariante 
quando l'ingresso è un segnale a energia infinita. È pertanto utile conside- 
rare le proprietà delle sequenze di correlazione e covarianza e le loro cor- 
rispondenti trasformate z. 


8.3.1 Proprietà delle sequenze di correlazione e covarianza 


Esistono numerose e utili proprietà delle funzioni di correlazione e 
covarianza che derivano in modo semplice dalle loro definizioni. Queste 
proprietà sono elencate qui di seguito onde poter essere utilizzate facil- 
mente in futuro. La dimostrazione della validità di alcune di queste pro- 
prietà è considerata nel probl. 6 di questo stesso capitolo. 

Si considerino duc processi casuali stazionari e reali, {xy} e {ya}, 
con autocorrelazione, autocovarianza, correlazione incrociata e covarianza 
incrociata date rispettivamente da 


ds (1) = Etta ml (8.33) 
Yas(Mm) = E[(xn — MI(Xnivm — Pe)] (8.34) 
Py) = ER a (8.35) 
Vav(M) = E{(Xn — Ma)(Yntm — ?y)] (8.36) 


dove mx ed my sono le medie dei due processi. Dalle definizioni, con sem- 
plici passaggi, si ricavano facilmente le seguenti proprictà. 
Proprietà 1: 
Var(M) > drx(m) — mi (8.37a) 
Va(M) = pay(M) — mony (8.37b) 
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Questi risultati sono una diretta conseguenza delle (8.21) e (8.23), e indicano 
che le sequenze di «correlazione e covarianza sono identiche se m, = 0. 


Proprietà 2: 


Prx(0) = E[x®] = valore quadratico medio (8.382) 
Yax(0) = 02 = varianza: (8.38b) 
Proprietà 3: 
Paol) = pax(—M) (8.39a) 
Van(M) = Yax(-M) (8.39b) 
Pay(M) = $ ya) (8.39c) 
Vey(M) = V val -m) (8.39d) 
ini VOI OO (8.400) 
Ivay(M < [rex (0)Yyy(0)]}"/? (8.40b) 
In particolare, quindi, 
\Pra(M)} = dra(0) (8.412) 
\Y'ar(M)] < Yax(0) (8.410) 
Proprietà 5: Se ya = Xn-ny allora 
Pyy(M) = pra) (8.42a) 
Vyu(M) = Yax(m) (8.42b) 


Proprietà 6: Per molti processi casuali le variabili casuali che li costituiscono 
diventano meno correlate quanto più sono separate nel tempo. Ciò corrisponde alle 
seguenti relazioni 


lim $,2(1) = (Elxn))? = mt (8.432) 
lim yne(M) « 0 (8.43b) 
mero 

lim $ry(M) = may (8.430) 
m_+0%0 

lim yay(M) = 0 (8.431) 


L'essenza di questi risultati è che la correlazione e la covarianza sono sequenze 
aperiodiche che tendono a smorzarsi al crescere di m. Pertanto è spesso possibile rap: 
presentare queste sequenze per mezzo delle loro trasformate z, 


8.3.2 Rappresentazioni con trasformate z 


Indichiamo con ®,x(2), Tx(2), Day(2) e Fuy(2) le trasformate z rispetti. 
vamente di du(m),vu(m), (Mm) e Yey(m). Per le (8.43a) e (8.43c), osser- 
viamo subito che le trasformate z di @xx(m) e $,y(m) esistono solo se mx=0. 
nel qual caso ®,.(z2) = Fu(z) e D,(2) = Fxy(z). Numerose altre proprie 
tà delle trasformate z si ricavano dalle proprietà delle sequenze di correla- 
zione e covarianza riassunte nel par. 8.3.1. Queste proprietà delle trasfor- 
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mate z sono riassunte qui di seguito, mentre le loro dimostrazioni sono 
prese in esame nel probl. 6 di questo capitolo. 


Proprietà 1: 1 
od = — $ Tel2)2"* dz (8.44) 
2nj Jc 


dove C è un percorso chiuso nella regione di convergenza di T,(2). 


Proprietà 2: P,:(2) = Fax(1/2) (8.452) 


lay(2) = P4,(1/2%) (8.45b) 


Le (8.45) seguono direttamente dalla proprietà 3 del par. 8.3.1. Ne consegue che la 
regione di convergenza di 1°,(2) deve essere della forma 


1 
Ra < [zl «i ra 
a 
Inoltre, poiché y«(m) diventa zero per m =: ce, In regione di convergenza deve 
includere il circolo unitario, deve cioè essere 0 < R, < 1. Nel caso importante in 
cui T.(2) sia una funzione razionale di 2, ciò implica che i suoi poli e zeri devono 
essere a due a due reciproci complessi coniugati come indicato nella fig. 8.4. 


o  Pianoz 


Regione di 
convergenza» 


_ Circolo 
unitario 


Fig. 8.4 Regione di convergenza 6 posizione di poli o zeri di una tipica trasformata 7 di 
una sequenza di covarianza 


8.3.3 Spettro di potenza 


Poiché la regione di convergenza contiene il circolo unitario, la (8.44) 
si può scrivere 


gi == Î P,.(©) do (8.46) 


dove si è posto 


P_..(t) — V,(e'°) (8.47) 
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Ricordiamo che, quando m, = 0, la varianza è uguale alla media quadra- 
tica o potenza media del segnale, Pertanto l'area sottesa da P,.(w) per 
—n Sw < r: è proporzionale alla potenza media del segnale. In effetti, 
come vedremo nel prossimo paragrafo, l'integrale di P,.(%) sopra una certa 
banda di frequenze è proporzionale alla potenza del segnale in quella 
banda, Per queste ragioni la funzione P,x(w) viene chiamata lo spettro di 
densità di potenza, o semplicemente lo spettro [9]. Osserviamo che è 
anche frequente definire lo spettro di potenza come la trasformata di Fou- 
rier della sequenza di autocorrelazione piuttosto che della autocovarianza 
[5]. Ciò comporta qualche difficoltà quando m, #4 0, poiché @(m) > 
mi quando m + ce, Ne segue infatti che la trasformata di Fourier della 
sequenza di autocorrelazione non esiste se mx 34 0, a meno che non si 
voglia estendere la nostra definizione di trasformata di Fourier in modo 
da consentire la presenza di un impulso nello spettro di potenza in w = 0. 
Ma dal momento che in questo libro si è evitato l'uso degli impulsi, pre: 
feriamo definire lo spettro di potenza come nella (8.48). Osserviamo che 
quando mn, = 0, le sequenze di autocorrelazione e autocovarianza sono 
identiche, e tali pertanto sono anche le loro trasformate di Fourier. 

Dalla proprietà 2 del par. 8.3.2 segue che P,;(w) è una funzione sim- 
metrica, cioè P..(t6) = P..(--). Un'ulteriore importante proprietà consi- 
ste nel fatto che lo spettro di densità di potenza è non-negativo. Questa 
proprietà nasce come conseguenza immediata di alcuni risultati che vedre- 
mo nel prossimo paragrafo. 

In modo analogo allo spettro di potenza, lo spettro di densità di po- 
tenza incrociato è definito come 


P.y(0) = mule (8.48) 
Ancora dalla proprietà 2 del par. 8.3.2 segue che 
Pa) = PI(-) (8.49) 


8.4 RISPOSTA DEI SISTEMI LINEARI A SEGNALI CASUALI 


Nei capitoli precedenti è stata sviluppata la teoria dei sistemi lineari a 
tempo discreto per il caso in cui l'ingresso è una funzione nota del tempo. 
Le discussioni svolte hanno mostrato come la nozione di risposta in fre- 
quenza di un sistema lincare invariante alla traslazione e la rappresenta 
zione nel dominio della frequenza di un segnale a tempo discreto sono 
concetti essenziali nell’elaborazione numerica dei segnali. In questo para 
grafo svilupperemo i concetti corrispondenti per il caso dei segnali a energia 
infinita, cioè per i segnali rappresentanti mediante processi casuali, 

Si consideri un sistema lineare stabile invariante alla traslazione con 
risposta all'impulso /(n). Sia x(n) una sequenza di ingresso reale che è 
anche una sequenza campione di un processo casuale a tempo discreto 
stazionario in senso lato, Allora Vuscita del sistema lincare è una sequenza 


423 


campione di un processo casuale di uscita che è legato al processo di ingres- 
so dalla trasformazione Jineare 
y(n)= > h(n — K)x(k) = x h(k)x(n — k) 
ka-0 kw co 
Come si è mostrato a suo tempo, poiché il sistema è stabile, y(n) sarà limi- 
tata se x(n) è limitata. Dimostreremo più avanti che se l'ingresso è stazio- 
nario, tale è anche l’uscita. Il segnale di ingresso può essere caratterizzato 
dalla sua media mx e la sua funzione di autocorrelazione @(m), e da altre 
informazioni circa le sue distribuzioni di probabilità del primo e del se- 
condo ordine. Per caratterizzare il processo casuale di uscita {yn} si desi- 
derano avere informazioni analoghe. Per molte applicazioni è tuttavia 
sufficiente caratterizzare sia l'ingresso che l'uscita in termini di medie 
semplici, quali il valor medio, la varianza e l’autocorrelazione, Pertanto 
deriveremo ora le relazioni inpresso-uscita fra queste quantità. 
La media del processo di uscita è 


= E[y(n] = i h(K)E[x(n — k)] 
kr-o (8.50) 


_ m, S h(k) 
k=—0 


dove abbiamo usato il fatto che il valore atteso di una somma è la somma 
dei valori attesi”. In termini della funzione di trasferimento possiamo scri- 
vere 

my H(e'°)m, |. (8.51) 


Essendo l'ingresso stazionario e quindi a media costante, ne deduciamo 
che anche la media dell'uscita è costante. 

Ammettendo temporaneamente che l'uscita sia non-stazionaria, la fun- 
zione di autocorrelazione del processo di uscita è 


duff, n + m) = E[y(n)y(n + m)] 


= "I S 3 h(k)h(r)x(n — K)x(n 4 m — | 


ko pe 0 


I h(k) S h(ME[x(n — kK)x(n + m — r)] 
Poiché x(n) è per ai stazionario, E[x(n-—k) x(n4+m-r)] dipende solo 
dalla differenza temporale m+k=—r. Pertanto 


p,(M,n 4 m) = bi h(k) ci h(r)p,.(Mm+k—- r=d,(m) (8.52) 


La 
e cioè, anche la sequenza di autocorrelazione dell'uscita dipende solo dalla 
differenza temporale m. Pertanto, per un sistema lineare invariante alla 
traslazione eccitato da un ingresso stazionario, anche l’uscita è stazionaria. 


* Si noti che abbiamo cominciato nd essere meno serupolosi nel distinguere 
fra la variabile casuale c il suo valore. 
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Con la sostituzione I=r— k, la (8.52) si può scrivere 


lo T's PL + 


sar” a (8.53) 
= I tal — Du 
dove si è posto } i 
(1) = Y AKAI + k) (8.54) 


Una sequenza della forma di v(/) è spesso chiamata sequenza di auto- 
correlazione aperiodica o semplicemente la sequenza di autocorrelazione 
di h(n). Va sottolineato che v(1) è l’autocorrelazione di una sequenza ape- 
riodica, cioè a energia finita, e non va confusa con l'autocorrelazione di 
una sequenza a energia infinita. In effetti, si può vedere che v(/) non è altro 
che la convoluzione discreta di A(n) con A(—n). La (8.53), allora, si può 
interpretare nel senso che l’autocorrelazione dell'uscita di un sistema lincare 
è la convoluzione dell’autocorrelazione dell’ingresso con l’autocorrelazione 
della risposta all'impulso del sistema. 

La (8.53) suggerisce che la trasformata z può essere utile per carat- 
terizzare la risposta di un sistema lineare invariante nel tempo a un ingres- 
so a energia infinita. Si assuma per convenienza che m, = 0, per cui le 
sequenze di autocorrelazione e autocovarianza sono identiche. Dalle (8.53) 
e (8.54) si ha 

D,,(z) na V(2)Px (2) 


= H(2)H(2-)D,s(2) (8.55) 


In termini dello spettro di densità di potenza, la (8.55) diventa 
Pf) = |H(e'°)? P,(0) (8.56) 


È la (8.56) che motiva l’uso del termine « spettro di densità di potenza ». 
Per vederlo, ammettiamo che sia mx = 0, così che, per la (8.51), anche 
my = 0. Pertanto 


4,0) _ DI [ru dm (8.57) 


— potenza media totale in uscita 


Sostituendo la (8.56) nella (8.57) si ha 


4,0 = + |" H(e9)? P_(0) do (8.58) 
27 _r 


Si supponga ora che H(e') sia un filtro passa-banda ideale, come mostrato 
nella fig. 8.5. Ricordiamo che «(M) è una sequenza pari, per cui 


P,z(®) = Pry(—%) 
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\H(el®)] 


-2m = Wp Wa | Www wp n em w 


Fig. 8.5 Risposta in frequenza di un filtro passa-banda ideale 


Analogamente, anche |H(e!)|° è una funzione pari di w. Perciò possiamo 
scrivere 


d,y(0) = potenza media in uscita 
= si "P..(©) do al 


n 


D 
Pa 


Pertanto l’arca sottesa da P,.(6) tra wa e 6, rappresenta il valore quadra- 
tico medio dell'ingresso in quella banda di frequenza. Osserviamo che la 
potenza di uscita deve restare non negativa, per cui 


lim @,(0)>0 
(0,-@,) +0 

Questo risultato, insieme alla (8.59), implica che 

P,.(6)>0 | (8.60) 
Se ne conclude pertanto che lo spettro di densità di potenza di un segnale 
reale è reale, pari c positivo. 

Un altro risultato interessante riguarda la correlazione incrociata tra 

l'ingresso e l'uscita di un sistema lineare invariante nel tempo: 


day(m) = E[x(M)y(n + m)] 
= E|x(n)  1@x + m — D) (8.61) 


Ul 
= X NkKpx(m— k) 
ka 
In questo caso osserviamo che la correlazione incrociata fra l'ingresso c 
l'uscita è la convoluzione fra la risposta all'impulso e la sequenza di auto- 
correlazione dell'ingresso. 
Se si assume my = 0, in modo che esistano le trasformate z, possiamo 


scrivere 
®_,(2) = H(2)P,,(2) (8.62) 


oppure, in termini degli spettri di potenza, 


P,,(0) = H(e!°)P,.,() (8.63) 
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Questo risultato ha un’utile applicazione quando l’ingresso è un rumo- 


re bianco, cioè di (m) = = 0° $(m). Sostituendo questo valore nella (8.61), 
abbiamo 


Pam) = ogh(m) (8.64) 


e quindi, se l’ingresso è un rumore bianco, la correlazione incrociata fra 
l'ingresso e l’uscita di un sistema lineare è proporzionale alla risposta 


all'impulso del sistema. Analogamente, lo spettro di potenza del rumore 
bianco d'ingresso è 


Pos) = o, —mn<ZWS7T 
e pertanto dalla (8.63) si deduce 
P,y(©) = ozH(e!°) (8.65) 


e quindi lo spettro di potenza incrociato risulta in questo caso proporzio- 
nale alla risposta in frequenza del sistema. Le (8.64) e (8.65) possono 
servire come base per stimare la risposta all'impulso o la risposta in fre- 
quenza di un sistema lineare invariante nel tempo quando è possibile osser- 
vare l'uscita del sistema in risposta a un rumore bianco di ingresso. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo cercato di mostrare come si può usare il 
concetto di processo casuale per rappresentare quei segnali a tempo discre- 
to per i quali gli strumenti matematici tipo trasformate di Fourier non sono 
direttamente applicabili. Non si è avuto l’intenzione di sostituire con que- 
sto capitolo un corso formale in probabilità e processi aleatori. Pertanto 
i nostri sforzi, più che su discussioni rigorose, si sono concentrati nel ten- 
tativo di riassumere e interpretare un certo numero di risultati di base utili 
nel contesto dell’elaborazione numerica dei segnali. Particolare attenzione 
è stata dedicata alle proprietà delle sequenze di correlazione e covarianza, 
allo spettro di potenza, e alle relazioni ingresso-uscita per sistemi discreti 
lineari invarianti alla traslazione. Nello scegliere tali argomenti siamo stati 
guidati soprattutto dalle esigenze poste dai successivi capitoli 9 e 11. 
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PROBLEMI 


1. Dimostrare le seguenti proprietà delle medie: 
(2) Elxn + Ym] = Elxn] + EYm]. 
(b) E[axn] cis QE[xn]. 


2. Si considerino due segnali alcatori scorrelati x(n) e y(n. Dimostrare che, se 


w(n) = x(n) + y(n) 
allora 
Mo = Mx + My 


è? — 2 2 
Cw = %x “fr Vy 


3. Per modellare gli effetti dell'arrotondamento e del troncamento nella realizza. 
zione dei filtri numerici, rappresenteremo le variabili quantizzate come 


y(n) = Qlx(M] = x(n) + e(m) 


dove Q[ | indica arrotondamento o troncamento ed e(n) è l'errore di quantizza 
zione. Sotto opportune ipotesi, è ragionevole ammettere che la sequenza e(n) 
è una sequenza di rumore bianco, vale a dire 


EI(e(n) — m))(e(n + m) — m,)} = oz6(m) 
Dimostreremo nei cap. 9 che, nel caso dell'arrotondamento, la densità di 
probabilità del primo ordine è uniforme come mostrato nella fig. P8.3(a). Per il 


caso del troncamento la densità di probabilità del primo ordine è del tipo mostrato 
nella fig. P8.3(b). 


Pe (0) Pa (0) 


de 
A 


(a) (b) 
Fig. P8.3 


(a) Trovare la media e la varianza per il rumor edovuto all'arrotondamento. 
(b) Trovare la media e la varianza per il rumore dovuto al troncamento. 


4. SÌ indichi con e(m) una sequenza di rumore bianco e con s(1) una sequenza scor- 
telata con e(n). Dimostrare che la sequenza 


y(n) = s(meln) 
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è bianca, cioè * 
"© Ely(n)y(n + m)) = 45m) 


dove A è tna costante. 


5. Si consideri un processo casuale per il quale le sequenze campione x(n) sono della 
forma 
x(n) = cos (wyi + 0) 


dove 0 è una variabile aleatoria a densità uniforme come in fig. P8.5. Si calcolino 
la media e la sequenza di autocorrelazione @..(m, n). Il processo è stazionario 


in senso lato? 
Pg (0) 


Si 


em 
Fig. P8.5 


6. Si considerino due processi casuali reali e stazionari, {xx} e {yn}, con medie e 
varianze rispettivamente m, cd m,, 0$ e 03, Dimostrare che 
(a) Vaa(m) ani Par(m) dr mi 

Vay(M) = day(M) — Mmaniy 

(b) $,x(0) = media quadratica 
Yrr(0) = 0î 

(C) Prx(M) = dax(-M) 

Ver(m) Tei Vex( —m) 
day) — dim) 
V'ay(M) © via(_m) 

(4) |Pay(M)I < [drx(0)Pyy(0)}/? 
Ivay(M)] < [rax(0)Yyy(0)]!/® 
[Pax(M)] < $rx(0) 
lpar(M)I < Yax(0) 


Suggerimento: utilizzare la disuguaglianza 


2 
SEN Sea Pn4m 
il | (ae ala) 
(€) Se yn = Xn-n, allora 


Pyy(M) = Per(M) 
Vyy(M) = Vyy(m) 
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(1) Siano T'xx(2) e Tay(z) le trasformate z rispettivamente di yxx(M) e yay(M). 
Dimostrare che: 


(1) 03 = L$ Ta(2)z"1 dz. 


(2) Pax(2) = Taa(1/2) 
Tay(2) = F#,(1/2*) 

. Si consideri un processo casuale ergodico, per il quale cioè le medie temporali 

coincidono con le medie d’insieme. Sia x(n) una particolare sequenza campione 

del processo definito dall'insieme di variabili aleatorie {xx}, —c0 < n < + 00, 

dove p.(x) è la densità di probabilità del primo ordine per tutte le variabili. 

aleatorie xn. 

(a) Considerare la media temporale della funzione u(a — x,), cioè < ula — x) >. 
(La funzione w(-) è il gradigo unitario). Esprimere a parole il significato di 
questa media temporale. 

(b) Considerare la media d'insieme della funzione (a —x,). Che cosa vale 
E[u(a --x,)] in termini di p,(x)? 

(c) Sono coerenti la risposta data in (b) e l'interpretazione data in (a)? 

In altri termini, è ragionevole che 
Elula — xn)]} = (ula — xn)}? 


. Abbiamo osservato che Ji sequenza di nutocorrelazione serve come indicazione 
della rapidità di variazione di un segnale casuale, Questa idea si può formalizzare 
considerando la media quadratica della variazione tra campione e campione del 
segnale reale, definita da 


E[(x(n + 1) — x(n))?] 


Si consideri un segnale x(n) a media zero e con spettro di potenza a banda 
limitata tale che 


Prz(0) = 0, Wi < |oj <m 
(a) Dimostrare che 
E{(x(n + 1) — x(n))?] = 2(9xx(0) — $az(1)] 


(b) Dimostrare che 


ni 
[d2x(0) — $22(1)] < = 4x2(0) 


e quindi che 
E{(x(n 4 1) — x(M)?] < MEL®(M)] 


[Suggerimento: usare il fatto che sin’(6/2) = 67/4 per 06 = 6]. 
Una diseguaglianza molto importante, nota come diseguaglianza di Chebyshev 
[1-5], stabilisce che 


o? 
Probabilità [lx(m) — Elx@M}]| > e] < 1; 


per £ > 0. Si osservi che questa diseguaglianza consente di esprimere l'aspettativa 
che un segnale differisca dalla sua media, nel senso che più grande è il suo 
valore quadratico medio, più elevata è la probabilità che un valore particolare 
della sequenza differisca dal valor medio di una quantità maggiore di e. 


(c) Usare il risultato di (b) e la diseguaglianza di Chebyshev per dimostrare che 


2E[x2 

©ELx®(1)] 

Probabilità [|x(n + 1) — x(Dj > €] < let siti 

per e> 0. Interpretare questo risultato alla luce delle proprie conoscenze 
sulla relazione che esiste fra le variazioni nel tempo di un segnale e la sua 
larghezza di banda. 
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9. 


10. 


Sia x(n) un rumore con media zero e varianza a2, Sia y(n) l'uscita corrispondente 
quando x(n) è in ingresso a un sistema lineare invariante alla traslazione con 
risposta all'impulso h(n). 


(a) Dimostrare che 
Elx(n)y(n)] = h(0)o7 


(b) Dimostrare che Co 
A o =0ì D hm) 
0 


na 
Dimostrare che la trasformata z di 


v(n) LA + n) 


V(z) = H(2)H(z) 


. Un sistema ideale che effettua la trasformata di Hilbert e che ha pertanto la 


risposta all'impulso 


h(n) 


? 
= ie (#n/2) n40 


n 
= 0 n= 0, 


è eccitato da un segnale casuale a tempo discreto x,(1) come indicato in fig. P8.11. 


Trasfor- 
mata di 
Hilbert 


x(n) ideale 


x;(n) 


Fig. P8.11 


(a) Trovare una espressione per la sequenza di autocorrelazione Pye;(M1). 
(b) Trovare una espressione per la sequenza di correlazione incrociata 
Pa,a(M). Mostrare che in questo caso $r,a,(2) = — dr,e,(M). 
(c) Trovare la sequenza di autocorrelazione del segnale analitico complesso 
x(n) = x(n) + jxi(n) 


(d) Trovare lo spettro di potenza P..(%) del segnale analitico complesso di (c). 


. Si consideri la rete numerica lineare invariante alla traslazione indicata in fig. 


P8.12. Siano Ay(n) e A:(n) le risposte all'impulso tra rispettivamente i nodi 1 e 2 
e l'uscita. Dimostrare che se x(n) e x:(n) sono scorrelati, sono scorrelate anche 
le corrispondenti uscite. x2(n) 


y(n}= y(m+ y,(n) 


Fig. P9.12 


13, 
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x(n) 


Fig. P8.13 


Sia x(n) una sequenza casuale bianca con media zero e vatianza È. Si ponga 
x(n) all'ingresso della cascata di due sistemi lineari a tempo discreto e invarianti 
alla traslazione, come indicato in fig. P8.13. 


(a) E 08 = 02 S RM? 
k=0 
(b) fi oh = o} HM? 


(c) Siano /n(n) = a"u(n) e h:(n) = b"u(n). Determinare la risposta all'impulso 
dell'intero sistema di fig. P8.13, c da questa ricavare 02, Se la risposta alla 
domanda (b) era positiva, c'è coerenza con la soluzione trovata in (c)? 


. Poiché in molte applicazioni i segnali casuali a tempo discreto nascono dal cam. 


pionamento di segnali casuali a tempo continuo, tratteremo in questo problema 
la derivazione del teorema del campionamenio per segnali casuali. Si consideri 
un processo casuale a tempo continuo definito dalle variabili alcatorie {x,(1)}, 
dove £ è una variabile continua. La funzione di autocovarianza, assumendo che 
la media sia nulla, è definita come 


Vas(7) sa E[ua(M)xt (1 L 7)} 


e lo spettro di potenza è 


Prata (9) -f Vaata( 7)e 59 dr 


(co) 


i . . . 
Un processo casuale a tempo discreto ottenuto mediante campionamento perio- 
dico è definito dall'insieme di variabili aleatorie {x(m)}, dove x(n) = x.(n7) e 7 
è il periodo di campionamento. 
(a) Quale è la relazione fra yu(n) e Yryz, (7)? 
(b) Fsprimere lo spettro di densità di potenza del processo a tempo discreto per 
mezzo dello spettro di densità di potenza del processo n tempo continuo, 
(c) Sotto quali condizioni lo spettro del processo a tempo disereto è una fedele 
rappresentazione dello spettro del processo a tempo continuo? 


. Si consideri un processo casuale a tempo continuo {x.(1)} con spettro di potenza 


limitato in banda come mostrato in fig. P8.15-1. Supponiamo di campionare {x.(1)} 
in modo da ottenere il processo casuale a tempo discreto {x(n) = xa(nT)}. 


Pra!) 
1 


“Do do 


Fig. P8.15-1 


(n) Quale è la sequenza di autocovarianza del processo casuale a tempo discreto? 
(b) Per lo spettro di potenza annlogico dato sopra, come deve essere scelto 7 
perché il processo a tempo discreto sia bianco? 
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(c) Se lo spettro di potenza analogico è quello mostrato nella fig. P8.15-2, come 
dovrebbe essere scelto 7 perché il processo a tempo discreto sia bianco? 
s“ 


Protal8) 
1 


Lo Lo 9 
Fig. P8.15-2 


(d) Quale è la condizione generale da imporre al processo analogico e al periodo 
di campionamento in modo che il processo a tempo discreto risulti bianco? 


16, Spesso è conveniente assumere che un processo casuale stazionario in senso lato 
nasce come risultato dell’eccitazione di un sistema lineare per mezzo di un 
rumore bianco. Tali processi si chiamano processi lineari. Si consideri un sistema 
lineare stabile come mostrato in fig. P8.16, dove x(n) è un rumore bianco con 
media nulla e varianza of, 


——T eg h(n) 
x(n) y(n) 
Fig. P8.16 
(a) Esprimere l'autocovarianza di y(n) in termini della risposta all'impulso del 


sistema. 
(b) Usare il risultato di (a) per esprimere lo spettro di potenza di y(n) in termini 
della risposta in frequenza del sistema. 
È di particolare interesse il caso in cui H(z) è una funzione razionale 
della forma 


M 
5 byz* 
Hz) = k=>0 


N 
1 a axz* 
1 


nel qual caso il processo y(n) è legato al processo rumore bianco x(n) dal- 
l'equazione alle differenze 


N Led 
y(n = ary(n — k) + a bi(n - k) 


Se tutti gli a sono zero, y è chiamato processo a media mobile. Se tutti i bi. 
eccetto be, sono zero e ay 3 0, allora y è chiamato processo autoregressivo. 
Se sia ay che bu sono diversi da zero il processo è misto. 

(c) Dimostrare che la sequenza di autocovarianza yy,(#) di un processo a media 
mobile è diversa da zero solo nell'intervallo |m| < M. 

(d) Trovare un'espressione generale per la sequenza di autocovarianza di un 

processo autoregressivo. 

(e) Dimostrare che, se bo = 1, la funzione di autocovarianza di un processo 
autoregressivo soddisfa l'equazione alle differenze 


N 
YO) > Lt) + 08 


= 


IV 


N 
Yyy(m) = 21m - 1), m 


17 
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(f) Usare il risultato di (e) e la simmetria di Y,,(m) per dimostrare la validità 
del seguente insieme di identità 


N 
Lim — k)= yy), m=1,2,...,N 


Pertanto, dati i primi N + 1 valori della covarianza, si possono sempre rica- 
vare in maniera univoca i valori di ax-e o? che caratterizzano il processo y. 


Si consideri il processo lineare misto y che soddisfa l'equazione alle differenze 


N M 
yin) = y(n — k) + E baa — k), b=1 


Talora ha interesse «imbiancare » lo spettro di y(n) trasformando y(n) 
per mezzo di un filtro lineare; si desidera, cioè, trovare un sistema tale che l'uscita 
abbia spettro di potenza piatto se in ingresso c'è y(n). 

Supponiamo di conoscere la funzione di autocovarianza Y,y(m) e la sua tra- 
sformata z, T,y(z), ma non gli a: e i by. 

(a) Discutere una procedura o trovare una funzione di trasferimento H,(z) del 
filtro imbiancante. 


(b) Il filtro imbiancante è unico? 
(c) Come intervengono le trasformate di Hilbert (del cap. 7) in questo problema? 


. Talora si è interessati nl comportamento statistico di un sistema lineare inva- 


riante alla traslazione quando in ingresso viene improvvisamente applicato un 


o PENEORINRE, h(n) 


x(n) w(n) y(n) 


(Interruttore chiuso in n — 0) 


Fig. P8.18 
segnale casuale. Una tale situazione è mostrata nella fig. P8.18. Sia x(n) un rumore 
bianco. L'ingresso al sistema 
w(n) = x(n), nz0 
0, n<z0 


è un processo non stazionario, come anche l'uscita y(n). 

(a) Derivare un'espressione della media dell'uscita in funzione della media del- 
l'ingresso. 

(b) Derivare un'espressione per la sequenza di autocorrelazione ,,(1,m) del- 
l'uscita. 

(c) Mostrare che per n grande le formule derivate in (a) e (b) approssimano i 
risultati per ingressi stazionari. 

(d) Si assuma che /(n) = e"). Trovare la media e il valore quadratico medio 
dell'uscita in termini della media e del valore quadratico medio dell'ingresso. 
Dare una rappresentazione grafica della dipendenza di questi parametri da n. 


9, EFFETTI DELLA LUNGHEZZA FINITA DEI REGISTRI 
NELLA ELABORAZIONE NUMERICA DEI SEGNALI 


9.0 INTRODUZIONE 


Gli algoritmi di elaborazione numerica dei segnali come quelli per il 
filtraggio lineare e per le trasformazioni di Fourier discrete si realizzano 
sia con circuiti specializzati (« special purpose ») sia con programmi per 
calcolatori di uso generale (« general purpose »), In entrambi i casi i valori 
delle sequenze e i coefficienti vengono memorizzati con formato binario 
in registri di lunghezza finita. Questa lunghezza finita di parola costituisce 
una limitazione che si manifesta in numerosi modi. 

1 parametri di un filtro numerico progettato con una delle tecniche 
del cap. 5 si ottengono generalmente con elevata precisione. Quando tut- 
tavia questi parametri vengono quantizzati, la risposta in frequenza del 
filtro numerico risultante può differire apprezzabilmente da quella origi- 
nalmente progettata. In effetti il filtro quantizzato può non soddisfare 
quelle stesse specifiche che sono invece soddisfatte dal filtro non quanti: 
zato. Nel cap. 4 si è visto che la sensibilità della risposta del filtro ad errori 
nei parametri dipende dalla struttura scelta per realizzare il filtro. I rela- 
tivi problemi di scelta della struttura del filtro e il progetto diretto di filtri 
con coefficienti quantizzati sono tuttora importanti argomenti di ricerca. 

Quando una sequenza da elaborare deriva dal campionamento di un 
segnale analogico a banda limitata, la limitazione dovuta alla lunghezza 
finita di parola comporta che nel processo di conversione da analogico 2 
numerico siano disponibili soltanto un numero finito di possibili valori 
per ogni campione. In altri termini, i campioni del segnale devono essere 
quantizzati per adattarsi alla lunghezza finita dei registri. Vedremo nel 
presente capitolo che questo effetto puù spesso essere trattato in termini di 
un segnale di rumore aggiuntivo. 

Anche quando si parte con dati rappresentabili con iunghezza finita 
di parola, il risultato dell’elaborazione porta generalmente a numeri che 
richiedono ulteriori bit per la loro rappresentazione. Per esempio, molti: 
plicando tra loro un campione e un coefficiente rappresentati con b bit S! 
ha un prodotto che è lungo 2b bit. Se allora, in una realizzazione ricorsiva 
di un filtro numerico, non si quantizza il risultato delle operazioni aritme- 
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tiche, il numero dei bit crescercbbe indefinitamente, in quanto dopo la 
prima iterazione sarebbero necessari 2b bit, dopo la seconda 3b bit, ecc. 
Analogamente, in un algoritmo di FFT, se i coefficienti sono numeri a è bit, 
la rappresentazione precisa del risultato di ogni stadio del calcolo della 
FFT richiede b bit in più rispetto allo stadio precedente. L'effetto della 
quantizzazione in simili casi dipende dal fatto che l’aritmetica usata sia a 
virgola fissa o a virgola mobile, o che i numeri in virgola fissa rappresen- 
tino frazioni o interi, o che la quantizzazione sia fatta mediante tronca- 
mento o arrotondamento. In questo capitolo tratteremo separatamente i 
casi dell’aritmetica in virgola fissa e in virgola mobile. Per l’aritmetica in 
virgola fissa è naturale, in un contesto di elaborazione di segnali, conside- 
rare un registro come rappresentante una frazione a virgola fissa. In questo 
modo il prodotto di due numeri rimane una frazione e Ja lunghezza limitata 
di registro può essere mantenuta troncando o arrotondando i bit meno 
significativi. Con questo tipo di rappresentazione il risultato della somma 
di frazioni a virgola fissa non richiede di essere troncato o arrotondato. 
Tuttavia il modulo della somma risultante può essere più grande di uno. 
Questo effetto è comunemente chiamato saturazione (« overflow ») e lo si 
può fronteggiare richiedendo che i dati di ingresso siano sufficientemente 
piccoli in modo da evitare la possibilità di saturazione. Nel caso dell'arit- 
metica a virgola mobile, grazie all'ampio campo di numeri rappresentabili, 
si possono generalmente evitare simili considerazioni sulla dimensione dei 
numeri da trattare; la quantizzazione interviené tuttavia sia per la molti- 
plicazione che per l’addizione. 


Nella discussione che segue cominceremo col passare in rassegna le 
rappresentazioni in virgola fissa e in virgola mobile dei numeri binari e le 
rappresentazioni dei numeri negativi in complemento a uno, in comple- 
mento a due e in modulo e segno. Discuteremo poi la relazione fra la rap- 
presentazione binaria e il troncamento o l'arrotondamento. Troncare 0 arro- 
tondare il risultato di un’operazione aritmetica corrisponde a inserire una 
non linearità nel filtro in oggetto. Per filtri e ingressi abbastanza semplici 
è possibile analizzare l’effetto di questa non linearità in termini di quello 
che viene chiamato comportamento di ciclo limite del filtro. Per filtri e in- 
gressi alquanto complessi questa analisi è invece molto difficile da svolgersi. 
In tal caso è spesso utile effettuare un'analisi approssimata rappresentando 
l'effetto del troncamento o dell’arrotondamento in termini di un segnale 
di errore aggiuntivo che verrà chiamato rumore di arrotondamento. Il filtro 
si considera allora lincare, ma l'uscita ha una componente di rumore che 
risulta dall'effetto dell’arrotondamento o troncamento. Le proprietà medie 
di questo rumore possono essere analizzate usando le tecniche del cap. 8. 
Discuteremo un'analisi di rumore di questo tipo per realizzazioni in vir- 
gola fissa e in virgola mobile di filtri numerici ed anche per la trasformata 
di Fourier veloce. 
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9.1 EFFETTO DELLA RAPPRESENTAZIONE DEI NUMERI SULLA QUANTIZZA- 


ZIONE ì 


9.1.1 Numeri binari in virgola fissa e in virgola mobile 


x 

Nelle realizzazioni numeriche sia « hardware » che « software » si 
usa generalmente una rappresentazione dei numeri in base due, e cioè una 
rappresentazione binaria [1]. Pertanto un numero è rappresentato me- 
diante una sequenza di cifre binarie (bit) che sono o zero o uno. Proprio 
come un numero decimale è rappresentato da una sequenza di cifre deci- 
mali con una virgola che divide la parte intera dalla parte frazionaria, così 
la sequenza di cifre binarie è divisa da una virgola binaria in quelle che 
rappresentano la parte intera del numero e in quelle che ne rappresentano 
la parte frazionaria. Pertanto, se a sta ad indicare la posizione della vir- 
gola binaria, il numero binario 100140110 ha il valore decimale di 


(1-23 + 0-22+ 0-24 1-29)+(0-21+1-2-*+1-2-3+0-2-‘), 
0 9;375, 


Le aritmetiche usate nelle realizzazioni « hardware » 0 « software » 
si differenziano essenzialmente per la posizione della virgola binaria. Per 
l’aritmetica in virgola fissa, la realizzazione è basata sull’assunto che la 
posizione della virgola binaria è fissa. Il modo in cui si effettua la somma 
non dipenderà, per l’aritmetica in virgola fissa, dalla posizione della vir- 
gola binaria, purché essa sia la medesima per ogni registro. 

Per la moltiplicazione è generalmente molto conveniente assumere 0 
che tutti i numeri sono interi, o che essi sono tutti delle frazioni (proprie), 
in quanto il prodotto di interi è un intero e il prodotto di frazioni è ancora 
una frazione. Nelle applicazioni proprie del filtraggio numerico è solita- 
mente necessario approssimare il prodotto di due numeri a b bit, che avreb- 
be 2b bit, con un risultato ancora a b bit. Nell’aritmetica intera ciò è diffi- 
cile. Con l’aritmetica delle frazioni, d’altra parte, ciò può essere fatto tron- 
cando o arrotondando il numero ai b bit più significativi. Per la moltiplica. 
zione con frazioni non può mai verificarsi la saturazione in quanto il pro- 
dotto di due frazioni è ancora una frazione. Per esempio, se moltiplichiamo 
le due frazioni a quattro bit 11001 e 20011, il prodotto a otto bit 400011011 
può essere approssimato con 10001 (troncamento) o 40010 (arrotonda- 
mento). i 

Se sommiamo due frazioni a virgola fissa, può verificarsi la satura- 
zione. Per esempio, la somma delle due frazioni a quattro bit 41101 © 
41000 è 110101. Ne segue che la somma non può essere contenuta in UN 
registro a quattro bit. Questa limitazione sulla dinamica dei numeri rap: 
presentabili può essere nella sostanza rimossa usando una rappresenta 
zione in virgola mobile. Nella più comune rappresentazione a virgola mo 
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bile, un numero positivo F è rappresentato come F = 2° - M, dove M, la 
mantissa, è una frazione, tale che 


t1<M<1 


e c, la caratteristica, può essere sia positiva che negativa. Quando M è nel 
suddetto campo di valori, la rappresentazione in virgola mobile si dice nor- 
malizzata. Il prodotto di due numeri in virgola mobile si effettua moltipli- 
cando la mantisse come frazioni in virgola fissa e sommando le caratteri- 
stiche. Poiché il prodotto delle mantisse sarà un numero fra 1/4 e 1, potrà 
rendersi necessaria una normalizzazione della mantissa e il corrispondente 
aggiustamento della caratteristica. Vale a dire che, se M < 1/2, M viene 
traslato a sinistra di un bit e la caratteristica si incremento di uno!. 

La somma di due numeri in virgola mobile si effettua traslando verso 
destra i bit della mantissa del numero più piccolo finché le caratteristiche 
dei due numeri sono uguali e sommando quindi le mantisse come illustrato 
nell'esempio che segue, 


Esempio. Si consideri la somma di F, ed F, con F, = 4 ed F, = 5/4. Usando 
la notazione in virgola mobile, è F =2%M,, ed F. = 2%M,, con 


ci = lla (= 3 in decimale) 
M; = al0000 (= 4 in decimale) 
ca = Ola (= 1 in decimale) 


My = 410100 (= % in decimale) 


Per effettuare la somma, c: deve diventare uguale a ci, ed M; deve cambiare di conse- 


guenza. Pertanto si comincia col cambiare la rappresentazione di F in 7 = 2° + Mo, 
con A 
Co = lla 


My = 400101 


per cui le mantisse possono ora essere sommate. La somma risultante è F = 2° M, 
con c = 11 ed M=I0101. In questo caso la somma di M; ed M; è una frazione 
tra 1/2 ed 1, per cui non è necessario un ulteriore aggiustamento di c. In un caso più 
generale, la somma delle mantisse potrebbe non trovarsi nel corretto campo di valori 
e di conseguenza c verrebbe modificato per portare la mantissa nel campo corretto. 


Da questo esempio dovrebbe risultare chiaro che con l’'aritmetica in 
virgola mobile la mantissa può eccedere le dimensioni del registro sia per 
l'addizione che per la moltiplicazione e va pertanto o troncata o arroton- 
data, laddove, per l’aritmetica in virgola fissa, ciò è necessario solo nel 
caso della moltiplicazione. D'altra parte, se nel caso della virgola fissa il 
risultato di una somma eccede la lunghezza del registro, il troncamento 0 
l'arrotondamento non sono di alcun aiuto e si ha saturazione. Pertanto la 
virgola mobile, se da un lato introduce errori di arrotondamento sia per la 


* Traslare la mantissa di un posto a destra corrisponde a dividere per 2 mentre 
traslarla di un posto a sinistra corrisponde a moltiplicare per 2. Pertanto la caratte 
ristica si incrementa quando la mantissa è traslata a destra e diminuisce quando la 
Mantissa è traslata a sinistra. 
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somma che per la moltiplicazione, d’altro lato consente di trattare numeri 
con una dinamica'di valori molto più ampia che nel caso della virgola 
fissa. Si devono considerare entrambi questi effetti quando si vogliono con- 
frontare realizzazioni di filtri numerici in virgola fissa e in virgola mobile. 


LI 


9.1.2 Rappresentazione dei numeri negativi 


Nella elaborazione numerica dei segnali, come nella maggior parte 
degli algoritmi numerici, è necessario trattare numeri con segno. Esistono 
usualmente tre metodi per rappresentare numeri negativi a virgola fissa. 
Il primo, e forse il più noto, è quello del modulo e segno. In questa rappre- 
sentazione, il modulo (che è ovviamente positivo) è rappresentato come 
un numero binario e il segno è rappresentato mediante la cifra binaria di 
testa: 0 indica un numero positivo e 1 indica un numero negativo (o vice- 
versa). Per esempio, in modulo e segno 0,0011 rappresenta 3/16 mentre 
1,0011 rappresenta — 3/16. 

Le altre due più comuni rappresentazioni dei numeri negativi si chia- 
mano rappresentazioni in complemento a due e in complemento a uno. 
La rappresentazione in complemento a due può essere vista in termini di 
una interpretazione di tutti i numeri nel registro come numeri positivi. Con 
un totale di (b + 1) bit (uno alla sinistra e b alla destra della virgola bina- 
rin), questi numeri, se interpretati come positivi, vanno da zero a 2-27. 
Metà di tali numeri sono usati per rappresentare le frazioni positive e 
metà quelle negative. Più precisamente, le frazioni positive sono rappre 
sentate come in modulo e segno e le frazioni negative sono rappresentate 
sottraendo l'ampiezza da 2.0. 


Esempio, La frazione in modulo e segno 0,0110 è, in complemento a due, 
il numero 0,0110. Si consideri, tuttavia, il numero in modulo e segno 1,0110. Il 
modulo è 0,0110 (vale a dire 3/8), che se sottratto da 10,0000 (cioè 2) dà luogo a 
1,1010 (cioè 1 + 5/8). Pertanto --3/8 è rappresentato da 1,1010. 


La rappresentazione in complemento a uno dei numeri negativi è 
simile a quella in complemento a due. Le frazioni positive sono ancora 
rappresentate come in modulo e segno. Le frazioni negative sono rappre 
sentate sottraendone il modulo dal numero più grande che entra nel regi- 
stro, cioè quello con tutti i bit uguali a uno. Pertanto con (b + 1) bit come 
prima (b bit alla destra e un bit alla sinistra della virgola binaria), le fra- 


zioni negative sono rappresentate sottraendone il modulo dal numero 
2-2”. 


Esempio. Si assuma b = 4. La frazione positiva + 3/8 è rappresentata in 
complemento a uno come 0,0110. La frazione negativa (--3/8) ha modulo (3/8). 
Pertanto la rappresentazione in complemento a uno si ottiene sottraendo 0,0110 
(3/8) da 1,111 (2-2) dando luogo a 1,1001. Di conseguenza la frazione negativa 
(--3/8) è rappresentata da 1,1001 in un registro in complemento a uno. 
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Tab. 9.1 
Interpretazione 
Numero binario Modulo e segno Complemento a due Complemento a uno 
0,111 7/8 7/8 7/8 
0,110 6/8 6/8 6/8 
0,101 5/8 5/8 5/8 
0,100 4/8 4/8 4/8 
04011 3/8 3/8 3/8 
0,010 , 2/8 2/8 2/8 
0,001 1/8 1/8 1/8 
0,000 0 0 0 
14000 -0 —1 —7/8 
1,001 —1/8 —7/8 — 6/8 
1,010 — 2/8 — 6/8 — 5/8 
1,011 — 3/8 — 5/8 —4/8 
1,100 — 4/8 — 4/8 —3/8 
1,101 — 5/8 —3/8 — 2/8 
Iyt10 — 6/8 — 2/8 — 1/8 
Ialli — 7/8 —1/8 —0 


La tabella 9.1 mostra un confronto delle tre rappresentazioni dei nu- 
meri per una lunghezza di parola di quattro bit. È utile notare che in tutte 
e tre le rappresentazioni il bit di testa è zero per una frazione positiva e 
uno per una frazione negativa (v. il probl. 1(a) alla fine di questo capitolo). 
Per questa ragione il bit di testa è chiamato il bit segno. Per la rappresen- 
tazione in modulo e segno, il cambiare un numero in segno ma non in mo- 
dulo influisce solo sul bit di testa. Per le rappresentazioni in complemento 
a uno e in complemento a due, il cambiamento di segno di un numero in- 
fluisce su tutti i bit. In particolare, si può mostrare che cambiare il segno di 
un numero in complemento a uno corrisponde a cambiare tutti i suoi bit 
(v. il probl. 1(b) di questo capitolo); cambiare il segno di un numero in 
complemento a due corrisponde invece a cambiare tutti i suoi bit e aggiun- 
gere 27”, ignorando ogni eventuale saturazione conseguente all’addizione 
(v. il probl. 1(c) alla fine di questo capitolo). Si noti anche che sia + 0 
che —0 sono rappresentati nei sistemi in modulo e segno e in comple- 
mento a uno; nel sistema in complemento a due è rappresentato — 1, ma 
non + 1. Ciascuna rappresentazione ha i suoi vantaggi c svantaggi; la sccl- 
ta della rappresentazione dei numeri negativi dipende essenzialmente dalla 
realizzazione « hardware » o « software » delle operazioni aritmetiche, 
quali l'addizione, la sottrazione e la moltiplicazione. 

Per la rappresentazione dei numeri negativi in virgola mobile sono 
state usate numerose convenzioni. In questo capitolo assumeremo che il 
segno del numero è associato alla mantissa, così che la mantissa è una 
frazione con segno. La rappresentazione di quest’ultima può ovviamente 
essere fatta in modulo e segno, in complemento a uno o in complemento 
a due, 
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9.1.3 Effetto del troncamento o arrotondamento 

Faremo l’ipotesi che sia i numeri in virgola fissa che le mantisse dei 
numeri in virgola mobile siano rappresentati come frazioni binarie a 
(b + 1) bit, con la virgola binaria posta immediatamente a destra del bit 
di ordine più alto. Questa convenzione non comporta perdita di generalità, 
e alla sua convenienza si è già fatto cenno sopra. Il valore numerico (per 
numeri positivi) di un uno nel bit meno significativo è 27°. Questa quan- 
tità verrà chiamata ampiezza di quantizzazione in quanto i numeri sono 
quantizzati a intervalli di 2>*. 

Come indicato in precedenza, l’effetto del troncamento o arrotonda- 
mento dipende dall’usare un’aritmetica in virgola fissa o virgola mobile e da 
come sono rappresentati i numeri negativi. Consideriamo per primo l’ef- 
fetto del troncamento e arrotondamento nel caso della virgola fissa. La 
rappresentazione dei numeri positivi è la stessa per i metodi modulo € 
segno, complemento a uno e complemento a due, e pertanto identico sarà 
l’effetto del troncamento o atrotondamento. Indichiamo con bi il numero 
di bit alla destra della virgola binaria prima del troncamento e con b il nu- 
mero di bit alla destra della virgola binaria dopo il troncamento, con, ovvia. 
mente, b < bi. L'effetto del troncamento è quello di scartare i (bb) bit 
meno significativi, e di conseguenza l'ampiezza del numero dopo il tron- 
camento è minore o uguale all'ampiezza prima del troncamento. 

Indichinmo con x e Q(x) il numero rispettivamente prima e dopo il 
troncamento. L'errore di troncamento è pertanto 


Er = Q[x]-x 


Questo errore per numeri positivi sarà negativo o nullo. Il massimo errore 
si verifica quando tutti i bit scartati sono uno, nel qual caso il troncamento 
riduce il valore del registro di (2-*—2-). Pertanto, per il troncamento di 


numeri positivi, è 
—(2* — 2) < Er s0 (9.1) 


Per numeri negativi l'effetto del troncamento dipende dalla rappre 
sentazione usata (in modulo e segno, in complemento a due o complemento 
a uno). Considereremo pertanto separatamente ciascuno dei tre casi. 

Con la rappresentazione in modulo e segno l’effetto del troncamento. 
come già accennato sopra, è quello di ridurre il valore assoluto del nu 
mero. Pertanto un numero negativo diventa più piccolo in modulo, © 
quindi Er, cioè il valore dopo il troncamento meno il valore prima del 
troncamento, è positivo. Per i numeri negativi rappresentati in modulo © 
segno si ha dunque 

0<Er<(2%-2) (9.2) 


Per un numero negativo in complemento a due costituito dalla s© 
quenza di bit 140102...a»,, il modulo è dato da 


A;j=20- x; 
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dove 


di 
x=1+Ya2° 


i=l 


Il troncamento a b bit produce la sequenza di bit 140:02...0,, dove ora il 
modulo è 


Aa n 2.0 = Xa 
con ù 
xg=1+Ya,2* 
il 
Il cambiamento in valore assoluto è è 


AA=A3-A4,= Y a2* 
freb+1 
e si vede facilmente che 
0<AA<2%—-2% 


Pertanto l’effetto del troncamento per numeri negativi in complemento a 
due è © quello di aumentare il modulo del numero negativo; l'errore di tron- 
camento è quindi negativo e si ha 


—(2%-2%)<Er<0 (9.3) 


Per un numero negativo in complemento a uno costituito dalla se- 
quenza di bit 1,010,...4,,, il modulo è dato da Ai = 2.0 — 2 — x, e il 
troncamento a b bit dà luogo al modulo A: = 2.0'— 27% — x, dove xi e x2 


sono da interpretare nel senso definito sopra. Il cambiamento in valore 
assoluto è 


di 
AA=Ay-A,= Y a2*-(2*-2) 
febt1 
e quindi 
—(2° — 2-0) <AA <0 


Pertanto l’effetto del troncamento per numeri negativi in complemento a 
uno è di diminuire il modulo del numero negativo; l'errore di troncamento 
è positivo e soddisfa la diseguaglianza 


ds En 0-2) (9.4) 
Si osservi che per i numeri in complemento a due il campo di valori per 
l'errore è lo stesso per numeri positivi e negativi, mentre, nel caso del com- 
plemento a uno e del modulo e segno, il segno dell’errore dipende dal segno 
del numero che viene troncato. 

Come alternativa al troncamento, i numeri possono essere arroton- 
dati, sempre per rispettare la lunghezza finita dei registri. Indichiamo an- 
cora con b il numero di bit alla destra della virgola binaria dopo l'arro- 
‘ondamento, Dopo l'arrotondamento i valori sono quantizzati a intervalli 
di 2, e, cioè, la più piccola differenza non nulla fra due numeri è 27 
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Q(x) 


Arrotondamento Troncamento Troncamento 


-3-27°< Qx)-x (complemento a due) (complemento a uno e 
7 È modulo e segno) 
Se - 2° < Q(x)-x <O 
- 27° < Q(x)-x< 0;x> 0 
O<Q(x)-x <27°;x<0 


Fig. 9.1 Relazioni non lineari rappresentanti arrotondamento e troncamento 


Arrotondare corrisponde a scegliere il livello di quantizzazione più vicino”. 
Ne segue che l’errore massimo ha un valore assoluto di 0,5 » 27”, e cioè 
l'errore di arrotondamento Er ha il campo di valori 


—1@* — 2%) < En <}@*-2-) (9.5) 


Poiché l'arrotondamento è basato sul modulo del numero, l’errore è indi- 
pendente dal modo in cui si rappresentano i numeri negativi. General 
mente è ragionevole assumere che 27% « 27% e di conseguenza che il ter- 
mine 2-”: può essere trascurato nelle diseguaglianze di sopra. Con questa 
approssimazione gli errori di troncamento e arrotondamento si possono 
riassumere come segue: 


Troncamento: 
Numeri positivi 


2. < Er <0 e numeri negativi (9.62) 


in complemento 
a due 


Numeri negativi 


0< Er <2% in ampiezza e (9.6b) 


segno e in com- 
plemento a uno 


Arrotondamento ; 
—}:2°<Ensk:2°® (9.6c) 
Questi errori di troncamento e arrotondamento sono anche riassunti nella 
fig. 9.1. 
Nell’aritmetica a virgola mobile, il troncamento o arrotondamento 
influisce solo sulla mantissa. Pertanto, nella rappresentazione a virgola 


? È ovviamente possibile che il numero da arrotondare si trovi esattamente a metà 
strada tra due livelli di quantizzazione. In tal caso vi sono diverse strategie possibili, 
come arrotondare sempre in su, o sempre in giù, o a caso. 

* Nella (9.5) assumiamo che un numero situato a mezza strada fra due livelli 
di quantizzazione viene arrotondato in su. 
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mobile, l'errore relativo è più importante dell’errore assoluto. Ciò significa 
che gli errori in virgola mobile sono moltiplicativi anziché additivi. In 
altre parole, per la virgola mobile, se x rappresenta il valore prima del 
troncamento o arrotondamento e Q(x) il valore dopo, si ha 


Q0x] = x(1 + e) 
dove £ è l’errore relativo. 
Per il caso dell'arrotondamento, per esempio, l'errore della mantissa 
è fra + 0.5 - 2-”, e di conseguenza l’errore nel valore della parola in vir- 
gola mobile è 
—2°+2-/2< OG) -x <2°-2>/2 
oppure, poiché [Q(x)—x] = £ x, 


-b -d 


2 2 
— 2° <il 9.7 
” Ex = (9.7) 


Pertanto, essendo 2°-' < x < 2°, possiamo scrivere per il caso dell’arroton- 


damento 20 -8<2% (9.8a) 


In modo analogo (v. il probl. 3 di questo capitolo) si può dimostrare che, 
per i casi complemento a uno e modulo e segno, il troncamento della man- 
tissa dà luogo a 

—2:2>%<e<0 (9.8b) 


mentre lo stesso troncamento della mantissa per il caso complemento a 
due dà luogo a 


(9.8c) 


9.2 LA QUANTIZZAZIONE NEL CAMPIONAMENTO DI SEGNALI ANALOGICI 


I risultati del par. 9.1 possono applicarsi nell'analisi degli effetti della 
quantizzazione quando si campiona un segnale analogico. Nel par. 1.7, a 
proposito del campionamento, si fece l'ipotesi che fosse possibile ottenere 


una sequenza 
x(n) = xa(nT), — 0 <n< 0 


dove x(1) indica un segnale analogico a banda limitata. Si assunse impli- 
citamente, cioè, che fosse possibile conoscere i campioni di x4(1) con pre- 
cisione infinita. In tal caso, per rappresentare ogni campione sarebbe teo- 
ticamente necessario un numero infinito di bit. Ovviamente limitazioni 
fisiche impediscono di campionare con precisione infinita, e perciò ogni 
campione deve essere 0 troncato o arrotondato per poter stare in un regi- 
stro di lunghezza finita. Pertanto una rappresentazione in qualche modo 
meno idcalizzata del processo di campionamento è presentata nella 
fig. 9.2(a). 
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La forma della caratteristica del quantizzatore dipende da come sono 
rappresentati i campioni negativi e dal fatto che si usi l'arrotondamento 
o il troncamento, In particolare, assumiamo che i campioni di uscita siano 
rappresentati come frazioni a virgola fissa in complemento a due e lun- 
ghezza (b + 1) bit. Si assuma inoltre che gli esatti campioni di ingresso 
x(n) siano arrotondati al più ‘vicino livello di quantizzazione, dando così 
luogo ai campioni quantizzati £(n). Per essere sicuri che i campioni non 
quantizzati siano contenuti nel campo di valori cotrispondente ai (b + 1) 
bit, è necessario anche assumere che la forma d’onda analogica sia norma- 
lizzata, così che 


(i + | < Xa(nT) < (i _ SI (9.9) 


x(n)=xg(nT) 
Campio- Quantiz- 
Xal?) %(n)= QCx(n)] 
x(n) = xg(nT) 
corna Campio- | è 
xolt) natore 


Fig. 9.2 Rappresentazione del campionamento di un segnale analogico: (a) modello non 
lineare; (b) modello statistico 


(a) 


(b) 


*(n)= x(n) + e(n) 


e(n) 


Sotto queste condizioni la funzione del quantizzatore è come quella mo- 
strata nella fig. 9.3, dove si è assunto b = 2. 

Se il valore esatto di un campione di ingresso cade al di fuori del 
campo indicato nella (9.9) si ha un'ulteriore distorsione. Come mostrato 
nella fig. 9.3, a tutti i campioni che superano il valore 1—0.5-27° si asse- 
gna il valore quantizzato 1-27”, e a tutti i campioni minori di —(1 + 
+ 0.5 + 2-*) si assegna il valore —1. Ovviamente questo taglio dell’in- 
gresso non è in generale desiderabile e deve essere eliminato riducendo 
l'ampiezza dell'ingresso finché la (9.9) non sia soddisfatta. 

Una rappresentazione equivalente del processo di quantizzazione è 
mostrata nella fig. 9.2(b). Essa indica che i valori quantizzati si possono 
esprimere come 


&) = Qx(mM] = x(n) + e(n) 


dove x(n) è il campione esatto ed e(n) è chiamato l’errore di quantizzazione. 
Poiché si è supposto di arrotondare, è 


A A 
a Mai 


dove A è l'intervallo di quantizzazione, ovvero A = 27°. 
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x(n)=Q{x(n)] 


ll 


Fig. 9.3 Arrotondamento in complemento a due di campioni per b = 2 


Affinché la fig. 9.2(b) sia perfettamente cquivalente alla fig. 9.2(2), 
occorre ovviamente conoscere in modo esatto e(n) per ogni n. Nella maggior 
parte dei casi è ragionevole assumere che e(n) non è noto e allora, per 
rappresentare gli effetti della quantizzazione nol campionamento, può es- 
sere utile un modello statistico basato sulla fig. 9.2(b). Noi useremo un tale 
modello anche per descrivere gli effetti della quantizzazione negli algoritmi 
di elaborazione dei segnali. In particolare si fanno comunemente le seguenti 
ipotesi: 

1. La sequenza dei campioni di errore {e(m)} è una sequenza cam- 

pione di un processo casuale stazionario. 

2. La sequenza errore è scorrelata con la sequenza dei campioni esat- 

ti {x(n}. a 

3. Le variabili casuali del processo errore sono scorrelate e cioè l'er- 

rore è un rumore bianco. 

4. La densità di probabilità del processo errore è uniforme nel cam- 

po di valori dell'errore di quantizzazione. 


Queste ipotesi, che sono soprattutto degli espedienti per poter trat- 
tare matematicamente il problema, portano, come vedremo, ad un'analisi 
alquanto semplice degli effetti della quantizzazione. È facile trovare esempi 
dove queste ipotesi chiaramente non valgono. Per esempio, se x(t) è una 
funzione a gradino, risulta impossibile giustificare le ipotesi fatte sopra. 
Tuttavia queste stesse ipotesi diventano più realistiche quando la sequenza 
x(n) è un segnale complicato, come il parlato o la musica, dove il segnale 
fluttua rapidamente in modo alquanto imprevedibile. Gli esperimenti han- 
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no mostrato [2-4] ehe quando il segnale diventa più complicato, la cor- 
relazione tra il segnale e l’errore di quantizzazione diminuisce, ed anche 
l’errore diventa scorrelato. In senso euristico si può dire che le ipotesi del 
modello statistico sembrano essere valide se il segnale è abbastanza com- 
plesso e se gli intervalli di quantizzazione sono sufficientemente piccoli, in 
modo che l'ampiezza del segnale nel passare da un campione all'altro 
abbia una buona probabilità di attraversare numerosi intervalli di quantiz- 
zazione. 

Nel caso dell’arrotondamento assumiamo che la densità di probabi- 
lità dell’errore sia come quella mostrata in fig. 9.4(a). Analogamente, per il 
troncamento in complemento a due assumiamo che la densità di probabilità 
sia uniformé nel campo dei possibili errori di quantizzazione, come mo- 
strato nella fig. 9.4(b). Si assume inoltre che l’errore è indipendente dal 
segnale. Questa ipotesi chiaramente non è valida nel caso del troncamento 
in complemento a uno o in modulo e segno, in quanto il segno dell’errore 
è sempre opposto a quello del segnale. Si dimostra facilmente (v. il probl. 
n. 3 del cap. 8) che la media e la varianza del rumore di quantizzazione 
valgono 


m,j=0 
2 —2b 
ERA a 
1 I 
per l'arrotondamento, e 
gr 
m, = == — 
2 
—2d 
‘pene, Di 
Ù 12 


per il troncamento in complemento a due. La sequenza di autocovarianza 
dell’errore si assume uguale a y,,(n) = o2d(n) 


Pa, (e) (a) 


(b) 


-A e 


Fig. 9.4 Funzioni di densità di probabilità per (a) arrotondamento; (b) troncamento 
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sia per l'arrotondamento che per il troncamento in complemento a due. 

Nell’elaborazione numerica dei segnali analogici campionati, l'errore 
di quantizzazione è comunemente visto come un segnale di rumore addi- 
tivo, Il rapporto fra la potenza del segnale e quella del rumore è un'utile 
misura del loro peso relativo, Nel caso dell’arrotondamento il rapporto 


segnale-rumore è o 03 
dai (19295 
03127012 
Se lo siesprime in scala logaritmica, come nella 
o) - 
SNR = 10 logo [DI = 6.02b + 10.79 + 10 logo (0%) (9.10) 
Te 


risulta chiaro che il rapporto segnale-rumore aumenta approssimativamente 
di 6 dB per ogni bit che si aggiunge alla lunghezza del registro. 

In precedenza abbiamo osservato che, se il segnale di ingresso eccede 
il campo di valori associato al processo di quantizzazione, occorre ridurre 
l'ampiezza dell’ingresso per evitare che il segnale venga « tagliato ». In altri 
termini, si campiona A x(n) invece di x(n), dove 0 < A < 1, Poiché la 


varianza di A x(n) è A? o, il rapporto segnale-rumore diventa 
2_2 


A 
SNR — 101081 ( * = 6b + 10.8 + 10 logio (02) + 20logio (4) (9.11) 


2 
e 


Un confronto tra la (9.10) e la (9.11) mostra che la riduzione dell’ampiez- 
za dell’ingresso, fatta allo scopo di evitare la distorsione da taglio, riduce 
il rapporto segnale-rumore. Molti segnali analogici, quali il parlato o la 
musica, possono essere convenientemente visti come processi casuali. Ge- 
neralmente tali segnali sono caratterizzati da densità di probabilità che 
presentano un picco in prossimità dello zero e diminuiscono poi rapida- 
mente al crescere dell'ampiezza. In tali casi la probabilità che l'ampiezza 
di un dato campione superi di tre o quattro volte la radice del valore qua- 
dratico medio del segnale è molto bassa. Pertanto, se si pone = a 
1/(40,), allora con elevata probabilità non si verificherà distorsiBne da 
taglio. In tal caso il rapporto segnale-rumore diventa 


SNR = 65 — 1,24 dB 


Ne segue che, per avere SNR > 80 dB, deve essere b = 14 bit. Questa 
relazioné fra la dinamica del segnale e l'errore di quantizzazione è una 
caratteristica fondamentale dell'uso della virgola fissa nella elaborazione 
dei segnali a tempo discreto. Vedremo infatti ripresentarsi questa relazione 
lungo tutto il resto del presente capitolo. 

Quando si elaborano segnali quantizzati, l'errore (0 rumore) di in- 
gresso si manifesta come un errore (o rumore) nell'uscita risultante. Per 
esempio, se una sequenza quantizzata X(n) = x(n) + e(n) è l'ingresso a 
un sistema lincare invariante alla traslazione, allora l'uscita può essere 
rappresentata come Y(n) = y(1) + f(n), dove y(n) è la risposta ad x(n) e 
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f(n) è la risposta ad e(n). Poiché x(n) ed e(n) sono indipendenti, x(n) può 
essere ignorato nel ‘calcolare la potenza del rumore di uscita. Usando Je 
(8.50) e (8.53) e il fatto che il rumore di ingresso è bianco, possiamo espri- 
mere la media e la varianza del rumore di uscita come 


mm, S h(n) = m,H(e') (9.12) 
% o ('* 
07 = 0% ù Ih(n)}? = na A |H(e'®)|? dw (9.13) 


Nel derivare queste espressioni, abbiamo implicitamente assunto che il 
sistema è stato realizzato senza errori. In effetti questo non è vero; è tutta- 
via ragionevole ammettere che gli errori in uscita dovuti ad errori intro- 
dotti nella realizzazione del sistema sono indipendenti dagli errori dovuti 
al rumore di quantizzazione dell'ingresso. Pertanto, gli errori dovuti all'ar- 
rotondamento o al troncamento nella realizzazione di un filtro numerico 
sono considerati a parte, e i loro effetti vengono quindi sovrapposti agli 
errori dovuti alla quantizzazione dell'ingresso. 


9.3 EFFETTI DELLA LUNGHEZZA FINITA DEI REGISTRI NELLA REALIZZA- 
ZIONE DI FILTRI NUMERICI TIR 


In questo paragrafo discuteremo l’effetto della quantizzazione dei 
risultati di operazioni aritmetiche nella realizzazione dei filtri numerici 
IIR. Come già osservato nel cap. 4, le operazioni aritmetiche di base neces- 
sarie alla realizzazione di un filtro numerico sono la moltiplicazione per 
una costante (i coefficienti del filtro) e l'addizione. Per l'aritmetica in vir- 
gola fissa, il risultato di una moltiplicazione deve essere arrotondato 0 
troncato, ma non è così per il risultato di un’addizione. Tuttavia, poiché 
il risultato di una somma può avere una lunghezza maggiore di quella del 
registra, ne discendono importanti conseguenze sulla dinamica dei segnali. 
Il problema è simile a quelli connessi alla quantizzazione dei campioni di 
un segnale analogico, dove abbiamo già visto che le richieste di un'ampia 
dinamica di segnale e di un piccolo errore di quantizzazione sono in con- 
trasto fra loro, Non è così per le realizzazioni In virgola mobile, dove si 
hanno limitazioni di dinamica molto meno severe, ma occorre introdurre 
il troncamento o l'arrotondamento sia per la moltiplicazione che per l'ad- 
dizione. Come si è visto nel precedente paragrafo, il troncamento o l’arro- 
tondamento sono processi non lineari. In altri termini, l'effetto della quan- 
tizzazione nella realizzazione di un filtro numerico invariante alla trasla- 
zione è quello di introdurre elementi non lineari in alcuni rami della strut- 
tura del filtro. 


In definitiva, le trasformazioni realizzate in pratica con i sistemi lineari 
invarianti alla traslazione sono generalmente non lineari e quindi affette da 
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errori. Per potere valutare questi errori ed anche per poterli contenere en- 
tro limiti accettabili (cercando al tempo stesso di minimizzare la comples- 
sità dell’« hardware » necessario alla realizzazione dei filtri), è importante 
comprendere gli effetti non lineari originati dalla quantizzazione. L'analisi 
di questi effetti resta per molti casi ancora da chiarire, ed è per lo più com- 
plicata al punto da richiedere dettagli che non possono trovar posto in 
questo libro. 

Nella discussione che segue considereremo innanzitutto alcuni sem- 
plici casi in aritmetica a virgola fissa dove la non lincarità causa un errore 
periodico all’uscita se l’ingresso è nullo, o pari a una costante, o sinusoi- 
dale. In tali semplici casi è possibile comprendere fin nei dettagli gli effetti 
della non linearità. Tuttavia, quando l'ingresso non è né costante, né sinu- 
soidale, risulta conveniente usare il modello statistico del paragrafo prece- 
dente sostituendo al sistema non lineare un sistema lineare con sorgenti 
interne di rumore additivo. Usando questo modello è infatti possibile, per 
ogni filtro dato, calcolare un errore medio in uscita dovuto alla quantizza- 
zione dei risultati delle operazioni aritmetiche implicite nella realizzazione 
del filtro stesso. 


9.3.1 Cicli limite per ingresso zero nelle realizzazioni in virgola fissa di 
filtri numerici ITR 


Se un filtro numerico stabile realizzato con un’aritmetica a precisione 
infinita ha una eccitazione nulla per n maggiore di un certo valore mo, l’usci- 
ta del filtro tenderà asintoticamente a zero per n > wo. Per lo stesso filtro. 
realizzato con un’aritmetica a lunghezza finita di registro, l’uscita potrà 
smorzarsi fino a un campo di valori di ampiezza non nulla ed avere poi un 
comportamento oscillatorio. Questo effetto è chiamato spesso comporta 
mento di ciclo limite per ingresso zero ed è una conseguenza dei quantiz- 
zatori non lineari nell’anello di reazione del filtro. Il comportamento di 
cliclo limite di un filtro numerico è complesso e difficile da analizzare, e 
noi non tenteremo nemmeno di trattare l'argomento in maniera generale. 


(a) 


(b) 


Fig. 9.5 Grafi di flusso per un sistema IIR del primo ordine: (a) sistema lineare ideale; 
(b) sistema non lineare dovuto alla quantizzazione del prodotto 
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Per filtri semplici del primo e secondo ordine è possibile tuttavia capire 
l’effetto e dare una interpretazione delle oscillazioni in termini dello spo 
stamento dei poli effettivi del filtro sulla circonferenza unitaria [5-10]. 
L'effetto verrà meglio illustrato per mezzo di un esempio. 


Esempio. Per ,un'illustrazione degli effetti di ciclo limite si consideri il sistema 
del primo ordine caratterizzato dall’equazione alle differenze 


y(n) = ap(n — 1) + x(n) (9.14) 


Il grafo di flusso di segnale di questo sistema è mostrato nella fig. 9.5(a). Assumiamo 
che sia @ = 0.5 e che la lunghezza di registro per memorizzare il coefficiente a, l'in 
gresso x(n), e la variabile di nodo del filtro y(n —1), sia di quattro bit (vale a dire 
un bit segno alla sinistra della virgola binaria a tre bit alla destra). A causa dei regi. 
stri di lunghezza finita, il prodotto &y(n —1) deve essere arrotondato o troncato a 


w(n) 


Fig. 9.6 Risposta di un sistema quantizzato del primo ordine a un campione unitario 
(a) a = 0.5; (b)a = —0.5 
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quattro bit prima di essere sommato a x(n). Il grafo di flusso che rappresenta l’effetti- 
va realizzazione basata sulla (9.14) è mostrato nella fig. 9.5(b). Se si suppone che il 
prodotto venga arrotondato, l'uscita effettiva w(n) soddisfa l'equazione alle differenze 
non lineare 


w(n) = Q[aw(n — 1)] + x(n) (9.15) 


dove Q[ ] rappresenta l'operazione di arrotondamento. Assumiamo che sia a = 0.5 = 
= 0,100 e che l'ingresso sia un campione unitario di ampiezza 7/8 = 0,111. Usando 
la (9,15) vediamo che per n = 0, w(0) = 7/8 = 0,111. Per ottenere w(1) moltipli- 
chiamo w(0) per @, ottenendo il risultato @w(0) = 0,011100, un numero a sette bit 
che deve essere arrotondato a quattro bit. Questo numero, 7/16, è esattamente a 
metà fra i due livelli di quantizzazione a quattro bit 4/8 e 3/8. Se in tali casi sce- 
gliamo di arrotondare sempre in su, allora 0,011100 arrotondato a quattro bit è 
0,100 = 1/2. Poiché x(1) = 0, sarà w(1) = 0,100 = 1/2. Continuando si ha w(2) = 
= Q[aw(1)] = 0,010 = 1/4 e w(3) = 0,001 = 1/8. In entrambi questi casi non è 
necessario alcun arrotondamento. Tuttavia, per ottenere w(4), dobbiamo arrotondare 
il numero a sette bit @w(3) = 0,000100 a 0,001. Lo stesso risultato si ottiene per 
tutti i valori di n > 3. La sequenza di uscita per questo esempio è mostrata nella 
fig. 9.6(a). Se a = —0.5 i calcoli svolti sopra possono essere ripetuti mostrando che 
l'uscita è come quella della fig. 9.6(b). Pertanto, a causa dell'arrotondamento del 
prodotto awr(n — 1), l'uscita raggiunge il valore costante di 1/8 quando a = 0.5 e 
un'oscillazione periodica di regime fra + 1/8 e —1/8 quando a = —0.5. Tali uscite 
periodiche sono simili a quelle che si otterrebbero da un filtro del primo ordine con 
un polo in z = + | invece che in + a. Quando a = + 0.5 il periodo di oscillazione 
è 1, e quando a =— 0.5 il periodo di oscillazione è 2. Queste uscite periodiche a regi- 
me sono chiamate cicli limite, e la loro esistenza fu notata per primo da Blackman 
{11}, il quale denominò bande morte gli intervalli di ampiezza cui tali cicli limite sono 
confinati. Nel nostro caso la banda morta è — 2? < w(n) < + 2—*. 


La possibile esistenza di un ciclo limite per ingresso zero è impor- 
tante per quelle applicazioni dove un filtro numerico deve essere attivo 
continuamente, in quanto generalmente si desidera che l'uscita approssimi 
zero se l'ingresso è zero. Per esempio, si consideri un segnale voce campio- 
nato che viene filtrato con un filtro numerico e poi riportato ad essere un 
segnale acustico mediante un convertitore numerico-analogico. In una tale 
situazione sarebbe assai poco desiderabile che il filtro entrasse in un ciclo 
limite periodico tutte le volte che l’ingresso è zero. 


Jackson [5,6] ha considerato il comportamento di ciclo limite nei 
sistemi del primo e secondo ordine, mediante un'analisi basata sull'osser- 
vazione fatta sopra e, cioè, che nel ciclo limite il sistema si comporta come 
se i suoi poli fossero sul circolo unitario. Considerando in particolare il 
filtro del primo ordine di sopra, osserviamo che per definizione di arro- 
fondamento si ha 

IOlaw(n — 1)] — aw(n — 1) < 82° (9.16) 
Inoltre, per valori di n nel ciclo limite, 


IQ[oww(n — 1] = |w(n — DI 


e, cioè, il valore effettivo di a è 1, corrispondente allo spostamento del 
polo del filtro sul circolo unitario. Il campo di valori per cui si realizza 
questa condizione è 


Iwfr — DI — law — DI <3:2°* 
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oppure, risolvendo rispetto a |w(n-—1)|, 


12° 
Iw(n— DI < (9.17) 
1 — Ja] 
La (9.17) definisce la banda morta per il filtro del primo ordine. Come 
conseguenza dell’artotondamento, i valori interni alla banda morta sono 
quantizzati in intervalli di 2-*. Si noti che la (9.17) dà il valore corretto 
per la banda morta quando |a| = 0.5. Ogni qualvolta la variabile di nodo 
w(n--1) cade internamente alla banda morta quando l'ingresso è zero, il 
filtro entra in un ciclo limite e vi rimane finché non viene applicato un 
ingresso che riporta l’uscita fuori della banda morta. 
Per un filtro del secondo ordine esiste una grande varietà di compor- 
tamenti di ciclo limite. Si consideri l’equazione alle differenze del secondo 
ordine 


y(n) = x(n) + aayn — 1) + xgy(n — 2) (9.18) 


Con a < —4 a, i poli del filtro sono complessi coniugati, e, con 
o, = —1,i poli sono sul circolo unitario. Tenendo conto della lunghezza 
finita dei registri la (9.18) si può riscrivere 


w(n) = x(n) + Qlo,w(n — 1)] + Oa — 2)] (9.19) 


dove Q [ ] rappresenta ancora l’arrotondamento dei prodotti indicati. Co- 
me prima, per definizione di arrotondamento, si ha 


\O[ogw(n — 2)] — caw(n — 2)| < B:2° (9.20) 
Con x(n) = 0, i poli del sistema si sposteranno sul circolo unitario se 
Qlasw(n — 2)] = w(n — 2) 
Sostituendo questa espressione nella (9.20) otteniamo 
lw(n — 2)I — lagw(n — 2) < 82° 
oppure, risolvendo rispetto a |w(n—2)|, 
32° 


win = DI sia 


(9.21) 


Pertanto, se w(n—2) cade in questo campo di valori quando l'ingresso è 
zero, il valore effettivo di a. è tale per cui i poli del sistema sono proprio 
sul circolo unitario. Sotto queste condizioni, il valore di a controlla la 
frequenza dell’oscillazione. 

In una seconda modalità di comportamento di ciclo limite che può 
verificarsi in filtri del secondo ordine, l'effetto dell'arrotondamento è quello 
di spostare i poli in z = + 1 e z = —1. La banda morta corrispondente 
a questa modalità è limitata da 1/(1—|a|--a). L'ampiezza di un ciclo 
limite in questa banda è ovviamente quantizzata in intervalli di 27° [5, 6]. 

Oltre alle classi di cicli limite viste sopra, un tipo più grave di ciclo 
limite può verificarsi a causa della saturazione. L'effetto della saturazione 
è quello di inserire un notevole errore in uscita, e, in alcuni casi, da quel 
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punto in poi l’uscita del filtro oscilla tra i limiti di massima ampiezza. Tali 
cicli limite sono stati chiamati oscillazioni da saturazione. Il problema 
delle oscillazioni causate da saturazione è discusso in dettaglio da Ebert 
ed altri [12]. Un esempio semplice è sviluppato nel probl. 9 di questo 
capitolo, 

La discussione svolta fin qui ha riguardato soltanto i cicli limite per 
ingresso zero, causati dall’arrotondamento nei sistemi IIR del primo e se- 
condo ordine. Benché l’analisi sia stata alquanto euristica, l’esperienza 
ha dimostrato che le semplici formule così ricavate sono coerenti con i risul- 
tati sperimentali e sono utili per predire i comportamenti di ciclo limite 
nei filtri numerici IIR. Un tipo simile di analisi può essere svolto per il 
caso del troncamento (si veda, per esempio, il probl. 6 alla fine di questo 
capitolo). Nel caso dei sistemi di ordine più elevato realizzati con strut- 
tura in parallelo, le uscite dei singoli sistemi del secondo ordine sono indi- 
pendenti quando l'ingresso è zero. Pertanto si può applicare direttamente 
l'analisi svolta sopra. Nel caso di realizzazioni in cascata soltanto la prima 
sezione ha ingresso zero. Le sezioni successive possono mostrare il loro 
caratteristico comportamento di ciclo limite oppure possono vedersi come 
semplicemente filtranti l'uscita di ciclo limite di una sezione precedente. 
Per sistemi di ordine elevato realizzati con altre strutture, il comportamento 
di ciclo limite diventa più complesso e con esso la sua analisi. Quando l’in- 
gresso è diverso da zero, gli effetti della quantizzazione dipendono dall’in- 
gresso e il tipo di analisi adottato in questo paragrafo diventa del tutto 
inadeguato eccetto che per ingressi semplici quali un campione unitario, 
un gradino unitario o una sinusoide, Negli altri casi la complessità dei feno- 
meni di quantizzazione ci costringe ad adottare un modello statistico. 

I risultati ricavati sopra, oltre a spiegare gli effetti di ciclo limite nei 
filtri numerici, risultano utili quando l’uscita desiderata di un sistema è 
proprio la risposta di ciclo limite per ingresso zero. È questo il caso, per 
esempio, quando si è interessati agli oscillatori sinusoidali numerici per 
la generazione di segnali e per la generazione dei coefficienti nelle trasfor- 
mazioni di Fourier discrete. 


9.3.2 Analisi statistica della quantizzazione nelle realizzazioni in virgola 
fissa di filtri numerici IIR 


Un'analisi precisa degli errori di troncamento o arrotondamento non 
è generalmente richiesta nelle applicazioni pratiche. Per esempio, un obiet- 
tivo usuale nell'analisi degli errori è quello di scegliere la lunghezza di 
registro necessaria a soddisfare alcune specifiche sul peso relativo fra 
segnale ed errori. La lunghezza di registro può, ovviamente, essere cam- 
biata soltanto a intervalli di un bit. Come vedremo, l'aggiunta di un bit 
alla lunghezza di registro riduce l'ampiezza degli errori di quantizzazione 
aApprossimativamente di un fattore un mezzo. Pertanto una decisione finale 
circa la lunghezza di registro è poco sensibile ad imprecisioni nell'analisi 
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degli errori; spesso una analisi corretta al 30-40% risulta adeguata. Pro- 
prio in ragione di .questa scarsa sensibilità è possibile utilizzare per l’ana- 
lisi degli errori di quantizzazione il modello statistico sviluppato nel 
par. 9.2. 


Nella discussione che segue tratteremo soprattutto semplici sistemi 
del primo e del secondo ordine per illustrare il modo in cui può essere 
usato il modello statistico per stimare gli effetti della quantizzazione nella 
realizzazione di filtri numerici in virgola fissa. Da questi semplici esempi 
emergeranno diversi criteri che potranno generalizzarsi ad esempi più 
complessi. Tali criteri torneranno utili al fine di valutare i molti pro e con- 
tro nella ricerca delle più efficienti ed economiche realizzazioni di filtri 
numerici. 


Si consideri una realizzazione in virgola fissa di un sistema del pri- 
mo otdine con arrotondamento applicato ai prodotti. La fig. 9.7(a) rappre- 
senta il sistema con precisione infinita e la fig. 9.7(b) la realizzazione con 
precisione finita, con Q[ ] che indica l'operazione di arrotondamento. 


(a) 


w(n)=y(n)+f(n) 


(b) 


w(n)=y(n)+f(n) 


Sd) 


w(n-1) 


e(n) 


(c) 


Fig. 9.7 Grafl di flusso per sistemi IIR del primo ordine: (a) sistema lineare ideale; (b) siste- 
ma non lineare; (c) modello statistico per rumore di arrotondamento in virgola 
fissa 
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Nella fig. 9.7(c) è illustrato lo stesso sistema, ma con l’effetto del quantiz- 
zatore rappresentato mediante la sorgente di rumore additivo 


e(n) = Qlaw(n — 1)) — aw(n — 1) 
Come già osservato nel par. 9.2, le rappresentazioni di fig. 9.7(b) e (c) sono 
identiche quando e(n) è noto. Faremo invece le seguenti ipotesi circa l’ef- 
fetto della quantizzazione dei prodotti, 


1. La sequenza errore e(n) è una sequenza rumore bianco. 

2. La sequenza errore ha una densità di probabilità uniforme su un 
intervallo di quantizzazione. 

3. La sequenza errore e(n) è scorrelata con l'ingresso x(n) e con 
a w(n—1). Ciò implica che e(n) è scorrelata con l’uscita (si veda 
il probl. 12 del cap. 8). 


Queste ipotesi sono identiche a quelle fatte per la quantizzazione dei 
campioni di un segnale analogico, e le condizioni per la loro validità pres- 
soché le stesse. Vale a dire che queste ipotesi valgono quando il segnale di 
ingresso e le risultanti variabili di nodo variano da campione a campione 
in maniera sufficientemente complessa. Esse chiaramente non valgono per 
ingressi quali un campione unitario, un gradino unitario o una sequenza 
sinusoidale. 


Se la lunghezza di registro è (b + 1) bit, allora, per l'arrotondamento 
-A +2 < e(n) < } +2 


Assumendo una distribuzione uniforme su questo campo di valori, la media 
di e(n) è zero e 
2 ia 
Og #3 tr i ia 


Se y(n) è l'uscita che si otterrebbe da x(n) senza errori di quantizzazione, 
l'uscita effettiva può essere rappresentata come 


w(n) = y(n) + fn) 
dove /(n) rappresenta l'errore di uscita dovuto alla sorgente di rumore 
e(n). Se A.(n) è la risposta all'impulso del sistema compreso fra il nodo nel 
quale entra e(n) e l’uscita, allora 


m,= m, d, h(n) (9.22a) 
e poiché e(n) è per ipotesi rumore bianco‘, 
o$=0ì Y hî(n) (9.22b) 


Dalla fig. 9.7(c) vediamo che per questo caso la risposta al campione uni- 
tario dall'ingresso del rumore all'uscita è la stessa che per il segnale. Ciò 


* Facciamo l'ipotesi per convenienza che h.(n) sia reale. 
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w(n-2) 
Fig. 9.8 Modello statistico per rumore di arrotondamento in virgola fissa In un sistema IIR 
del secondo ordine. 


ovviamente non è vero in generale. Per questo esempio, dunque, /.(n) = 
= a"u(n), così che 


2 2 | 1 —2b 1 
sa PR E, 
vdali  detio 1-0 


(9.23) 


Come secondo esempio consideriamo un filtro del secondo ordine con 
una coppia di poli complessi in z = re*", corrispondente all’equazione 
alle differenze 


y(n) = x(n) + 2r cos 0 y(n — 1) — r*y(n— 2) 


Con l'arrotondamento dei prodotti si ottiene l'equazione alle differenze 
non lineare 


w(n) = x(n) + Q[2r cos 0 w(n — 1)] — Q[r°w(n — 2)] 


Essendoci due moltiplicazioni, si introducono due sorgenti di rumore 
.come indicato nella fig. 9.8. Queste sorgenti sono indicate con ei(n) ed 
ex(n). Analogamente a prima, l’uscita può essere rappresentata come la 
somma dell’uscita ideale e di due componenti di errore, fi(n) ed fr(n), 
dovute rispettivamente ad ei(n) ed e:(n). Come prima, assumiamo che ei(n) 
ed ex(n) siano sequenze rumore bianco, con densità di ampiezza uniformi 
tra + 0.5 - 2-° ed entrambe scorrelate con l’ingresso. Faremo inoltre l’ipo- 
tesi che siano scorrelate tra loro. Da ciò segue che anche fi(n) ed f.(n) sono 


scorrelate (v. il probl. 12 del cap. 8) e di conseguenza (v. probl. 2 del 
cap. 8) 


è —_% 2 
o,= 0%, +09, 


oppure, chiamando con hi(n) ed />(n) le risposte al campione unitario 
dagli ingressi delle sorgenti di rumore, 


0-0 I HM+ot, X Hi) 
Osserviamo che, per questo esempio, (n) ed /:(n) sono uguali e sono 
date da i 


sen 0 


hy(n) = ha(n) = r" sen [(n + 1)0]u(n) 
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Si può verificare che 


® 1+4r 1 
kn) = 
I 1(n) 1-r3#4+1— 2r° cos 20 


così che 


Il 


oi = or 
pltr 1 (9.24) 
1-r*r*+1— 2r° cos 20 
Questi due esempi illustrano un tipo di analisi che può applicarsi ad 
ogni filtro in virgola fissa per ottenere la varianza del rumore di uscita 


dovuto al processo di arrotondamento. Alcuni altri esempi sono presi in 
considerazione nei problemi alla fine del capitolo. 


o = 152° 


I risultati di sopra si modificano facilmente nel caso del troncamento 
in complemento a due. Osserviamo che l'ampiezza dell'errore nel caso del 
troncamento in complemento a due cade nel campo di valori 


—2 <, Er Ls“ 0 


Pertanto, se si vuole rappresentare l'effetto del troncamento in comple- 
mento a due in modo analogo a quanto fatto per l'arrotondamento, occorre 
considerare una sorgente di rumore additivo e(n) con una densità di proba- 
bilità di ampiezza uniforme tra 27° e zero. Si assume ancora che e(n) 
è lincarmente indipendente da se stesso traslato (rumore bianco) ma esso 
non ha più media nulla. In particolare, E{em)}]} = —0.5 - 27”. Tuttavia, 
la varianza di e(n) in questo caso è identica a quella del caso dell’arroton- 
damento. Perciò, con il troncamento in complemento a due, la varianza del 
rumore di uscita è la stessa che per l'arrotondamento. Il valor medio del 
rumore di uscita, tuttavia, non è più nullo, e lo si può calcolare facilmente 
usando la (9.22a). In molti esempi i risu'tati fin qui trovati possono consi- 
derarsi applicabili anche al caso del troncamento in complemento a uno 
e in modulo e segno, sebbene, come si è visto nel par. 9.2, in quei casi la 
correlazione fra il segnale e Verrore di troncamento sia, in effetti, maggiore, 
in quanto la polarità dell'errore è sempre opposta alla polarità del segnale 
al quale si applica il troncamento. 

Come osservato in precedenza, un altro problema da tenere in consi- 
derazione nella realizzazione in virgola fissa dci filtri numerici è la possi- 
bilità della saturazione. Con la convenzione che ogni registro in virgola 
fissa rappresenta una frazione con segno, ogni nodo del filtro deve essere 
vincolato a mantenere un'ampiezza minore di uno onde evitare la satura- 
zione. Indicando con x(n) l'ingresso del filtro e con yi(m) e /u(n) rispetti 
vamente l’uscita del k.mo. nodo c la risposta al campione unitario dall’in- 
gresso del filtro fino al k.mo nodo, si ha 


Van) = 5 hx(r)x(n — r) 


rum 
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Se xmax è il massimo del valore assoluto dell'ingresso, allora 


Iyx(M)] < xmax X 1hx(r)I (9.25) 
Pertanto, poiché si vuole che sia |yx(n)| < 1, per la (9.25) deve essere 
xma < (9.26) 
> ll 
free —-00 


per tutti i nodi della rete. La (9.26) fornisce quindi una limitazione supe- 
riore per il valore massimo dell’ingresso tale da assicurare che non si veri- 
fichi saturazione nel k.mo nodo. Nel caso più generale, per garantire che 
non si abbia saturazione, è necessario scalare l'ingresso proprio come indi- 
cato dalla (9.26). Ciò è conseguenza del fatto che nella (9.25) può anche 
valere il segno di uguaglianza come è il caso per la sequenza x(n) tale che, 
per n = ro, x(HMo—r) = sen[Ax(r)] [dove sgn(x) = 1 per x > 0 e sgn(x) = 
= —1 per x < 0]. La condizione (9.26) può essere soddisfatta applicando 
un'’attenuazione al segnale all'ingresso del filtro. 

Come esempio si consideri un ingresso x(n) che è una sequenza rumo- 
re bianco con densità di probabilità di ampiezza uniforme. Per il caso del 
filtro del primo ordine occorre allora scegliere un’ampiezza massima di 
ingresso pari a (1—|a|). Per questo caso, se o, è la varianza del segnale 
di ingresso e 0, quella del segnale di uscita, si ha 


o = ja — |a])? (9.27) 


2 1(1-lob? 


o. = (9.28) 
" 31— [a]? 


Per questo esempio possiamo allora calcolare un rapporto rumore-segna!e 
di uscita mediante il rapporto 0;7/0,, con il risultato che 

® 

< =}. —2 Ne: DI (9.29) 

Uy (1—- lax})? 
In modo analogo possiamo ricavare un rapporto rumore-segnale per il 
filtro del secondo ordine considerato prima. Come per il caso del filtro del 
primo ordine, vincoleremo l’ampiezza dell'ingresso per garantire che non 
sia superata la dinamica dei registri. Se ammettiamo che la sequenza di 
ingresso sia rumore bianco uniformemente distribuito, il risultante rapporto 
rumore-segnale in uscita sarà 

2 


Ut gal & a EE 1 
oi i ; î (3.1) ®. x ur 


r" |sin [(n + 0) (9.20) 


n=0 


Sebbene sia difficile valutare esattamente questa espressione, è possibile 
ottenere una limitazione superiore a una inferiore. Poiché Vs IM! 
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è la massima uscita ottenibile con un ingresso che non supera mai l’unità, 
essa deve essere maggiore della risposta del filtro del secondo ordine ad 
una sinusoide di ampiezza unitaria alla frequenza di risonanza. Sulla base 
di questa osservazione si ottiene 


v 2 I 
(Suola 031) 


essendo il secondo membro di questa diseguaglianza il guadagno del filtro 
alla risonanza (w = 0). Inoltre 


| 1 Co) a De 2 1 (3) 2 
— _ si POCA n i 
sin 0 Ag PIA) 1) = (i 0 CAI subi; 
Perciò, in definitiva, per il filtro del secondo ordine 
I oî I 
«+ _____________________ 4}. ———<+ (933 
; (1 r)(1 + r° — 2rc08 20) © oî” ; sin 01 — n° Pes) 


I filtri molto selettivi in frequenza spesso richiedono poli prossimi al 
circolo unitario. Poiché le realizzazioni di tali filtri, in cascata o in paral- 
lelo, richiedono sistemi del primo e del secondo ordine, è importante esa: 
minare le espressioni di sopra del rapporto rumore-segnale allorché i 
poli tendono a situarsi sul circolo unitario. 


Per il filtro del primo ordine poniamo 8 = 1-—|a|, così che per 5-0 
il polo tende al circolo unitario. Allora, in termini di $, il rapporto rumo- 
re-segnale per il filtro del primo ordine è 


2 
07 1 
+= 4.20 - 9.34 
oi 1 d* 0.34) 


Per il filtro del secondo ordine poniamo $ = 1-—r così che, ancora, per 
5-0, i poli tendono al circolo unitario, Allora, ammettendo che sia 
841, si può approssimare (1-+r"— 2r cos 20) con 


I 4 r"- 2rcos 2054 sin? 0 4 8° (9.35) 


che è approssimabile a 4 sin?0 se questo è grande rispetto a 8°. Di conse- 
guenza, adottando questa approssimazione, si ha 
. men mp è 2_t__ 
12 48° sin? 0 7 08 © sia d° sin® 0 in 
Osserviamo che il rapporto rumore-segnale per gli esempi fatti sopra può 
essere considerato proporzionale a 2-"/8?. Da ciò deriva che se 5 è dimez- 
zato, allora, per mantenere lo stesso rapporto rumore-segnale, b deve essere 
incrementato di uno: occorre, cioè, aggiungere un bit alla lunghezza di 
registro. 

Nell'analisi precedente si è fatta l'ipotesi che l'ingresso del filtro sia 
rumore bianco uniformemente distribuito. Allorché 8 tende a zero, la rispo- 
sta in frequenza dei filtri sia del primo che del secondo ordine diventa più 
selettiva, così che una quota sempre maggiore dell'energia di ingresso viene 
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a trovarsi fuori banda. Una base alternativa per determinare il rapporto 
rumore-segnale è pertanto quella di usare un ingresso sinusoidale. Per 
questa scelta di ingressi non dovremo usare, ovviamente, per evitare la 
saturazione, la condizione generale (9.26), in quanto è possibile ora deter- 
minare esattamente la massima ampiezza di ingresso consentita come fun- 
zione dei parametri del filtro. 

In particolare, se l’ingresso è della forma x(n)=A cos nu», allora 
a regime l’uscita è della forma y(n)=B cos (nw+@). Per evitare la 
saturazione B deve essere minore di uno, e per massimizzare l’energia del 
segnale di uscita B deve essere il più grande possibile. Pertanto il massimo 
rapporto segnale-rumore si ha quando A è scelto in modo che sia y(n) = 
= cos(n wo + »). Si osservi che per poter scegliere A in questo modo la 
frequenza del segnale di ingresso deve essere nota. Per un ingresso sinusoi- 
dale di frequenza incognita, A deve essere scelto in modo che non si veri- 
fichi saturazione anche nel caso peggiore, cioè quando la frequenza del 
l'ingresso coincide con il picco di guadagno nella funzione di trasferimento 
del filtro [13]. 

Per i filtri in virgola fissa, nelle condizioni di validità del modello 
che abbiamo usato per l'errore di arrotondamento, il rumore di uscita è 
indipendente dalla frequenza e dall'ampiezza del segnale di ingresso. Per- 
tanto, per questa scelta di ingressi, il rapporto rumore-segnale ottenuto per 
un filtro del primo ordine è 


- 20 -—— (9.37) 


Se, come prima, poniamo a=1-—8, allora, per 6«1, si ha 


a i+ 

Temo (9.38) 

o, 48 d 
In questo caso il rapporto rumore-segnale è proporzionale a 1/8 invece 
che a 1/8, così che, se $ viene moltiplicato per 1/4 e la lunghezza di regi 
stro aumentata di un bit, il rapporto rumore-segnale rimane costante. Il 
caso dei filtri del secondo ordine può essere considerato in modo analogo. 
Anche ora per un ingresso sinusoidale l’uscita con ampiezza massima avrà 
la forma y(1) = cos (n + ), c il rapporto rumore-segnale in questo 
caso sarà 


a 2 
07 i asgl I 
== ‘2% -—__________ 9.39) 
a 1-r?14r*— 2r°cos20 ‘ 
Ponendo anche in questo caso r=1—8, per 8«1, avremo 
k | 9-8 
Uustm— (9.40) 


Come per i filtri del primo ordine, il rapporto rumore-segnale è propot- 
zionale a 1/5 anziché a 1/8?. Il confronto tra i rapporti rumore-segnale per 
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un ingresso rumore bianco e un ingresso sinusoidale serve ad illustrare le 
conseguenze della scelta di un particolare tipo di ingresso. In un certo senso 
i due casi considerati rappresentano casi estremi. Quando l’ingresso risulta 
limitato a una stretta e conosciuta banda di frequenze, allora l’analisi 
precedente relativa a un ingresso sinusoidale è più rappresentativa, mentre, 
quando l’ingresso risulta più a larga banda, è più rappresentativa l’analisi 
con in ingresso un rumore bianco, 

Nella discussione precedente, il rapporto rumore-segnale per il caso 
di ingresso rumore bianco è stato derivato assumendo che l'ampiezza del- 
l'ingresso fosse abbastanza piccola da evitare la saturazione nel caso più 
generale, Nei casi pratici un cambiamento di scala dell'ingresso sulla base 
della (9.26) può considerarsi pessimistico, in quanto la probabilità che 
nella (9.25) si raggiunga il segno di uguaglianza è estremamente piccola. 
In pratica si consente all'ampiezza di essere alquanto maggiore di quanto 
indicato dalla (9.26) c, se il risultato di un'addizione dovesse provocare 
saturazione, si usa bloccare l'uscita al massimo valore nello stesso modo 
in cui nel par. 9.2 abbiamo assunto che venissero bloccati i campioni di 
ingresso. Questo approccio è comunemente chiamato aritmetica con satu- 
razione. Nella realizzazione del filtro la saturazione rappresenta ovvia- 
mente una distorsione, e la scelta del fattore di scala dell'ingresso dipen- 
derà da quanto spesso ci si può permettere tale distorsione. 

Il tipo di analisi illustrato nella discussione precedente può essere 
applicato per indagare gli effetti della quantizzazione in sistemi definiti da 
equazioni lineari alle differenze di ordine ‘più elevato. È tuttavia difficile 
ottenere risultati che siano di vasta applicazione. Ciò avviene perché gli 
effetti della quantizzazione dipendono fortemente dalle proprietà della 
funzione di trasferimento che si desidera e dalla struttura specifica usata 
per realizzare quella funzione di trasferimento. 

Come esempio, si considerino le due realizzazioni di un sistema del 
secondo ordine illustrate nella fig. 9.9. Le sorgenti di rumore nei due siste- 
mi si manifestano all'uscita in due modi diversi. Pertanto i duc sistemi 
avranno in generale all'uscita diversi rapporti rumore-segnale per lo stesso 
segnale di ingresso. Non è possibile tuttavia stabilire quale delle due forme 
è da preferirsi a meno che non si conoscano i parametri. 

Per sistemi di ordine più elevato, la struttura di tipo parallelo è la 
più semplice da analizzare. In questo caso, per determinare il rapporto 
rumore-segnale all'uscita, è sufficiente un'analisi dei sistemi del primo e 
del secondo ordine (completi di zeri), in quanto gli effetti della quantizza- 
zione si assumono indipendenti fra sezione e sezione. Tuttavia, anche in 
questo caso il rapporto rumore-segnale dipende dalla struttura delle sezioni 
del secondo ordine. La struttura in cascata presenta problemi ancora più 
difficili, in quanto l'ordine in cui sono sistemati poli e zeri può avere grande 
effetto sul rapporto rumore-segnale complessivo, per il fatto che il rumore 
generato in una particolare sezione del secondo ordine è filtrato da tutte 
le sezioni successive. Qui nasce allora l'interessante problema di determi. 
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(b) 


Fig. 9.9 Modelli statistici per Il rumore di arrotondamento in sistemi IIR del secondo ordine 
(a) poli prima degli zeri; (b) zeri prima dei poli. 


nare il migliore accoppiamento di zeri e poli e il migliore ordinamento del- 

"le risultanti sezioni del secondo ordine al fine di minimizzare il rapporto 
rumore-segnale in uscita. Questo problema è complicato dal fatto che i 
segnali devono essere cambiati di scala in modo che non si verifichi satura- 
zione in nessun punto della catena dei sistemi del secondo ordine. Un'ana- 
lisi dettagliata degli effetti della quantizzazione nelle realizzazioni in ca- 
scata e in parallelo è fornita da Jackson [13, 14]. L’indicazione che si ri- 
cava da questo lavoro è che per la struttura parallelo è piccola la dipen 
denza dalla forma usata, fig. 9.9(a) o (b), per realizzare le sezioni del se- 
condo ordine. Invece, per la struttura in cascata, esiste una maggiore dipen 
denza dalla forma delle sezioni del secondo ordine. Sembra infine che la 
struttura in parallelo sia leggermente migliore della struttura in cascata, 
sia pure realizzata con il più conveniente ordinamento delle sezioni. 


9.3.3 Analisi statistica della quantizzazione nelle realizzazioni in virgola 
mobile di filtri numerici IIR 


Dalla discussione precedente risulta chiaro che la ristretta dinamica 
dell’aritmetica in virgola fissa rende necessaria un'accurata correzione di 
scala per gli ingressi e per i livelli di segnale intermedi in tutte le realizza 
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zioni di filtri numerici in virgola fissa. La necessità di tali correzioni di 
scala può essere sostanzialmente eliminata usando l’aritmetica in virgola 
mobile. Ciò implica tuttavia che si introduce del rumore sia per le moltipli- 
cazioni che per le addizioni [15-18]. Come si è visto nel par. 9.1, se 
Q[x(n)] indica il risultato dell’arrotondamento applicato alla mantissa di 
un segnale rappresentato in virgola mobile, allora Q{[x(n)] si può espri- 
mere come 


Q0x()] = xM)(1 + e(m) = x(n) + x(n)en) (9.41) 


dove, con la lunghezza della mantissa pari a (b + 1) bit, l'errore relativo 
soddisfa la relazione 


—-2°% < e(n) < 2” (9.42) 


Pertanto, per un filtro realizzato con l’aritmetica in virgola mobile, pos- 
siamo rappresentare l’effetto della quantizzazione con un termine di errore 
additivo e(n)=x(ne(n). Anche ora, consideriamo il filtro del primo or- 
dine rappresentato nella fig. 9.10. La fig. 9.10(a) mostra il sistema del 
primo ordine nell'ipotesi di una aritmetica con precisione infinita. Pertan- 
to y(n) è l'uscita esatta corrispondente all'ingresso x(n). La fig. 9.10(b) 
rappresenta il sistema quando vengono inseriti dei quantizzatori in virgola 
mobile dopo la moltiplicazione e l'addizione per tener conto dell'arroton- 
damento della mantissa. In questo caso w(n) rappresenta l'uscita rumorosa 
dovuta all'ingresso x(n). Nella fig. 9.10(c) i quantizzatori sono sostituiti 
da sorgenti di rumore additivo corrispondenti all'arrotondamento in vit- 
gola mobile. È importante osservare che, se ei(n) ed en) sono note, la 
fig. 9.10(b) è equivalente alla fig. 9.10(c). Per applicare l’analisi statistica 
dobbiamo fare alcune ipotesi sulle sorgenti di rumore e;(n) ed en). Di 
primo acchito tali ipotesi possono sembrare difficili da giustificare. Tutta- 
via, come sottolineato in precedenza, noi non stiamo tentando di sviluppa- 
te un'analisi molto precisa. Entro limiti ristretti, i risultati basati sul mo- 
dello che stiamo per sviluppare e usare sono stati verificati sperimental- 
mente. 

Cominciamo con l’assumere che x(n), l'ingresso, sia un processo ca- 
suale, così che l'ingresso e l'uscita del filtro possano essere descritti in ter- 
mini di medie. Per convenienza assumiamo che x(n) abbia media nulla. 
Osserviamo ora che le sorgenti di errore e;(n) ed e:(1) sono date da 


ei(n) = e(Maw(n— 1) (9.43) 


eo(n) = e(n)g(n) (9.44) 


Senza quantizzazione è w(n —1) = y(n —1) e g(n) = y(n), così che, 
se gli errori sono piccoli, possiamo approssimare ei(n) ed e:(n) con 


cm) ae(n)y(n — 1) (9.45) 
es(M) = e2(n)y(n) (9.46) 
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w(n)=y(n)+f(n) 


ep(n) 


w(n)=y(n)+f(n) 


ey(n) 


(c) 


Fig. 9.10 Sistemi IIR del primo ordina: (a) sistema lineare ideale; (b) modello non lineare. 
(c) modello statistico per rumore di arrotondamento in virgola mobile, 


La conseguenza di questa ulteriore approssimazione è di poter esprimere 
l'errore additivo in termini dei segnali nel filtro ideale non quantizzato 
invece che nel filtro effettivo. Oltre a tale approssimazione, noi assume- 
remo, come prima, che gli errori relativi ei(n) ed e:(n) siano 
1. Rumore bianco. 
2. Scorrelati l'uno con l’altro. 
3. Scorrelati con l'ingresso od ogni altra variabile di nodo del 
sistema. 
4. Distribuiti uniformemente in ampiezza nel campo di valori da 
—2- a +2 [v. (9.8 a)]. 
Poiché ei(n) è un rumore bianco ed è scorrelato con y(n — 1), ne segue 
(v. probl. 4 del cap. 8) che (n) è bianco con varianza 


oi, = &°0,,  ElyXn — 1)} (9.47) 
od anche, assumendo che x(n), e conseguentemente y(n), abbia media 
nulla, 


diva (9.48) 
Analogamente e;(n) è bianco con varianza 


o, = %,% (9.49) 


465 


Indicando con /i(n) ed hx(n) le risposte all'impulso dagli ingressi delle sor- 
genti di rumore all'uscita, e con fi(n) ed /(n) le componenti dell'errore 
in uscita dovute a ei(n) ed x(n), si ha 


S(Mm) = fn) + fa(n) 
Avendo assunto ei(n) ed e:(n) scorrelati, ne segue che anche ei(n) ed 
e.(n) sono scorrelati, e lo sono anche le corrispondenti uscite di rumore 
fi(n) ed f:(n). Pertanto la varianza del rumore di uscita è 


de o;= 07, +07, (9.50) 
n= dt, 2 _hi(n) (9.51a) 
e 
o}, = di, hî(n) (9.51b) 
Poiché 
hi(n) = ho(n) = a"u(n) (9.52) 
dalle (9.48)-(9.52) segue che 
of = dì spe (a'o? + 0t,) (9.53) 


Infine, poiché si è assunto che ei(n) ed ex(n) ‘abbiano entrambi densità di 
probabilità uniforme tra —27% e +27, è 


Per cui 
si 1+0 
(AE LO e (9.54) 
l-a 
e il rapporto rumore-segnale in uscita è 
2 2 
0; ol +a 
— Mage 9.55 
aebria (9.55) 


È interessante osservare che il rapporto rumore-segnale espresso dalla 
(9.55) per i filtri del primo ordine è stato derivato senza fare particolari 
ipotesi sulle proprietà spettrali dell'ingresso. Perciò la (9.55) si applica sia 
per un ingresso a larga banda, come un rumore bianco, che a banda stretta, 
come un ingresso sinusoidale. Per filtri di tipo più generale, tuttavia, il 
rapporto rumore-segnale dipenderà dalla forma dell'ingresso. 

In modo simile a quanto si è appena visto, possiamo analizzare un 
filtro del secondo ordine. La fig. 9.11(a) rappresenta il filtro ideale del 
secondo ordine mentre la fig. 9.11(b) rappresenta il filtro con incluse le 
sorgenti di rumore. Si osservi che, dovendosi includere anche le sorgenti 
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2r cos 8 


ea(n) 


{b) 


Fig. 9.11 Siatema IIR del secondo ordine: (a) sistema lineare ideale; (b) modollo atatiatico por 
rumoro di arrotondnmonto In virgola mobile 


di rumore dovuto alle addizioni, l’ordine nel quale vengono sommati i 
prodotti è importante. La fig. 9.11(b) corrisponde al caso in cui si som- 
mano per primi i prodotti (arrotondati) 2r cos 0w(n—1) e —rw(n-2) e 
poi si somma l'ingresso x(n) alla somma arrotondata. Le sorgenti di ru- 
more es(n) ed es(n) rappresentano il rumore dovuto alle moltiplicazioni, e 
le sorgenti di rumore ei(n) ed em) rappresentano il rumore dovuto alle 
addizioni. Con ipotesi simili a quelle di prima, nelle quali abbiamo tra- 
scurato i termini del secondo ordine, scriviamo che 


en) = y(nexn) 

es(n) = (y(n) — x(n))e(n) 
ea(n) = 2r cos 0y(n — 1)e(n) 
en) = —r*y(n — 2)e(n) 


(9.56) 


Ancora, assumiamo che ei(n), ex(n),es(n), ed e(n) siano scorrelati l’uno 
con l’altro e con x(n), siano sequenze rumore bianco, ed abbiano funzioni 
di densità di probabilità uniformi. Poiché £;(n), e2(n), e3(n) ed. es(n) sono 
bianche e scorrelate con x(m) [e conseguentemente anche con y(n)], ne 
discende, come nell'esempio precedente, che ei(n), ex(n), es(n) ed ei(n) 
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sono bianche e le loro varianze sono date da 
0, = Em]: 0î, 
08, = En) — x(n))] - 02, 
oî, = 4r° cos? 0E[y*(n — 1)]  oî, 
o, = En - 2) ol, 


Poiché ognuna delle quattro sorgenti di rumore è per ipotesi scorrelata, 
la varianza della sequenza di rumore di uscita, f(mn), è la somma delle va- 
rianze dovute a ciascuna delle sorgenti di rumore di arrotondamento. 
Pertanto la varianza del rumore di uscita è 


+00 +00 +00 +0 
o=02, X HM+o?, D himM+o), X Himto, X Him 


Dalla fig. 9.11 osserviamo che 


(9.57) 


hi(n) = h,(n) = hm = h(n) = na i r° sin (mn + 1)0u(n) (9.58) 


e quindi 
+0 +0 oo +0 
I lim= > him= > Him= S him) 
IE orson 
1-- rt 4 1- 21° cos 20 
Se indichiamo con G il termine di destra della (9.59), è 


of = G(0, +0, +0, +0) 


Tenendo poi conto del fatto che 


(9.59) 


2. Ely] = Ely — 0) = E[yn — 2] = 0} 
3. E[y(n) — x(m)"] = ED"()] + EL®n)] — 2ED(n)x(n)] 
= 0; + oz — 2E[y(n)x(n)] 
possiamo scrivere 
o=}- 2°Goî(2 + r* + 4r° cos? 0) + }+2°*G(0% — 2E[y(n)x(n)]) (9.60) 


Senza fare altre ipotesi la (5.60) non può essere ulteriormente semplificata. 
Tuttavia, se assumiamo che l’ingresso sia bianco, allora 


+ o 
ot = oì Y hm) = Go? (9.61) 


Infine osserviamo che (v. probl. 9 del cap. 8) E[y(n)x(n)] = h(0)0+, 


Oppure, essendo (0) = 1, 
E[y(n)x(n)] = oì (9.62) 
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Con queste espressioni la (9.60) può essere riscritta come 


o} =}: 2-"°Goi(2 + r* + 4r° cos? 0) — 3 2-°*Go? 
=}-2-?%08{(2 + 1° + 4r° cos 0)G — 1} 

Nel caso in cui.il guadagno è elevato, diventa possibile confrontare 
l’aritmetica in virgola fissa e quella in virgola mobile approssimando le 
espressioni dei rapporti rumore-segnale. Per il filtro del primo ordine, con 
a=1-—8 e [8] «1, 1a (9.55) valida per l’aritmetica in virgola mobile è 
approssimabile con 


(9.63) 


2 
. 2}: ae (9.64) 


Analogamente, per il filtro del secondo ordine, con r=1—8 e 8«1, si ha 


203 + 4 cos? 0 


9.65) 
4 sin* 0 i 


tar 
E, 

Per l’aritmetica in virgola fissa ricordiamo che, con un rumore bianco 
come ingresso, il rapporto rumore-segnale si comporta come 1/8?, e come 
1/8 se l’ingresso è una sinusoide. Il confronto delle (9.64) e (9.65) con le 
(9.34) e (9.36) indica un rapporto rumore-segnale significativamente più 
piccolo per l'aritmetica in virgola mobile rispetto all’aritmetica in virgola 
fissa nel caso in cui l'ingresso è un rumore bianco. È importante tener pre- 
sente che per i filtri in virgola fissa i rapporti rumore-segnale sono stati 
calcolati nell'ipotesi che i segnali di ingresso siano i più grandi possibili. 
Se il livello del segnale di ingresso diminuisce, il rapporto rumore-segn*ite 
aumenta, in quanto la varianza del rumore di uscita è indipendente dal 
livello del segnale di ingresso. Per l’aritmetica in virgola mobile, d'altra 
parte, la varianza del rumore di uscita è proporzionale alla varianza del 
segnale di uscita, e pertanto, se il livello dell’ingresso è modificato in su 
o in giù, la stessa cosa avviene per il rumore di arrotondamento. Î anche 
importante osservare che, nel confronto appena discusso, è implicita l'ipe 
tesi che la mantissa in virgola mobile sia uguale in lunghezza all'intera 
parola in virgola fissa e non si tiene pertanto conto dei bit in più neces 
sari per la caratteristica. 


Come per il caso della virgola fissa, l’analisi dei sistemi di ordine più 
elevato diventa molto complicata. Il rumore di quantizzazione dipende 
dai parametri del sistema e dalla struttura usata per realizzarlo. In gene 
rale, i commenti fatti alla fine del par. 9.3.2 si applicano anche alle re® 
lizzazioni dei filtri numerici in virgola mobile. Tuttavia, poiché con l'art 
metica in virgola mobile non si hanno praticamente problemi di dinam!<® 
di segnale, le realizzazioni con struttura in cascata non sono probabilmente 
troppo sensibili all'ordinamento dei poli e degli zeri. 
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9.4 EFFETTI DELLA LUNGHEZZA FINITA DEI REGISTRI NELLE REALIZZAZIO- 
NI DI FILTRI NUMERICI FIR 


Il tipo di analisi sviluppato nel paragrafo precedente può anche essere 
applicato allo studio degli effetti della quantizzazione nei filtri numerici 
FIR. Per certi riguardi questa analisi è più semplice di quella dei filtri IIR, 
Per esempio, non ci sono effetti di ciclo limite quando si usano realizza- 
zioni non ricorsive, come quelle in forma diretta o in cascata, in quanto 
tali strutture non hanno reazione. Se la risposta all'impulso è lunga N 
campioni, l’uscita di un filtro FIR realizzato in forma diretta o in cascata 
deve annullarsi dopo che l'ingresso è stato zero per N campioni consecu- 
tivi. AI contrario, le realizzazioni ricorsive dei sistemi FIR, quali la strut- 
tura a campionamento in frequenza, sono soggette ai problemi discussi nel 
par. 9.3, e in particolare l'analisi dei sistemi del secondo ordine si applica 
alla forma del campionamento in frequenza [19]. 

La dinamica del segnale e il rumore di arrotondamento sono impor- 
tanti per i sistemi FIR proprio come lo sono per i sistemi IIR. In questo 
paragrafo esamineremo alcuni dei problemi che ne derivano per realizza. 
zioni in virgola fissa e in virgola mobile, sia per la forma diretta che per 
la forma in cascata. 


9.4.1 Analisi statistica della quantizzazione pelle realizzazioni in virgola 
fissa di filtri numerici FIR 


Si consideri un filtro lineare invariante alla traslazione con risposta 
all'impulso #(n), diversa da zero solo per 0 < n & N — 1. La realizzazione 
in forma diretta di tale sistema è il calcolo diretto della somma di con- 
voluzione 


N-1 
y(n) = x h(k)x(n va k) 


Il grafo di flusso per la realizzazione in forma diretta è mostrato nella 
fig. 9.12(a). La fig. 9.12(b) mostra la stessa struttura con in più le sorgenti 
di rumore sommate in modo da render conto degli effetti di arrotonda- 
mento dei prodotti /(k) x(n —K). È applicato inoltre all'ingresso un pua- 
dagno costante A allo scopo di evitare la saturazione. Come prima, assu- 
miamo che: 


1. Le sorgenti ex(n) siano rumori bianchi. 


2. Gli errori siano uniformemente distribuiti su un intervallo di quan- 
tizzazione. 


3. Le sorgenti di errore siano scorrelate l'una con l’altra e con l'in- 
gresso. 
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w(n) = y(n) + f(n) 


Fig. 9.12 Realizzazione in forma diretta di un sistema FIR: (a) sistema lineare ideale; (b) mo- 
dello statistico per rumore di arrotondamento in virgola fissa 


Poniamo innanzitutto A = 1. Dalla fig. 9.12(b) risulta chiaro che 
ogni sorgente di rumore si somma direttamente all’uscita, e perciò il ru- 
more di uscita è 

N-1 
S(n)= Xen) 
xK=0 
Poiché le sorgenti di rumore sono per ipotesi indipendenti, la varianza del 
rumore di uscita è (per l'arrotondamento) 


- e la media è zero. Si osservi che per la forma diretta, il livello di rumore 
in uscita è indipendente dai parametri del filtro in quanto il rumore non 
viene elaborato affatto dal sistema. Si noti ancora che il rumore è pro- 
porzionale ad N, la lunghezza della sequenza risposta al campione unitario. 

La limitazione di dinamica propria dell’aritmetica in virgola fissa 
impone variazioni di scala in ingresso in modo che non si abbia satura 
zione. Abbiamo visto [ v. la (9.25) ] che una limitazione superiore sull'uscita 
di un sistema lineare invariante alla traslazione è 


ODI <xmx S [hO] 


Ne-0 

dove xmm è la massima ampiezza del segnale di ingresso. Per garantire che 
non si abbia saturazione deve essere |y(m)| < 1 per tutti gli n. Ciò implica 

che il guadagno in ingresso deve soddisfare la disuguaglianza 
1 

N-1 


Xmax DI Ih(m)] 


Tale correzione di scala risulta appropriata per un segnale a larga banda, 
come il rumore bianco, ma sarebbe troppo cautelativa per un segnale 2 


A< (9.66) 
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I, N TI Hul2) 


(b) 


Ò Ò Ò 
ey(n) e>(n) egy(n) 
Fig. 9.13 Realizzazione in cascata di un sistema FIR: (a) sistema lineare Ideale; (b) modello 
statistico per rumore di arrotondamento in virgola fissa 


banda stretta, quale una sinusoide. In quest’ultimo caso abbiamo visto che 
l'ingresso dovrebbe essere modificato in relazione al picco della risposta 
in frequenza del sistema. Pertanto una scelta alternativa del coefficiente di 
scala dell'ingresso è 


A< ceea-+; (9.67) 


Xmax * Max [|H(e'®)|] 
o56Sr 


Occorre osservare (v. probl. 2 di questo capitolo) che con l’'aritmetica in 
complemento a due, quando vengono sommati insieme, come in fig. 9.12, 
più di due numeri, se il risultato ideale della somma è minore di uno, 
allora possono verificarsi saturazioni nel calcolo delle somme parziali, otte- 
nendo tuttavia il risultato finale giusto, La correzione di scala indicata dalla 
(9.66) garantirà comunque uscite corrette per le realizzazioni dei sistemi 
in forma diretta (eccetto, ovviamente, che per il rumore di arrotonda- 
mento). 

Un filtro numerico FIR può anche essere realizzato con una cascata 
di sezioni del secondo ordine come nella fig. 9.13(a), dove ogni sezione del 
secondo ordine Hx(z) è realizzata in forma diretta come in fig. 9.12(a). 
Assumiamo per comodità che N sia dispari per cui M=(N—1)/2. Poiché 
ogni sezione del secondo ordine ha in uscita tre sorgenti di rumore bianco 
indipendenti, gli effetti della quantizzazione possono essere rappresentati 
come nella fig. 9.13(b), dove ogni sorgente e;(n) ha varianza 3(27?"/12) = 
= 2/4. In tal caso una data sorgente di rumore ex(n) è filtrata dalle 
sezioni successive, così che la varianza del rumore in uscita dipenderà dal- 
l'ordine delle sezioni del secondo ordine nella catena. Se indichiamo con 
8:(n) la risposta all'impulso dalla sorgente di rumore e;(n) all'uscita, pos- 
siamo scrivere 


gd N-2i 
o= = pi fm) (9.68) 
4 ne0 
e la varianza del rumore totale in uscita è 


M g_2b/ M N-2i 
o= bJ o,= ( s e) (9.69) 


4 \te1 n=0 
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Nella struttura in cascata, affinché l’uscita finale sia corretta è ne- 
cessario che non si abbia saturazione all'uscita di una qualunque sezione 
del secondo ordine. Pertanto è necessario introdurre una correzione di 
scala all'ingresso di ciascuna sezione. Ciò si fa come si è detto prima per 
la realizzazione generale in forma diretta. 

Dalle (9.68) e (9.69) è chiaro che il rumore di uscita dipende dal- 
l’ordine delle sezioni. Con M sezioni si hanno M! possibili ordinamenti, 
per cui per M grande una ricerca esaustiva non è affatto pratica. Tuttavia, 
sulla base di misure sperimentali su filtri di ordine basso, Chan e Rabiner 
[20, 21, 22] hanno trovato che la maggior parte degli ordinamenti hanno 
proprietà di rumore ragionevolmente buone e hanno fornito un algoritmo 
di ricerca di un buon ordinamento. I loro risultati indicano che un buon 
ordinamento è uno per il quale la risposta in frequenza da ogni sorgente 
di rumore all'uscita è relativamente piatta e dotata di un basso picco di 
guadagno. 


9.4.2 Analisi statistica degli effetti della quantizzazione nelle realizzazioni 
in virgola mobile di filtri numerici FIR 


L'uso dell’aritmetica in virgola mobile può eliminare di fatto ogni 
preoccupazione per la dinamica del segnale nella realizzazione dei filtri 
numerici FIR, È questo un approccio particolarmente conveniente quan- 
do un filtro va realizzato come un programma per un calcolatore di uso 
generale, dove l’attenzione è maggiormente rivolta alla facilità di program. 
mazione piuttosto che alla velocità di calcolo. Tuttavia, spesso la maggio 
re complessità dell’aritmetica in virgola mobile non trova giustificazione 
nelle realizzazioni circuitali « special purpose » dove la maggiore preoccu- 
pazione è l’economicità, 

Si consideri la realizzazione in forma diretta di un sistema FIR come 
rappresentato nella fig. 9.14(a). La fig. 9.14(b) rappresenta il sistema ri- 


"9 1 1 2°! ari ="! 


z 


h(N-2){h(N-1) (a) 


I+eoiN]1+e,(n) f1+e(n) 


Emo) teme 1+ mut,1m "*N- n 
w(n) = y(n) + f(n)O 


Fig. 9.14 Realizzazione in forma diretta di un sistema FIR: (a) sistema lineare ideale; (b) 
dello statistico per rumore di arrotondamento in virgola mobile 
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sultante dall’uso dell’aritmetica in virgola mobile con precisione finita. 
I coefficienti tempo-varianti [1 + ex(n)] e [1 + ma(n)] rappresentano gli 
effetti dell’arrotondamento rispettivamente dei prodotti e delle somme in 
virgola mobile. Come in precedenza, si fa l'ipotesi che gli ex(n) e gli nx(n) 
siano sequenze rumore bianco, indipendenti e uniformemente distribuite. 
In questo caso il modello di sistema tempo-variante comporta un insieme 
più compatto di equazioni rispetto a un modello tempo-invariante con 
sorgenti di rumore additivo. La nostra analisi in questo paragrafo è simile 
a quella di Liu e Kaneko [16], i quali hanno sviluppato con un modello 
di questo genere un’analisi generale dei sistemi IIR in forma diretta. 


Dalla fig. 9.14 possiamo esprimere l'uscita w(n) come 
N-1 
w(n) = (1 + e0(n)) Il (1 + n,()A(0)x(n) 


N- 
+ (1+ 5(n)) II ( +af he — D+. 


+(1+ e) TT 0 4a (Mik + 07 
+ (1+ eyci(M)(1 + nys(M)AON — 1)x(n — N + 1) 
A K)h(k)x(n — k) i 
dove n 
A(n, 0) = (1 + co(n)) Ia + n.1) (9.706) 
Ah = (+ MT (+), 70 0709 


Se assumiamo che sia w(n) = y(n) + f(n), allora dalla (9.70a) segue che 
N-1 

f(n) = X [An A) 1iMMx(n — k) (9.71) 
ke0 

Si può far vedere che la quantità [A(n, K) —1] ha media nulla, così che 


il rumore di uscita ha media nulla. L'espressione generale per la varianza 
del rumore di uscita è perciò 


9 = E[f"n)] 


N-1 N-1 
mu e[S ZA. h) D(A(n, 1) > D)x(n > kK)x(n > DIO) (9.12) 


N-1 N-1 
a I ETCA(n, k) — D(A(N, D — DIMKINPz(! — k) 
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Se l'ingresso è un segnale casuale con lo spettro di potenza piatto e va- 
rianza 0°, allora la (9.72) diventa 
N-1 
o; = 0% , h'(K)EIA(n, k) — 1°] 
er: (9.73) 
“= 0% X hK{ELA"n, k)] — 1} 
k0 


Dalle (9.70b) e (9.70c) e le ipotesi fatte sulle quantità x(n) e ny(n) rica 
viamo 


E[A*n, 0)] = (i + I (9.74a) 


2-8 N+1-k 
E[A%n, k)] = (i + 2) ,  k#0 (9.746) 


Osserviamo che usando la (9.74b) per k = 0 si commette solo un errore 
piuttosto piccole. Inoltre, poiché 2-??/3«1 in qualsiasi ragionevole situa- 
zione, è possibile esprimere la (9.74b) usando un'approssimazione bino- 


miale come 
—2b 


E[A*(n, kh] =1+(N+1— %) . (9.75) 
Pertanto 0)’ diventa 
o=(N+ DE a Sd(I LL ) (9.76) 
3 a — N+1 i 


Dalla (9.76) si possono ricavare numerose conclusioni. Innanzitutto 
risulta chiaro che la potenza di rumore in uscita è (come per il caso in 
virgola fissa) proporzionale ad N, Secondariamente, osserviamo che 


II = sii di 
"eo N*1} * 


per cui il rapporto rumore-segnale in uscita per un ingresso con spettro 
piatto è limitato secondo la diseguaglianza 

oì -2% 

L<(N+ 

Gi 3 
Infine, ricordiamo dalla fig. 9.14(b) che si calcolavano i prodotti accumu- 
lando le somme in ordine di & crescente. È anche chiaro dalla (9.76) che i 
prodotti che si formano per primi sono quelli che risultano più fortemente 
pesati dal fattore (1 —K/(N + 1)). Ne deriva che la minima varianza del 
rumore di uscita si ottiene quando la risposta all'impulso soddisfa la 
relazione 


(9.77) 


I(O)] < |A(DI <... <JA(N — DI 


Generalmente questa relazione non è soddisfatta. Tuttavia, se i prodotti 
vengono sommati in ordine di valore assoluto crescente della risposta al- 
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l'impulso, possiamo aspettarci di ottenere il più piccolo errore medio pus- 
sibile in una realizzazione in virgola mobile. Ciò contrasta con il caso 
delle realizzazioni in virgola fissa, dove l’errore è indipendente dall'ordine 
delle addizioni. L’effettuare le moltiplicazioni e le somme parziali in ordine 
non sequenziale comporta generalmente ulteriore complessità di « soft- 
ware » 0 di« hardware »; tuttavia ne può valer la pena quando viene ri- 
chiesta la massima precisione possibile. Esistono anche altri ordinamenti 
possibili che pure riducono il rumore di uscita (si veda il probl. 18 alla 
fine di questo capitolo). 


9.5. EFFETTI DELLA LUNGHEZZA FINITA DEI REGISTRI NEI CALCOLI DELLA 
TRASFORMATA DI FOURIER DISCRETA 


È importante capire gli effetti della lunghezza finita dei registri nei 
calcoli della trasformata di Fourier discreta, essendo questa ampiamente 
usata in pratica nel filtraggio numerico e nell'analisi spettrale. Come per 
il caso dei filtri numerici, tuttavia, un'analisi precisa di quegli effetti è 
difficile, e ci si limita pertanto ad analisi semplificate, spesso sufficienti per 
decidere la lunghezza di registro da usare nei calcoli della DFT. L'analisi 
che presenteremo è di tipo simile a quelle svolte nei precedenti paragrafi. 
In particolare, analizzeremo l’effetto dell’arrotondamento per mezzo di sor- 
genti di rumore additivo poste in tutti quei punti dell'algoritmo di calcolo 
dove si verifica l'arrotondamento. Faremo inoltre‘un certo numero di ipo- 
tesi per semplificare l’analisi. I risultati che se ne ricavano dànno luopo a 
delle regole semplificate ma utili per gli accorgimenti da adottare nel cal- 
colo della DFT rispetto agli effetti considerati. L'analisi che segue riguarda 
essenzialmente gli effetti dell'arrotondamento, ma, come per l'analisi del. 
l'errore da arrotondamento nei filtri numerici, i risultati possono general 
mente essere modificati per il caso del troncamento in complemento a due 
con l’aritmetica in virgola fissa, e per il troncamento in complemento a uno 
0 in modulo e segno con l'aritmetica in virgola mobile. 

Nel cap. 6 abbiamo visto che esistono diversi modi di effettuare il 
calcolo della DFT. In questo paragrafo considereremo innanzitutto gli er- 
rori nel calcolo diretto della DFT, e illustreremo poi gli effetti dell’arro- 
tondamento in una classe particolare di algoritmi di FFT. 


9.5.1 Analisi della quantizzazione nel calcolo della DFT 


La trasformata di Fourier discreta è definita dall'espressione 
N-1 
X(kK)=YxMWY, kiedo, N-1 (9.78) 
ne0 
dove Wy = ev/@YNE, Benché la (9.78) sia generalmente calcolata me- 
diante uno di quegli algoritmi che vanno sotto il nome di trasformata di 
Fourier veloce (FFT), esistono diverse situazioni in cui risulta più conve- 
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niente accumulare direttamente i prodotti della (9.78); ciò, per esempio, 
si verifica quando si vuole conoscere la DFT solo per alcuni valori di &. 
L’analisi di questo procedimento di calcolo è piuttosto semplice e serve 
come introduzione allo studio degli effetti della quantizzazione nei calcoli 
della DFT, 

Osserviamo che pèr un dato valore di k, la (9.78) è del tutto analoga 
alla somma di convoluzione 


N-1 
Mm = pa h(k)x(n — k) 


che è stata la base per lo sviluppo dell’analisi nel precedente paragrafo. 
In questo caso le quantità W° giocano il ruolo di risposta all'impulso, 
X(k) gioca il ruolo dell'uscita, e x(n) è l'ingresso. Si noti che tutte queste 
quantità sono generalmente complesse. Pertanto, per il calcolo diretto della 
DFT, si può usare un’analisi simile a quella del par. 9.4, tenendo presente 
che gli errori, in questo caso, sono delle sequenze complesse. 

Per l'aritmetica in virgola fissa, un modo di effettuare il calcolo diretto 
di X(K) è rappresentato dal grafo di flusso della fig. 9.15. Nella figura, 
e(0, k) 


x(N-1)o-— 0 
X (k) = X(k) + F(k) 


Fig. 9.15 priglA errati per il rumore di arrotondamento in virgola fissa nel calcolo 
olla 


X‘(k) rappresenta il risultato del calcolo della DFT con precisione finita. 
ed F(K) rappresenta l'errore nel calcolo del k.mo valore. Le quantità com- 
plesse e(n, k) stanno a indicare gli errori dovuti all'arrotondamento dei 
prodotti x(mMWX" . Si può vedere che questi errori complessi si sommano 
direttamente all'uscita, così che 


N-1 
F(k) = Y e(n, k) (9.79) 
ne0 
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Il prodotto x(n)WX" è 


x(n)W$' = Re [x(n)] cos n kn) + Im [x(n)] sin (È kn) 


na iftm [x(n)] cos (> kn) — Re [x(n)] sin Do kn)] 


Con l’aritmetica in virgola fissa a precisione finita, i prodotti complessi ar- 
rotondati possono essere rappresentati come 


Q[x(n)W*"] = Re [x(n)] cos (2 kn) +ata, bi 
+ Im [x(n)] sin fr kn) + en, k) 
+ j Im [x(n)] cos - kn) + eg(n, k) 


— j Re [x(n)] sin = kn) + en, k) 


E cioè, ogni moltiplicazione reale contribuisce per un errore di arroton- 
damento 5. Per calcolare la varianza dell'errore in X‘(k), dobbiamo fare 
una serie di ipotesi sugli errori. Più precisamente, assumeremo che gli 
errori dovuti ad ogni singola moltiplicazione reale abbiano le seguenti 
proprietà: . 
1. Gli errori sono variabili aleatorie uniformemente distribuite tra 
i valori — 1 + 2” e 1 - 2°”. Perciò, ogni sorgente di errore ha 
varianza 27?*/12. 
2. Gli errori sono scorrelati l'uno con l'altro. 
3. Tutti gli errori sono scorrelati con l'ingresso e di conseguenza 
con l'uscita. 
La media dell'errore dovuto all'arrotondamento di una moltiplica- 


zione complessa è zero, Fssendo il modulo al quadrato dell'errore com- 
plesso e(n,k) pari a 


le(n, I° = [e(n, £) + e2g(0, 0} + [e(1, £) + en, K)}? 
il valore medio di |e(n, k)|? è 


Ells(n, b)l']=4-—==-2® (9.80) 
La media del modulo al quadrato dell'errore di uscita è 


N-1 N 
EIF(A)"] = 2 Elle(n, KI] = Pi là (9.81) 


* Si noti che abbiamo fatto l'ipotesi che i coefficienti win siano rappresentati 
esattamente. L'effetto della quantizzazione di questi coefficienti sarà discusso nel 
par. 9.5.3. 
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Come nel caso della realizzazione in forma diretta di un filtro FIR, il 
rumore di uscita è propbrzionale ad N‘. 

Come per la realizzazione in forma diretta e in virgola fissa di un 
filtro FIR, il calcolo diretto della DFT è soggetto a limitazioni nella dina- 
mica della sequenza da trasformare. Dalla (9.78) vediamo che 


x 


N-1 
XK] sZ lm] <N 


Affinché non si abbia saturazione occorre che sia |X(K)| < 1. Ciò è assi- 
curato se 
N-1 


Yx(mMl <1 (9,82) 


n=e0 


Pertanto, nel caso peggiore, potrà essere necessario dividere l’ingresso per 
N per evitare la saturazione. Per esempio, la sequenza x(n) = 1, per 
O0<n<N_-1, ha la trasformata di Fourier discreta 


N, e=0 
0, altrove 


D'altra parte |X(k)| può essere inferiore ad uno anche se la (9.82) non 
è soddisfatta, il che implica che la condizione (9.82) è sufficiente ma non 
necessaria affinché non si abbia saturazione. 


X(k) = 


Esistono diverse soluzioni al problema della dinamica, Si può divi- 
dere l'ingresso per N, aumentando in tal modo il rapporto rumore-segnale 
all'uscita. Si può usare uno schema di virgola mobile a blocchi dove si 
effettua la divisione per due tutte le volte che si ha una saturazione. 
Si può usare l’aritmetica in virgola mobile, nel qual caso la saturazione 
è virtualmente eliminata. Tutte queste possibilità saranno esaminate in det- 
taglio per una classe di algoritmi di FFT. In aggiunta, faremo anche qual- 
che osservazione sull'errore introdotto dalla quantizzazione dei valori dei 
coefficienti. 


9.5.2 Analisi degli effetti della quantizzazione negli algoritmi in virgola 
fissa [23] 


Esistono numerosi algoritmi di FFT, e gli effetti della quantizzazione 
dipendono dallo specifico algoritmo usato. Quelli più comunemente adot- 
tati sono gli algoritmi basati sulla radice due, per i quali la dimensione 
della trasformata che viene calcolata è una potenza intera di due, Per la 
sun quasi totalità, la discussione che segue è imperniata sulla forma della 
decimazione nel tempo dell'algoritmo basato sulla radice due. 1 risultati, 
tuttavia, sono applicabili con poche modifiche alla forma della decimazio- 


‘ Si noti che la (9.81) è una stima in eccesso in quanto alcune delle moltiplica 
zioni (per es. per W$) possono essere fatte senza errore. 
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x(0) © X(0) 
x(4) © X(1) 
x(2) X(2) 
x(6) © X(3) 
x(1) ; a p - dò _X(4) 
x(5) a HA X(5) 
x(3) /\ X(6) 


Fig. 9.16 Grafo di flusso per l'algoritmo di FFT di decimazione nel tompo 


ne in frequenza, Inoltre, la maggior parte dei goncetti utilizzati per l'ana- 
lisi degli errori nel caso degli algoritmi basati sulla radice due sono uti- 
lizzabili anche per altri algoritmi. 


Gli algoritmi di FFT servono a calcolare X(k), la DFT di una sequenza 
finita x(n), definita come nella (9.78). Nella fig. 9.16 è rappresentato il 
grafo di flusso di un algoritmo di decimazione nel tempo per N = 8 = 2° 
(una realizzazione di questa particolare forma dell’algoritmo è stata usata 
per il lavoro sperimentale al quale si è fatto cenno in precedenza). Esistono 
in questo schema alcuni aspetti chiave che, come ci ricordiamo dal cap. 6, 
sono comuni a tutti gli algoritmi standard basati sulla radice due. La DFT 
è calcolata in v = log:N stadi. Ad ogni stadio si forma un nuovo insieme 
ordinato di N numeri per mezzo di una combinazione lineare degli elementi 
dell'insieme precedente presi due alla volta. L'insieme v.mo contiene la 
DFT desiderata. Il calcolo numerico di base opera su di una coppia di 
numeri dell'insieme m.mo per produrre una coppia di numeri dell'insieme 
(Mm + 1).mo. Questo calcolo base, chiamato farfalla, è 


X myx(P) ” Xm(P) esi AX m(4) 
X mya(9) sz Xm(P) sn WXX mld) 


Qui gli indici m ed (m + 1) si riferiscono agli insiemi m.mo ed (m + 1).mo 
rispettivamente, e p e q denotano la posizione dei numeri in ogni insieme 
(si noti che m=0 si riferisce all'insieme di ingresso ed m=v si riferi- 


(9.83) 
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Xim(p) Xm + 1(p) 


‘+ Wi 


Xim(g) Xm+1(0) 


=1 
Fig. 9.17 Calcolo della farfalla per la decimazione nel tempo. 


sce all'insieme di uscita). Un grafo di flusso rappresentante il calcolo della 
farfalla è disegnato nella fig. 9.17. 


La forma del calcolo della farfalla è un po’ diversa per l'algoritmo 
di decimazione in frequenza (sempre con radice due) dove il calcolo base è 


X mi(P) ca Xm(P) SE Xm(9) 
X m+1(9) = [X m(P) — Xm(D]WN 


Ad ogni stadio si effettuano, per produrre l'insieme successivo, N/2 cal- 
coli separati di farfalle. L'intero r varia con p, q ed m in un modo che 
dipende dalla forma specifica dell’algoritmo FFT che viene usato. Fortuna- 
tamente, la nostra analisi non è legata al modo particolare in cui varia r. 
Anche la relazione specifica fra p, q ed m, che determina il modo in cui 
vanno sistemati gli indici nell’ambito dell’m.mo insieme, non è importante 
ni fini della nostra analisi, Nei due casi della decimazione nel tempo e della 
decimazione in frequenza i dettagli dell'analisi differiscono alquanto, a 
causa delle diverse forme della farfalla, ma i risultati fondamentali non 
cambiano in modo significativo. L'analisi che ora noi faremo sarà basata 
"su di una farfalla di forma corrispondente alla (9.83) e cioè alla decima- 
zione nel tempo. 


(9.84) 


Modelleremo il rumore di arrotondamento associando un generatore 
di rumore additivo ad ogni moltiplicazione in virgola fissa. Con questo 
modello la farfalla di fig. 9.17 viene sostituita, onde poter analizzare gli 
effetti del rumore di arrotondamento, con quella di fig. 9.18. Con la nota- 
zione e(m,q) abbiamo esplicitamente voluto indicare il fatto che questa 
quantità rappresenta un errore complesso introdotto nel calcolo dell’insie- 


Xm (p) Xm+1(p) 


Wi 
Xn(a) = Xm+ 1(9) 
e(m, q) 
Fig. 9.18 Modello statistico per Il rumore di arrotondamento in virgola fissa in un calcolo 
di farfalla per la decimazione nel tempo 
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me (m + 1).mo a partire dall'insieme m.mo e dovuto precisamente alla 
moltiplicazione per un coefficiente complesso del g.mo elemento dell’in- 
sieme m.mo. 

Poiché assumeremo che in generale l'ingresso alla FFT è una se- 
quenza complessa, ogni moltiplicazione risulta complessa e pertanto con- 
siste, in effetti, di quattro moltiplicazioni reali, esattamente allo stesso modo 
che si è visto nel paragrafo precedente. Faremo inoltre le consuete ipotesi: 


1. Il rumore di arrotondamento dovuto ad ogni moltiplicazione reale 
è uniformemente distribuito in ampiezza tra —0,5 27 e 
0.5 + 2-* e pertanto ha una varianza pari a o? = (1/12) - 27”. 

2. Tutte le sorgenti di rumore dovute a ciascuna moltiplicazione 
reale sono scorrelate l'una con l’altra. Pertanto, per ogni moltipli- 
cazione complessa le quattro componenti di rumore sono scorre- 
late l’una con l’altra e sono anche scorrelate con le altre compo- 
nenti di rumore associate alle altre moltiplicazioni complesse. 


3. Tutte le sorgenti di rumore sono scorrelate con l’ingresso e di 
conseguenza anche con i risultati dei calcoli di ogni insieme o 
stadio. 


Poiché le quattro sequenze di rumore sono a media nulla e scorrelate 
tra loro, e hanno la stessa varianza, si ha, come nella (9.80), 


E[le(m, g)|?} = " 5 ig (9.85) 
Indicheremo questa varianza con 0%. Per calcolare il valore quadratico 
medio del rumore in ogni nodo di uscita, dobbiamo tener conto del contri- 
buto di ogni sorgente di rumore che si propaga fino a quel nodo. Dal grafo 
di flusso della fig. 9.16 possiamo trarre le seguenti osservazioni: 


1. La funzione di trasferimento da ogni nodo del grafo di flusso a 
ogni altro nodo cui è connesso, è la moltiplicazione per una co- 
stante complessa di ampiezza uno (in quanto il coefficiente di tra- 
smissione in ogni ramo è o uno o una potenza intera di Wy). 

2. Ogni nodo di uscita è connesso nel grafo di flusso a 7 = (N —1) 
farfalle. La fig. 9.19(a) mostra, per esempio, il grafo di flusso una 
volta climinate tutte le farfalle che non sono connesse a X(0), e 
la fig. 9.19(b) mostra la stessa cosa rispetto a X(2). 


Le osservazioni fatte sopra si possono generalizzare al caso in cui N 
è una potenza arbitraria di 2. 


Come conseguenza della prima osservazione si ha che il valore qua- 
dratico medio dell’ampiezza della componente del rumore di uscita dovuta 
ad ogni sorgente elementare di rumore è lo stesso ed è uguale a oi. Il ru- 
more totale ad ogni nodo di uscita è dato dai contributi di rumore che si 
propagano fino a quel nodo. Avendo assunto che tutte le sorgenti di rumore 
sono scorrelate, il valore quadratico medio dell'ampiezza del rumore di 


x(2) 


i (b) 
Fig. 9.19 (a) Farfalle che influiscono su X(0); (b) farfalle che influiscono su X(2). 


uscita è uguale a 0% moltiplicato il numero delle sorgenti di rumore che 
si propagano fino a quel nodo. Per ogni farfalla si introduce al più una 
sorgente di rumore complesso; di conseguenza, in base alla osservazione 
no.2 fatta sopra, si propagano fino ad ogni nodo di uscita al più (N —1) 
sorgenti di rumore. In realtà, non tutte le farfalle generano rumore di 
arrotondamento, poiché alcune (per esempio tutte quelle nel primo e nel 
secondo stadio) comportano solo moltiplicazioni per uno. Se assumiamo, 
tuttavia, che l'arrotondamento si effettui in ogni farfalla, potremo consi- 
derare il risultato come un limite superiore per il rumore di uscita. Per- 
tanto, con questa ipotesi, il valore quadratico medio del rumore di uscita 
Fk), in corrispondenza del k.mo valore della DET, è dato da 


ETIF(K)I"] = (N — 1)ok (9.86) 
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che, per N grande, approssimeremo con 
EIIF(K)]"] = Nog (9.87) 


Secondo questo risultato, il valore quadratico medio del rumore di uscita 
è proporzionale ad N, il numero dei punti trasformati. Raddoppiare N, o 
aggiungere un altro stadio nella FFT, ha l’effetto di raddoppiare il valore 
quadratico medio del rumore di uscita. Nel probl. 9.19 considereremo il 
modo in cui si modifica questo risultato quando non si inseriscono le 
sorgenti di rumore per quelle farfalle che comportano soltanto la moltipli- 
cazione per uno o per |. 


Nel realizzare un algoritmo di FFT in virgola fissa occorre prendere 
misure nei confronti della saturazione. Dalla (9.83) segue che (v. probl. 2 
del cap. 6) 


MAX (1A m(D IX m(I) = MAX (DX m4a(PII IX mis (9)1) (9.88) 


ed anche che 


MAX (1X m41(P)l XE m41(0) = 2 MAX (DX m(P)I IX m(DI) (9.89) 


La (9.88) implica che il modulo massimo è non decrescente da stadio a 
stadio, così che, se il valore assoluto dell’uscita della FFT è minore di uno, 
allora il valore assoluto dei valori in ogni insieme o stadio deve essere 
minore di uno”; vale a dire che non si avrà saturazione in nessuno degli 
insiemi. 

Per esprimere questa condizione con una' limitazione sulla sequenza 
di ingresso, ricorderemo dal paragrafo precedente che la condizione 


bl <t, 0sn<N-1 (0.90) 


è sia necessaria che sufficiente per garantire che 
IX()<1, O0<gsKk<N-1 


Pertanto la (9.90) è sufficiente per garantire che non si abbia saturazione 
in ciascuno stadio dell'algoritmo. 


Per ottenere un'espressione esplicita per il raporto rumore-segnale 
all'uscita dell’algoritmo di FFT, tenendo conto al tempo stesso del controllo 
di scala richiesto, si consideri un ingresso per il quale valori successivi della 
sequenza siano scorrelati, e cioè un segnale di ingresso bianco. Si assuma 
inoltre che le parti reale ed immaginaria della sequenza di ingresso siano 
scorrelate e che ciascuna di esse abbia una densità di probabilità uniforme 
tra —1/(V2N) e +1/(V2 N). Notare che questo segnale soddisfa la 


* In realtà si dovrebbe considerare la saturazione in termini di parte reale e 
parte immaginaria dei dati, piuttosto che in termini di modulo, Tuttavia, |x| < 1 
Implica [Ret)] < 1 e |Im(x)] < 1, mentre è itato verifiento che controllando la realta 
sulla base delle parti Re e Im si otterrebbe solo un leggero aumento del livello accetta. 
bile di segnale. 
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(9.90). In tal caso il valore singing medio della sequenza complessa 
di ingresso è ‘N 


Ellxm}]= = = 0% (9.91) 
La DFT della sequenza di ingresso è 
N-1 
X(k) = Y x(mWw*" 
ne0 
da cui si può dimostrare che, sotto le <p di prima sull’ingresso, 


E[IX(k)"] = x Nu Ual 


(9.92) 
= No = 
-— 
Mettendo insieme la (9.87) e la (9.92) otteniamo 
EIF(A)?] 22 2-20 
nn n IN = N22 9.93) 
E[1X(K)|?] si 1 


Pertanto, stando a questo risultato, il rapporto rumore-segnale è propor- 
zionale a N°. Essendo o proporzionale a 2”, la (9.93) implica che il 
rapporto rumore-segnale cresce come N° oppure di un bit per stadio: vale 
a dire che, se N raddoppia, il che corrisponde ad aggiungere uno stadio 
alla FFT, allora, per mantenere lo stesso rapporto rumore-segnale, occorre 
aggiungere un bit alla lunghezza dei registri. L'ipotesi di un segnale di 
ingresso bianco non è critica a questo riguardo. Per una quantità di altri 
ingressi, infatti, il rapporto rumore-segnale è ancora proporizonale ad N° 
e cambia solo la costante di proporzionalità. 


La (9.89) suggerisce un procedimento alternativo per la correzione 
di scala. Poiché il valore assoluto massimo aumenta da stadio a stadio di 
non più di un fattore due, si può evitare la saturazione imponendo che 
sia |x(n)| < 1 e inserendo un fattore di attenuazione di 1/2 all’inizio di 
ogni stadio. In tal caso l'uscita non sarà la DFT definita dalla (9.78), ma 
1/N volte questa DFT., Se da un lato il valore quadratico medio del se- 
gnale di uscita sarà 1/N? volte più piccolo, dall’altro l'ampiezza dell'in- 
gresso potrà essere N volte maggiore senza causare saturazione. Pertanto 
l'ampiezza di uscita massima che si può raggiungere (per un ingresso bian- 
co) è la stessa di prima, Tuttavia, il livello del rumore in uscita sarà molto 
minore che nella (9.87), in quanto il rumore introdotto nei primi stadi 
della FFT sarà attenuato dalla correzione di scala che ha luogo negli stadi 
successivi. In particolare, con la correzione di scala di 1/2 introdotta al- 
l'ingresso di ogni farfalla, lo schema della fig. 9.18 viene modificato in 
quello della fig. 9.20, dove, si noti, ci sono ora due sorgenti di rumore 
associate ad ogni farfalla. Come in precedenza, assumiamo che le parti 
reale ed immaginaria di queste sorgenti di rumore siano scorrelate tra loro 
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Xm(p) Xm+a(P). 


Xm+1(0) 


Fig. 9.20 Schema di farfalla contenente i moltiplicatori per la correzione di scala con asso- 
ciato rumore di arrotondamento in virgola fissa. 


e con le altre sorgenti di rumore, e che le parti reale ed immaginaria siano 
uniformemente distribuite tra — 14 +27° e 4146-27”. Pertanto, come prima, 


Elle(m, )}?] = oh = 427° = Elle(m, p)l°}] 


Essendo le sorgenti di rumore tutte scorrelate, il valore quadratico medio 
del modulo del rumore in ogni nodo di uscita è ancora la somma dei con- 
tributi di ciascuna sorgente di rumore nel grafo di flusso. Tuttavia, al con- 
trario del caso precedente, l’attenuazione cui va incontro ogni sorgente di 
rumore attraverso il grafo di flusso dipende dal particolare stadio di ori- 
gine. Una sorgente di rumore che ha origine all'uscita dello stadio m.mo 
si propaga fino all'uscita moltiplicandosi per una costante complessa di 
modulo (4)*-"-'. Dall'esame della fig. 9.16 si deduce che, per il caso 
N = 8, ogni nodo di uscita si connette a 


1 farfalla con origine allo stadio (v —1).mo 
2 farfalle con origine allo stadio (v — 2).mo 
4 allo stadio (v — 3).mo, ecc. 


Per il caso generale con N = 2°, ogni nodo di uscita si connette a 
20-m-1 farfalle e perciò a 2%" sorgenti di rumore con origine al- 
l'uscita dello stadio m.mo. Pertanto, in ogni nodo di uscita il valore qua- 
dratico medio del modulo del rumore è 


v=1 
ETLF(A)I"] = af; 2°") 2 


mo 


1 


= 9A alla -2) 


a vel 
on ° 23.(3) 

Ke0 
= 


(9.94) 


Il 


dd = 4oj(1 — (3)”) 
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Per N grande assumeremo che (1/2) sia trascurabile rispetto a 1, così 
che DI 


EF] 40 =$-2-® (0.95) 


ed è quindi molto minore della varianza del rumore che si ha quando tutta 
la correzione di scala si effettua sui dati di ingresso. 

Possiamo ora utilizzare la (9.95) e la (9.92) per ottenere il rapporto 
rumore-segnale nel caso della correzione di scala stadio per stadio e con 
ingresso bianco. Si ha 


EUFOI"I _ 1a vat, — 4N-2-® 


ETIXU)I) © sa 


un risultato proporzionale ad N invece che ad N°. Un’interpretazione della 
(9.96) è che il rapporto rumore-segnale in uscita cresce come N, o di metà 
bit per stadio, come dimostrato per la prima volta da Welch [23]. È impor- 
tante osservare anche qui che l’ipotesi di segnale bianco non è essenziale 
nell'analisi. Il risultato fondamentale dell’incremento di mezzo bit per 
stadio vale per un'ampia classe di segnali, venendo a cambiare nella (9.96) 
solo la costante moltiplicativa. 

Va ancora osservato che la causa principale dell’'aumentare con N 
del rapporto rumore-segnale è la diminuzione del livello di segnale (impo- 
sta dai vincoli sulla saturazione) quando si passa da uno stadio all’altro. 
Secondo la (9.95), pochissimo rumore (solo un bit o due) è presente nello 
stadio finale, La maggior parte del rumore è stato eliminato grazie alle 
moltiplicazioni per i fattori di scala. 

La precedente discussione si è basata sull’ipotesi di calcoli svolti rigi- 
damente in virgola fissa, comportanti, cioè, solo attenuazioni prestabilite 
e non correzioni di scala basate su test di saturazione. Chiaramente, se i 
circuiti o i mezzi di programmazione disponibili sono tali da richiedere 
una rigida attuazione dei calcoli in virgola fissa, allora si dovrebbero 
possibilmente incorporare in ogni stadio i fattori di attenuazione pari 4 
1/2, anziché usare una forte attenuazione per il solo stadio di ingresso. 

Un terzo modo per evitare la saturazione è basato sull'uso della vir- 
gola mobile a blocchi. In questo procedimento l’insieme originario dei cam- 
pioni (corrispondente al primo stadio) è normalizzato all’estrema sinistra 
del registro, con la restrizione che sia }x(m)| < 1; il calcolo procede col 
sistema a virgola fissa, ma dopo ogni addizione c'è un test di saturazione. 
Se questa viene rivelata, l’intero insieme di valori di quello stadio viene 
diviso per due e il calcolo prosegue. Il numero delle divisioni necessarie 
viene contato in modo da determinare il fattore di scala o esponente per 
l'intero insieme finale di valori. Il rapporto rumore-segnale dipende forte: 
mente da quante saturazioni si verificano e da dove si verificano. Le post 
zioni e l'ordine con cui si verificano le saturazioni dipendono dal segnale 
che viene trasformato, e pertanto, al fine di analizzare il rapporto rumore 
segnale in una realizzazione di FFT in virgola mobile a blocchi, è ne 
cessaria conoscere le proprietà del segnale di ingresso. 
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Fig. 9.21 Rapporto rumore-segnale di uscita, sperimentale, per una realizzazione di FFT in 
virgola mobile a blocchi. 


Come si è già visto, è possibile trovare sia un ingresso che non ri- 
chiede affatto correzioni di scala, sia un ingreso che richiede la divisione 
per N per evitare la saturazione, Ci si può aspettare che il caso dell'ingresso 
costituito da un rumore bianco fornisca un esempio situato in qualche modo 
a metà strada fra i due estremi, e, cioè, tale per cui la correzione di scala 
non sia generalmente necessaria ad ogni stadio, Questo problema è stato 
analizzato teoricamente [19], ma l'analisi è alquanto complicata e ci limi- 
teremo pertanto a presentare dei risultati sperimentali. 

La fig. 9.21 illustra la dipendenza da N del rapporto rumore-segnale 
in uscita. Questa figura mostra i valori del rapporto rumore-segnale misu- 
rati sperimentalmente per segnali di ingresso bianchi e per trasformate in 
virgola mobile a blocchi con arrotondamento [26]. Per confronto è anche 
mostrata la curva teorica rappresentante il rapporto-rumore-segnale in vir- 
gola fissa corrispondente alla (9.96). Si può vedere che, per questo tipo 
di ingresso, la virgola mobile a blocchi consente qualche vantaggio sulla 
virgola fissa, specialmente per le trasformate più grosse. Per N = 2048 il 
rapporto rumore-segnale per la virgola mobile a blocchi è circa 1/8 rispetto 
al caso della virgola fissa, corrispondente a un miglioramento di tre bit. 

Per vedere come cambiano i risultati quando in virgola mobile a bloc- 
chi si usa il troncamento al posto dell’arrotondamento, si è fatto ricorso 
a un'indagine sperimentale [26]. 1 risultati di questo esperimento sono 
anch'essi mostrati nella fig. 9.21. I rapporti rumore-segnale sono general 
mente un poco peggiori che per il caso dell’arrotondamento. Il ritmo di 
crescita del rapporto rumore-segnale con N sembra essere pressoché lo 
Stesso che per l'arrotondamento. 
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9.5.3 Analisi degli effetti di quantizzazione negli algoritmi FFT in virgola 


| mobile \ 


L'effetto dell’arrotondamento nelle realizzazioni di FFT con l’aritme- 
tica in virgola mobile è stato analizzato teoricamente e sperimentalmente 
da Gentleman e Santle [24], Weinstein [26], e Kaneko e Liu [25]. 
Come per l’analisi degli errori di arrotondamento nell’aritmetica in virgola 
fissa, si introduce del rumore per ogni calcolo di, farfalla. Come per gli 
errori in virgola mobile nel caso dei filtri numerici, trascureremo i termini 
di errore del secondo ordine, per cui le sorgenti di rumore vengono intro- 
dotte dopo ogni moltiplicazione e addizione. Queste sorgenti di rumore si 
assumono scorrelate, e la loro varianza proporzionale alla varianza del 
segnale nel nodo. Kaneko e Liu hanno ottenuto formule dettagliate per un 
modello statistico generale del segnale di ingresso. L'analisi e i risultati 
sono tuttavia alquanto complicati, a meno che non si assuma l'ingresso 
bianco. Per questo, per indicare la natura del rumore di arrotondamento 
in una realizzazione in virgola mobile di un algoritmo di FFT, considere- 
remo soltanto il caso di segnali di ingresso bianchi. 


La fig. 9.22 rappresenta la metà superiore di un tipico calcolo di far- 


ea(m,q) 


Re[Xnt0)] Re[Xmyi(p)] +u(m,p) 


Re[X,mta)] per 1 


Im[Xmta)] 


ealm,q) 


Im [XKmet9)] + v(m,p) 


n 
Re[xyta)]o- - e 


Fia. 9.22 Calcolo di farfalla con rumore per l'aritmetica in virgola mobile. 
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falla, includente le sorgenti di rumore reale ei(m,g), ..., es(#1,9) dovute 
alle quattro moltiplicazioni reali e alle quattro addizioni reali. Il rumore 
complesso all’uscita della farfalla è 


s(m, p) = u(m, p) + ju(m, p) 


Coerentemente con la nostra precedente discussione dei modelli di calcoli 
in virgola mobile, possiamo scrivere 


es(m, g) = e;(m, g) Re [Wy] Re [X(9)] 

es(m, q) = —es(m, q) Im [WK] Im [X,.(9)] 

es(m, q) = e3(m, g) Re [WXX n(9)] 

em, q) = em, q){Re [X.(p)] + Re [WxX,(9]} 


(9.97) 


Espressioni simili valgono per es, es, er cd es. Assumiamo che le sorgenti 
di rumore bianco e;(m,q) abbiano tutte la stessa varianza (0) ce siano 
scorrelate l’una con l’altra. Inoltre, poiché il segnale di ingresso è bianco, 
con varianze uguali per le parti reale ed immaginaria, saranno bianche e 
con uguale varianza anche le parti reale ed immaginaria dei segnali in ogni 
stadio della FFT. Possiamo allora scrivere 

E(Re [XY (@)"] = Em [N (OP) LEN] (0.98) 


Dalle (9.97) e (9.98) segue che 


o, + 0%, = o, + az, = 0%, = 07, = IREX n(9)0°] 
0, = Ta EX ,(0|°] 


I valori quadratici medi di u(m, p) e v(m, p) sono quindi 


EI(v(m, p))°] = Em, p))°] — 207E[X m(@)] 


per cui il valore quadratico medio del modulo della sorpente di rumore 
in uscita s(m, p) è 
2 er 3 
E[|s(m, p)\°} = 407E[|Xn(0V"] 


Pertanto la varianza del rumore generato nel calcolare. l'insieme 
(m+1).mo di valori è 40 volte il valore quadratico medio del segnale 
all'uscita dello stadio precedente. Se l'ingresso (im = 0) è bianco e con 
valore quadratico medio £[|x(m)|"], allora il rumore generato nel calcolare 
l'insieme (Mm + 1).mo di valori è 2"E[|x()}?](40)). Come prima, ogni nodo 
di uscita si connette a 2047") farfalle che appartengono allo stadio 
(m + 1).mo e si connette quindi a 20—"—') sorgenti di rumore associate 
all'uscita dello stadio (m + 1).mo. Ciascuna di queste sorgenti di rumore 
si propaga fino all’uscita venendo moltiplicata per una costante complessa 
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di modulo unitario. Pertanto il valore quadratico medio del rumore di 


uscita è i 
vel 


EILF(k)I"] = > 2-9 P2"El|x(n)["]40%) 


mel 


| = E NEMI) A 


= 2NGXEllx(n)]"] 


Il valore quadratico medio del segnale di uscita è 
ETX(K)|®] = E[lx(n)|"]N 
e quindi il rapporto rumore-segnale in uscita è 


= 270, 9.100) 
EX] ‘°° dui 


Dalla (9.100) osserviamo che il rapporto rumore-segnale è proporzionale 
a v, mentre nel caso della virgola fissa era proporzionale a N = 2°. Poiché 
0 è proporzionale a 2-?*, quadruplicando v, (cioè elevando N alla quarta 
potenza) si ha un aumento di un bit nel rapporto rumore-segnale. Pertanto, 
proprio come ci si aspetta, l'aumento del rapporto rumore-segnale come 
funzione di N nel caso della virgola mobile è alquanto più debole che nel 
caso della virgola fissa. 

Nella analisi che ha portato alla (9.100), abbiamo trascurato il fatto 
che le moltiplicazioni per uno possono effettuarsi senza rumore, Per un 
determinato algoritmo di FFT basato sulla radice 2, come per esempio l’al- 
goritmo di decimazione nel tempo illustrato nella fig. 9.16, si può tener 
conto della riduzione di varianza dovuta all’essere, per certi r, Wy=1 € ) 
ottenendo una stima leggermente inferiore del rapporto rumore-segnale in 
uscita. Tuttavia, per N sufficientemente grande, questa analisi più corretta 
del rumore dà luogo a previsioni sul rumore di uscita solo di poco migliori 
dell’analisi semplificata svolta sopra. 

I risultati discussi sopra sono in eccellente accordo con le verifiche 
fatte da Weinstein [26], come dimostra la fig. 9.23. Per ottenere tale accor- 
do, tuttavia, è stato necessario rendere casuale l'arrotondamento, e cioè 
arrotondare a caso in su e in giù quando il valore della mantissa era esat- 
tamente 0,5 - 2-?. La curva teorica modificata della figura è stata otte- 
nuta utilizzando la riduzione dei valori della varianza del rumore dovuta 
all'essere, per certi r, Wy'=1 e Wy'=j. La figura mostra anche i risultati 
sperimentali per l'arrotondamento non casuale, Tali risultati sono stati in- 
terpolati con una curva della forma av?, ma una simile relazione quadra 
tica non è stata stabilita teoricamente. 


Tutto quello che abbiamo visto finora, risultati sperimentali compresi, 
vale per il caso di un segnale bianco. È stata tuttavia svolta qualche inda- 
gine sperimentale per verificare se le previsioni effettuate valgono anche 
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Fig. 9.23 Rapporto rumore-segnale sperimentale e teorico per calcoli di FFT in virgola 
mobile 


senza questo vincolo. In particolare, è stato misurato il rumore introdotto 
nel calcolo della FFT di segnali sinusoidali di diverse frequenze, per 
v= 8,9, 10 e 11. I risultati, mediati sulle frequenze di ingresso usate, 
sono stati entro il 15% rispetto a quelli previsti dalla (9.100). Tali esperi- 
menti sono stati effettuati utilizzando l’arrotondamento « casuale ». 


9,54 Effetti della quantizzazione dei coefficienti nella FFT 


Come per i filtri numerici, anche la realizzazione di un algoritmo di 
FFT richiede l’uso di coefficienti quantizzati. Benché la quantizzazione 
dei coefficienti sia intrinsecamente un fatto non statistico, Weinstein [26] 
ha ottenuto alcuni risultati utili per mezzo di un modello statistico alquanto 
approssimativo. In tale modello ogni coefficiente viene sostituito dal suo 
vero valore più una sequenza di rumore bianco, il che equivale ad aggiun- 
gere del « jitter » ad ogni coefficiente. Sebbene a rigore l’effetto dell'errore 
dovuto alla quantizzazione sia diverso da quello dovuto al jitter, è ragio- 
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O Sperimentale (virgola fissa) 
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v=log, N 
Fig. 9.24 Errori dovuti alla quantizzazione dei coefficienti nei calcoli della FFT. 
nevole attendersi che, in prima approssimazione, l'ampiezza degli errori nei 
due casi sia confrontabile. Il risultato teorico ottenuto da Weinstein è 
che il rapporto tra i valori quadratici medi dell'errore e del segnale in 
uscita è (v/6) - 2°. 

Sebbene questo risultato non permetta di prevedere con grande pre- 
cisione l'errore dovuto alla quantizzazione dei coefficienti in un algoritmo 
di FFT, esso serve tuttavia come stima approssimativa dell'errore. Il risul- 
tato sostanziale, dimostrato anche sperimentalmente, è che il rapporto ru- 
more-segnale cresce in modo molto blando con N, essendo proporzionale a 
vee dop N, così che tm raddoppio di N produce soltanto un leggero au 
mento nel rapporto rumore-segnale. 

I risultati sperimentali sono illustrati nella fig. 9.24; la quantità rap- 
presentata in ordinata è 2° volte il rapporto tra i valori quadratici medi 
dell'errore e del segnale di uscita. La curva teorica è disegnata a tratto pie- 
no, mentre i circoletti rappresentano le misure sperimentali del rapporto 
rumore-segnale in uscita nel caso della virgola fissa. I risultati sperimentali 
si situano gencralmente sotto la curva teorica. Nessun risultato sperimen- 
tale differisce per più di un fattore due dal risultato teorico, e siccome UN 
fattore due nel rapporto rumore-segnale corrisponde a una differenza di 
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solo mezzo bit nell’errore di uscita, sembra che l’analisi in questione for- 
nisca una stima suflicientemente accurata dell'effetto dell'errore nei cocflì- 
cienti. I risultati sperimentali sembrano crescere linearmente con v, ma 
con pendenza minore di quella fornita dall’analisi teorica. 

Gli esperimenti citati sopra sono relativi al caso dell’aritmetica in 
virgola fissa. Tuttavia, poiché una FFT in virgola mobile a blocchi fa uso 
generalmente di cocflicienti in virgola fissa, i risultati sono validi anche per 
il caso della virgola mobile a blocchi, Con alcune leggere modifiche, è 
possibile ottenere risultati simili per il caso della virgola mobile. Eccetto 
che per un fattore costante, i risultati per il caso della virgola mobile e per 
quello della virgola fissa sono gli stessi. I risultati sperimentali per il caso 
della virgola mobile sono rappresentati nella fig. 9.24 dai cerchietti pieni 
e si può osservare come essi siano leggermente più bassi di quelli ottenuti 
nel caso della virgola fissa. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo analizzato alcuni degli effetti derivanti 
dall'uso dell’aritmetica con precisione finita nella realizzazione degli algo- 
ritmi di filtraggio numerico e di trasformate di Fourier. Il tema dominante 
della nostra discussione è stato il conllitto fra l'esigenza di una quantiz- 
zazione fine e quella di un’ampia dinamica di segnale per una fissata lun- 
ghezza dei registri. Quest'ultima è un importante fattore economico per 
tutte le realizzazioni « hardware », mentre per le realizzazioni « software » 
essa è generalmente imposta dalle caratteristiche del calcolatore di uso 
generale disponibile. È pertanto molto utile capire gli effetti della quan- 
tizzazione in tutte le applicazioni di elaborazione numerica dei segnali. 

Le nostre considerazioni sugli effetti della lunghezza finita dci registri 
sono cominciate con la discussione dei vari tipi di rappresentazione dei nu- 
meri solitamente usati nelle realizzazioni degli algoritmi di elaborazione 
numerica dei segnali. Si sono quindi considerati in particolare gli algoritmi 
di filtraggio numerico e quelli di FFT. Il nostro obiettivo principale lungo 
tutto lo svolgimento del capitolo è stato quello di mettere in evidenza alcu- 
ni dei problemi risultanti dall’uso dell’aritmetica con precisione finita e di 
illustrare un tipo di analisi che può essere applicata con successo in pro- 
blemi specifici di quantizzazione in alporitmi di elaborazione numerica dei 
segnali. Dagli esempi illustrativi che compongono questo capitolo emergo- 
no un certo numero di principî e suggerimenti generali. Abbiamo dimo- 
strato, per esempio, l’esistenza dei cicli limite per ingresso zero nelle rea- 
lizzazioni ricorsive di filtri numerici IIR e abbiamo dato alcune semplici 
formule che consentono di prevedere la dimensione di eventuali cicli limite 
per ingresso zero. Nel caso di ingressi non semplici, si è visto come una 
analisi statistica può consentire di stimare utilmente gli effetti della quan- 
tizzazione in termini di rapporti rumore-segnale sia per i filtri numerici 
che per gli algoritmi di FFT. Abbiamo inoltre considerato tanto le realizza- 
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zioni in virgola fissa che quelle in virgola mobile, e ciò sia per i filtri IIR e 
FIR che per gli algoritmi di FFT. Un'osservazione fondamentale è che, sia 
per le realizzazioni in virgola fissa che per quelle in virgola mobile, gli 
effetti della quantizzazione dipendono in buona misura dalla forma o strut- 
tura scelta per realizzare un particolare algoritmo di elaborazione di segnali. 
Si è visto inoltre come gli effetti della quantizzazione nelle realizzazioni in 
virgola mobile dipendono dalle proprietà dei dati di ingresso, mentre ciò 
non è generalmente vero per le realizzazioni in virgola fissa. 

AI di là dei risultati specifici ottenuti, molti dei quali di vasta applica- 
bilità, l’intero capitolo serve ad illustrare un tipo di analisi che si può 
applicare allo studio degli effetti della quantizzazione in una gran quantità 
di algoritmi di elaborazione numerica dei segnali.L’uso di metodi statistici 
per problemi dove i processi sono sconosciuti o troppo complessi per una 
rappresentazione deterministica, è un approccio ampiamente affermatosi 
in numerosi campi, incluso quello dell’elaborazione numerica dei segnali. 
In definitiva, gli esempi trattati in questo capitolo indicano il tipo di ipo- 
tesi e di approssimazioni che si fanno comunemente nello studio degli 
effetti della quantizzazione. Notiamo infine che diversi metodi di analisi 
di e con rumore sono anche illustrati in articoli di rassegna di Liu [27] € 
Oppenheim e Weinstein [28]. 
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PROBLEMI 


|. 


In questo problema desiderinmo considerare alcune delle proprietà delle varie 
rappresentazioni dei numeri discusse nel testo. Si consideri pertanto un numero x 
tale che |x| < 1 e si assuma anche che |x| sia rappresentabile con una frazione 
binaria con & bit alla destra della virgola binaria. Per convenienza introduciamo 
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la notazione = col significato di «è rappresentato da », Pertanto, nel caso del 
modulo e segno avremo 


ze (A x20 
14+ x}, xs0 
Per il complemento a ùno 


xai( x20 


2-23 — Jal;ha 0 
Per il complemento a due 


Vv 
° 


x [131 x 
2-lxl, x<0 


(a) In ciascuno di questi casi, x è rappresentato da un numero binario di (b + 1) 
bit. Dimostrare che in tutti e tre i casi il bit immediatamente alla sinistra 
della virgola binaria (il bit segno) è 0 per x > 0 ed 1 per x < 0. 

(b) Dimostrare che il seguente algoritmo è sufficiente per ottenere la rappresen 
tazione in complemento a uno di un numero negativo x a partire dal suo 
modulo |x]: « Ottieni il negativo di |x] cambiando ogni 1 in 0 ed ogni 0 in |, 
incluso il bit segno ». 

(c) Dimostrare che i seguenti algoritmi servono per ottenere la rappresentazione 
in complemento a due di un numero negativo x a partire dal suo modulo |x|. 


(1) « Trova il complemento a uno e somma 27° ». 


(2) « Partendo da destra esamina i bit di |x] uno alla volta. Per ogni 0 in |x] 
metti uno 0 in x. Quando incontri il primo 1 in |x| metti un 1 in x. Di tà 
in poi cambia ogni 0 in 1 ed ogni 1 in 0, per tutti i bit incluso il bit 
Segno ». 


2. La rappresentazione in complemento a due comporta delle semplificazioni molto 

interessanti dei processi aritmetici. Per dimostrarlo prenderemo in esame alcuni 
dettagli dell'addizione in complemento a due, Come nel probl. 9.1, useremo la 
notazione = col significato di « è rappresentato da ». Un numero x ha dunque 
la rappresentazione in complemento a due 


lx}, x20 
2- xl, x<0 


x] < 1 e il numero di bit usati per la rappresentazione di x è (b + | 
La somma in complemento a due si effettua nel modo seguente: 

(1) Tutti i numeri sono trattati come numeri binari senza segno di (b + 1) bit. 
(2) La somma è la semplice somma binaria. 


(3) I riporti oltre il bit segno sono ignorati; cioè, se la somma è maggiore di 2 
il riporto viene ignorato. Pertanto la somma è realizzata in modulo 2. 

(a) Usando le notazioni e definizioni date sopra, scrivere le espressioni com 
plete per la somma in complemento a duc di due numeri x e x dove 
a] e wa] < 1. Si considerino tutti i casi possibili; si noti, cioè, che x € x: 
possono essere sia +4 che — ed anche che |x] può essere sia maggiore 
che minore di |x|. 

(b) Si osservi che quando si sommano due numeri dello stesso segno, l'ampiezza 
risultante può essere maggiore di 1. Questa condizione si chiama saturazione. 
Dimostrare che il verificarsi della saturazione risulta indicato dal fatto che 
la somma di due numeri dello stesso segno ha segno opposto. 


(c) Dimostrare che la somma in complemento a due di x, e x: è equivalente a 
{lx + x:] dove f[ ] è rappresentata in fig. P9.2. 


(d) Siano x, = 5/8, x: = 3/4 e x, = —1/2. Trovare per ciascun numero le rap. 
presentazioni in complemento a due e sommare tali rappresentazioni nella 
sequenza (x, + x) + xx. Notare che nella somma (x, + x») si ha saturazione, 
ma il risultato finale è corretto. Si dimostri che in generale si può verificare 


È did 


dove 
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Fig. P9.2 


un numero qualsiasi di saturazioni nel processo di accumulazione della som- 
ma di tre o più numeri in complemento a due, e tuttavia il risultato sarà 
corretto se la somma vera ha modulo minore di uno. 


3. In una rappresentazione dei numeri in virgola mobile, il numero è rappresentato 
nella forma 


F=2%M, }<IM|<1 


dove c è comunemente chiamato la caratteristica ed M la mantissa. Poiché 
1/2 <|M|< 1, si tratta di una frazione in virgola fissa. I numeri negativi in 
virgola mobile possono essere rappresentati rappresentando la mantissa come una 
frazione in virgola fissa nella notazione in modulo e segno, o in complemento a 
uno, o in complemento a due. 

Si consideri un numero in virgola mobile F che deve essere quantizzato 
quantizzando la mantissa in b bit, segno escluso, così che il valore del bit meno 
significativo nella mantissa è 27°. 

Si indichi con Q[F] il valore quantizzato. fi conveniente rappresentare 
O[F] come Q[F] = F(1 + €), in modo che l'errore £ = O[F] —F sia 


E = «F 
(a) Nell'ipotesi che F sia un numero positivo, dimostrare che nel caso dell'arro- 
tondamento sì ha — 2*<e < 20% e che nel caso del troncamento si ha 


-2:2*<£ESO. 

(b) Nell'ipotesi che / sia un numero negativo si determinino una limitazione 
superiore e una inferiore su e nei casi di: (1) arrotondamento; (2) tronca- 
mento in modulo e segno; (3) troncamento in complemento a uno; (4) tron- 
camento in tomplemento a due. 


4. Per poter elaborare una sequenza con un calcolatore numerico, dobbiamo quan- 
tizzare l'ampiezza della sequenza in un insieme di livelli disereti. La quantizza- 
zione può rappresentarsi in termini di passaggio della sequenza di ingresso x(n) 
attraverso un quantizzatore Q(x) che ha una relazione ingresso-uscita come quella 
illustrata nella fig. P9.4-1. 

Se l'intervallo di quantizzazione A è piccolo rispetto ai cambiamenti di 
livello della sequenza di ingresso, si può supporre che l'uscita del quantizzatore 
y(n) sia della forma 


JM) © x(n) + e(n) 


dove e(n) = O[x(n)] —x(n) ed c(n) è un processo casuale stazionario con den: 
sità di probabilità del primo ordine uniforme tra — A/2 e A/2, con campioni 
scorrelati tra loro e con x(n), così che Efe(n) x(m)] = 0 per tutti gli m ed n. 


Nell'ipotesi che x(n) sia un rumore bianco con media zero e varianza 0}. 
(a) Trovare la media, la varianza e la sequenza di autocorrelazione di e(n). 
(b) Quanto vale il rapporto segnale-rumore di quantizzazione af/0?? 


(c) II segnale quantizzato y(n) deve essere filtrato con un filtro numerico, con 
risposta all'impulso /(n) = 1/2[a" + (-—a)"]u(n). Si determini la varianza 
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Fig. P9.4-1 


del rumore prodotto all'uscita dovuto al rumore di quantizzazione in ingresso 
e si determini il rapporto segnale-rumore in uscita. 


In alcuni casi può convenire usare intervalli di quantizzazione non lineari 
come, per esempio, intervalli di quantizzazione spaziati logaritmicamente. Ciò si 
può fare applicando la quantizzazione uniforme al logaritmo dell'ingresso come 


illustrato nella fig. P9.4-2 


Fig. P9.4-2 


dove O[ ] è un quantizzatore uniforme come definito sopra. In questo censo. 
se facciamo l'ipotesi che A sia piccolo rispetto alle variazioni nella sequenza 
In[x(n)], si può assumere che l'uscita del quantizzatore sia 


In [y(n)] » In [x] + en) 


Infx(n)] 


Pertanto 


y(n) = x(n) - exp [e(n)] 


Per piccoli valori di e(n) si può approssimare exp[e(n)] con (1 + e(n)), così che 
JM =x(M[IL + em] = x(n) + f») 


Questa equazione verrà usata per descrivere l’effetto della quantizzazione logarit: 
mica. Supporremo che e(n) sia un processo casuale stazionario, scorrelato tra 
campione e campione, indipendente dal segnale x(n) e con densità di probabilità 
del primo ordine uniforme tra — A/2 e +A/2. 

(d) Si determinino media, varianza e sequenza di autocorrelazione del rumore 
additivo f(n) definito sopra. 

Quanto vale il rapporto segnale-rumore di quantizzazione 02/07? Si noti che 
quest’ultimo è in questo caso indipendente da o? per cui, entro i limiti delle 
nostre ipotesi, il rapporto segnale-rumore di quantizzazione è indipendente dal 
livello del segnale di ingresso, mentre nel caso della quantizzazione lineare 
esso dipende direttamente da ot. 


(î) Il segnale quantizzato y(n) deve essere filtrato per mezzo di un filtro nume 
rico con risposta all'impulso /(n) = 1/2fa" + (-a"]u(n). Si determini la 
varianza del rumore prodotto all'uscita dovuto al rumore di quantizzazione 
in ingresso e si determini il rapporto segnale-rumore in uscita. 


(e 


n 
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x(n) y(n) 
1 
4 


Fig. P9,5-1 


5. Il grafo di flusso di un sistema del primo ordine è illustrato nella fig. P9.5-1. 
(a) Nell'ipotesi di aritmetica perfetta, trovare la risposta del sistema all'ingresso 


ì}, n20 
tai " n<0 


Come è la risposta del sistema per n grande? 


Si supponga ora che il sistema debba essere realizzato con l’aritmetica in virgola 
fissa, e che il coefliciente e tutte le variabili della rete siano rappresentati in 
modulo e segno con registri di 5 bit. Tutti i numeri devono, cioè, considerarsi 
frazioni con segno della forma 


sla] 


s = bit segno 
valore del registro = a x 21 + bd x 27° +e x 23 +d x 24 


dove a, b, ced sono 000 |. 
Il risultato di ogni moltiplicazione viene troncato; si conservano, cioè, solo il 

segno e i quattro bit più significativi. 
(b) Si calcoli la risposta del sistema quantizzato all'ingresso della parte (a) e 
disegnino le risposte dei due sistemi, quantizzato e non, per 0 Sn 


Come vanno le due risposte l'una rispetto all'altra per n grande? 
(ce) Si consideri ora il sistema illustrato nella fig. P9,5-2, dove 


3-1)", n>0 
0, ne 0 


Si ripetano le parti (n) e (b) per questo nuovo sistema e nuovo ingresso. 


Il 


s 
5. 


x(n) > 


x(n) y(n) 


dla 


Fig. P9.5-2 
6. Si consideri un sistema del primo ordine della forma 


y(n) = ay(n — 1) + x(n) 


Si supponga che tutte le variabili e i coefficienti siano rappresentati in modulo 
e segno e che i risultati delle moltiplicazioni siano troncati. Pertanto l'effettiva 
equazione alle differenze è 


w(n) = Olaw(n — 1)] + x(n) 


dove Q [ ] rappresenta il troncamento in modulo e segno. 

Considerare la possibilità di un ciclo limite per ingresso zero della forma 
hw] = |w(n- | per tutti gli n. Dimostrare che se il sistema ideale è stabile 
non può esistere ciclo limite per ingresso zero. Verificare se vale Jo stesso risul. 
tato nel caso del troncamento in complemento a due. 
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7. Siconsideriil filtro del primo ordine rappresentato nella fig. P9.7. Il quantizzatore 
Q [ ] sta a indicare che il risultato della moltiplicazione per a viene arrotondato. 
Tutti i numeri sono frazioni in virgola fissa con lunghezza di parola di b bit 
(escludendo il bit segno). 


Fig. P9.7 


L'ingresso è zero, ma al filtro è associata la condizione iniziale y(—1) = A. Per 

via del quantizzatore esiste un insieme di valori di A, chiamato la banda morta, 

per il quale il valore effettivo del coefficiente a è +1 0 —1, ovvero |Q(aA)| = A. 

Una volta che l'uscita cada in quell'insieme, essa oscillerà o rimarrà costante a 

seconda che il valore effettivo del coefficiente è positivo o negativo. 

(a) Determinare in termini di a e b l'insieme dei valori di A corrispondenti alla 
banda morta. 

(b) Nel caso in cui b = 6 bit e A = 1/16, disegnare y(n) per a = 415/16 € 
a = —15/16. 

(c) Nel caso in cui b = 6 ed A = 1/2, disegnare y(n) per a = — 15/16. 


8. Si consideri il sistema del secondo ordine illustrato nella fig. P9.8. II filtro viene 
realizzato con l’aritmetica in virgola fissa e i risultati di tutte le moltiplicazioni 
vengono arrotondati. Tutti i numeri sono frazioni in virgola fissa con lunghezza 
di parola di b bit. Analogamente al caso del probl. 7 di questo capitolo, esiste 
una zona di banda morta per y(n) per cui il valore « effettivo » del coefficiente 
—r° è —1, Quando y(n) è interno a questo insieme di valori, i poli effettivi $! 
trovano sul circolo unitario. 


x(n) y(n) 


-r2 


Fig. P9,8 


Slano x(n) = 0, y(--1) = A, y(-2)=0, Ax. 0. 
(a) Trovare la banda morta per A, cioè, i valori di A per cui O [-r°A] = A 
(b) Ottenendo una limitazione inferiore su A, trovare l'insieme di valori di ? 
per cui è possibile avere una banda morta. 
9. Si consideri il sistema del secondo ordine illustrato nella fig. P9.9-1. 


La funzione f[ ] è illustrata nella fig. P9.9-2 e, come si è già visto nel precedente 
probl. 2, rappresenta la somma in complemento a due. In altre parole, la funzio: 
ne f[ ] tiene conto di possibili saturazioni nel formare la somma 


ay(n-1) + byn-2) + x(n) 


Un semplice esempio mostra la possibilità di esistenza di cicli limite per ingresso 

zero. Trascureremo gli arrotondamenti nei prodotti ay(n —1) e by(n —2). 

(a) Si determini innanzitutto l'insieme dei valori di a e b che assicurano la pt 
bilità del sistema quando non si ha saturazione. Rappresentare la regione de 
piano a-b corrispondente alla stabilità in condizioni di linearità. 
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vm) = fIx(n) + ayp(n — 1) + by(n — 2)] 


I(] 


} 


Fig. P9.9-2 


(b) Si supponga che sia x(n) = 0. Quali condizioni su @ e b assicurano che non 
si abbia saturazione, e, cioè, y(n) < 1? Tratteggiare la corrispondente regione 
del piano a-b. 


(c) Si consideri la possibilità che, con x(n) = 0. sia y(n) =w > 0 per tutti gli n. 
Quale è il valore di yo quando a e b soddisfano le condizioni di stabilità 
linenre? . 

(d) Quali valori di a e bh sono compatibili con la condizione di stabilità e con la 
condizione 0 < yo < 1? 

(c) Si consideri ora la possibilità di un ciclo limite per ingresso zero di periodo 
due, cioè, y(n) = (-1)"y per tutti gli mn. Quale è il valore possibile di yo, 
con 0 < ww < |, quando a e b soddisfano la condizione di stabilità lineare? 


« Quando si realizzano i filtri numerici con lunghezza di parola finita per i coeffi- 


cienti, non è possibile collocare i poli e gli zeri del filtro con precisione arbitraria. 
Un modo per compensare questa limitazione è quello di introdurre’ del « jitter » 


casuale per ogni coefficiente in modo tale che il valore medio del coefficiente è 
quello desiderato. 


Si consideri la realizzazione della rete numerica passa-tutto illustrata nella 
fig. P9.10, dove k:=— 1/k. Nel corso di questo problema faremo l'ipotesi 
che non ci sia rumore di arrotondamento di tipo aritmetico ma che il solo 
rumore introdotto sia dovuto al «jitter» casuale aggiunto ai coefficienti. 


x(n) y(n) 


Fig. P9.10 
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Si vuole che il valore medio del coefficiente k, sia 1/n e il valore medio del 
coefficiente k: sia «srt, I coefficienti sono tutti rappresentati in modulo e segno 
e la lunghezza di parola è scelta in modo che alla parte frazionaria del coeflì- 
ciente siano riservati sette bit. Supponiamo inoltre che il settimo bit meno signi- 
ficativo sia casuale. Sia p; la probabilità che il bit meno significativo in ky sia 1, 
col che la probabilità che esso sia invece 0 è (1 —p;). Analogamente poniamo 
uguale a p, la probabilità che il bit meno significativo di k: sia 1, e (1—p») la 
probabilità che esso sia 0. 


(a) Determinare pi e p: in modo che il valore atteso di ki(n) sia 1/r e il valore 
atteso di K.(n) sia — n. 


(b) Con i valori di sopra di p; e p: possiamo scrivere che 
1 
ki(n) = Sa ex(n) 


ka(n) = —m + eg(n) 


Siano e;(n) e e:(m) bianchi, statisticamente indipendenti l'uno dall'altro € 
dall'ingresso x(n). L'ingresso sia un processo casuale bianco con media zero 
e varianza 02. Il rumore di uscita, f(n), è definito come la differenza tra 
l'uscita del filtro ideale [cioè con £;(n) = £x(n) = 0] e l'uscita effettiva. Deter- 
minare il rapporto segnale-rumore all'uscita del filtro, ovvero, il rapporto 
tra la varianza dell'uscita dovuta a x(n) e la varianza di f(n). Si ignorino i 
termini di errore del secondo ordine. 


11. Il filtro numerico del primo ordine illustrato nella fig. P9.11-1 deve essere rea- 
lizzato con l’aritmetica in virgola mobile e con i numeri negativi rappresentati 
il modulo e segno. Per il coefficiente a il numero di bit assegnati alla mantissa, 
segno escluso, è b. 


Fig. P9.11-1 


Quanto alla caratteristica, faremo l'ipotesi che il numero di bit disponibili 
sia illimitato. La mantissa risultante dalla moltiplicazione è froncata a b bit. Pet 
semplificare l'analisi faremo l'ipotesi che la mantissa risultante dalla addizione 
non sia troncata. 

L'errore dovuto al troncamento del prodotto sarà rappresentato da una 
sorgente di rumore additivo e(n), come mostrato nella fig. P9.11-2 


w(n)=y(n)+ f(n) 


e(n) 
Fig. P9.11-2 


con e(n) = a - e(n) y(n—-1). L'uscita è y(n) + f(n), dove y(n) rappresenta l'uscita 
che si avrebbe in assenza di rumore di quantizzazione, cioè con e(n) zero. 
Circa e(n) si fanno le seguenti ipotesi: 


12. 
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(1) e(n) è un processo casuale stazionario con densità di probabilità del primo 
ordine, p(e), uniforme, data da 


1:28, 0<68<2:2% 
= 4 
PC) La altrove 


(2) e(n) è statisticamente indipendente da x(n) e y(n). 
(3) E[e(n) e(m)] = E[e(n)] - E[e(m)] per né m. 
L'ingresso x(n) è un processo casuale con funzione di autocorrelazione 


Pra) = Elx(r)x(r + n)] = oîd(n) 
(a) Determinare ,,(n), la funzione di autocorrelazione di y(n). 


(b) Indicando con o? la varianza del segnale di uscita y(n) e con 0} la varianza 
del rumore di uscita {(n), determinare il rapporto rumore-segnale ‘}]o8. 


Si vuole realizzare un filtro numerico avente come funzione di trasferimento 
1-}3 
(I — #5" + 427) 


(a) Disegnare un grafo di flusso della rete numerica che realizza il filtro in forma 
canonica. 


(b) Disegnare i grafi di Musso delle reti numeriche che realizzano il filtro in 
ogni possibile struttura a cascata contenente solo reti del primo ordine (esi- 
stono sei possibilità, di cui quattro contenenti il numero minimo di ritardi), 


(c) Il filtro deve essere realizzato usando l’aritmetica in virgola fissa. I dati sono 
rappresentati con frazioni in modulo e segno e lunghezza di parola di b bit, 
segno escluso. Il moltiplicatore calcola un prodotto di 26 bit e poi arrotonda 
il risultato ai b bit più significativi. Trascurando il problema delle saturazioni, 
si determini, per ognuna delle sette reti di (a) e (b), la varianza del rumore 
in uscita dovuto all'arrotondamento del moltiplicatore. Osservando i grafi di 
flusso, si dovrebbe esser capaci di vedere che alcuni di essi danno luogo alla 
stessa risposta. Indicare quale delle configurazioni dà luogo al più basso 
rumore di uscita. 


(d) Se da un lato l'aritmetica in virgola fissa non introduce rumore di arroton- 
damento nelle addizioni, dall'altro essa comporta una limitata dinamica, per 
cui la scala dell'ingresso deve essere corretta in modo tale che nel filtro 
nessun valore di segnale ecceda la lunghezza del registro. Partendo dalla 
somma di convoluzione si può trovare una limitazione per l'uscita di un 
sistema lineare in termini del massimo valore dell'ingresso e della somma dei 
valori assoluti della risposta all'impulso, come indicato nelle seguenti espres- 
sioni 


H(z) = 


vm Dx — KI(K) 


k-- 0 


Ly] < x lx — A TAI 


kr 


Se xmux è il massimo valore dell'ingresso e yma il massimo valore dell'uscita, 
si ha 


Ymax Ss Tmax, > I{(9] 


ka 


Va notato che, per un qualsiasi filtro, possiamo sempre trovare un ingresso 
tale che l'uscita raggiunge il valore massimo. In ciascuna delle configura- 
zioni determinate nelle parti (a) e (b), il livello del segnale raggiunge un 
valore massimo in qualche nodo della rete, che non coincide necessaria 
mente con l'uscita. Usando le espressioni di sopra, determinare in funzione 
di xmw il valore massimo che può esistere in qualsiasi punto della rete. 
Effettuare questa analisi per ciascuna delle sette reti delle parti (a) e (b). 
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13. 


14. 


(e) Facciamo l'ipotesi che l'ingresso sia una sequenza rumore bianco, unifor- 
memente distributo in ampiezza tra — xmwx © + Xmmw. Per ciascuno dei filtri 
delle parti (a) e (b) e sulla base delle risposte alla parte (d), potremo sce- 
gliere un valore per xmax tale che il massimo livello di segnale nel filtro sia 1 
(poiché stiamo lavorando con frazioni in virgola fissa, questo è effettiva. 
mente il valore più grande che può stare in un registro). Possiamo quindi 
definire un rapporto rumore-segnale all'uscita di ogni configurazione di filtro 
come il Di vile tra la varianza del rumore in uscita (determinata come in 
(c)) e il valore quadratico medio del segnale di uscita. Si determini il rap- 
porto rumore-segnale per ognuna delle sette configurazioni. Indicare quale 
delle configurazioni dà luogo al rapporto rumore-segnale più basso. 


Il sistema definito dalla equazione alle differenze 
1 
y(n) — ayn — 1) = x(n) mir hil — 1) 


è un sistema passa-tutto, tale, cioè, che il modulo della sua risposta in frequenza 
è costante, indipendente dalla frequenza. Vogliamo, per tale sistema, confron: 
tare l’effetto dell'arrotondamento aritmetico per una realizzazione in virgola 
fissa e una in virgola mobile. Si considerino tutti i numeri in virgola fissa come 
frazioni, per cui i valori sono tra —1 e +1, e con lunghezza di registro asse 
gnata di b bit, segno escluso. Per il caso in virgola mobile, sia { il numero di bit 
della mantissa, segno escluso. 


Si faccia l'ipotesi che a sia reale e tale che 1/2 < a < 1, e che l'ingresso 
al filtro x(n) sia un processo casuale bianco, con ampiezza uniformemente distri. 
buita fra —x, € +xo. 


(0) IL massimo livello del segnale di ingresso deve essere abbastanza piccolo da 
non provocare saturazione nella realizzazione del filtro in virgola fissa. Tenen 
do conto di ciò, determinare per la realizzazione in virgola fissa, sia per la 
forma diretta che per quella canonica, il rapporto rumore-segnale in uscita. 
ovvero il rapporto tra la varianza dell'uscita dovuta al rumore di arroton: 
damento e la varianza dell'uscita dovuta a x(n). 


(b) Determinare il rapporto rumore-segnale di uscita per la forma canonica del 
filtro realizzato con l’aritmetica in virgola mobile. 

(c) Si supponga a prossimo a uno, per cui a=1—8, 5«1, Esprimere in termini 
di & i risultati ottenuti in (a) e (b), facendo ragionevoli approssimazioni 

(d) La realizzazione in virgola mobile di un filtro richiede ulteriori bit per la 
caratteristica, Sia B il numero di bit per la caratteristica nella parola in 
virgola mobile, Se, per ciascuna delle due realizzazioni in virgola fissa (forma 
canonica e forma diretta), è b=B4 t, si determini 8 come funzione di 
in modo che i rapporti rumore-segnale per la virgola fissa e ia virgola mobile 
siano uguali. 


Abbiamo finora discusso le prestazioni dei filtri numerici (in termini di rumore! 
nelle realizzazioni con l'aritmetica in virgola fissa e in virgola mobile. In queste 
problema prenderemo in esame una alternativa, chiamata aritmetica in virgola 
mobile a blocchi (v. [29]). Per illustrare il procedimento, si consideri un filtro de! 
primo ordine definito dall’'equazione alle differenze 


y() > x(1) + ay(n — 1) 


corrispondente alla rete mostrata nella fig. P9.14-1. 


Fig. P9.14-1 


Se nel filtro la moltiplicazione e la somma sono realizzate in virgola fissa, no” 
si utilizza pienamente in ogni iterazione la lunghezza del registro, in quanto 
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l'ingresso deve essere ridotto di scala affinché il massimo valore di uscita sia 1. 
La virgola mobile a blocchi corrisponde a moltiplicare x(m) e y(n--1) per un 
guadagno A(n) in modo da normalizzarli congiuntamente, e dividere quindi 
y(n) per questo stesso guadagno, ovvero 


y(1) — sa Le(MA(n) + ay(n — 1)A(n)] 


dove A(n) ovviamente cambia da iterazione a iterazione. 


Nel corso di questo problema supporremo che x(n) sia un processo casuale 
bianco con media zero e densità di probabilità uniforme tra —x, e +xw 


(a) Dimostrare che la rete di fig. P9.14-2 è equivalente alla rete di fig. P9.14-1 se 
si trascurano gli effetti di quantizzazione. 


A(n) 1/A(n) 


A(n) 


Fig, P9.14-2 


(b) La moltiplicazione e la somma sono effettuate con l'aritmetica in virgola 
fissa. Il gundagno A(n) è scelto come 


A(n) = 20, c(n) > 0 


per cui esso corrisponde a una traslazione a sinistra dei registri. Poiché 
A(n) è scelto in modo da normalizzare congiuntamente x(n) e y(n-1), 
avremo 


4 < A(n) max {|x(@)},ly(r — DD <1 


dove max {{x(m|, |y(m-b|} è il valore più grande tra |x(m| e |y(n--1] 
per ogni n. 


Dobbiamo, perciò, imporre che sia 

] 
RE ona AM) © ee 
max (lxC0)}, |y(r — DI} max {[x()}, Jp > DI 
Poiché, la moltiplicazione di un registro per una potenza positiva di due 


non comporta rumore di arrotondamento, le sorgenti di rumore introdotte, 
dovute all'arrotondamento del moltiplicatore, sono mostrate nella fig. P914-3. 


(P9.14-1) 


0e;{n) 


A(n) 


1/A(n) È 
w(n)= y(n) + f(n) 


ep(n)9 


Aln) 


Fig. P9.14-3 


Assumendo che ei(n) ed en) siano uniformemente distribuite in +0.5-2* 
nonché scorrelate tra loro e con x(n) |c di conseguenza con A(n)], deter- 
minare la varianza del rumore di uscita f(n) per la rete di sopra. Esprimere 
la risposta in termini di XK = E[(1/A(n)Y]. Dimostrare che la varianza del 
rumore in uscita dovuto all'arrotondamento aritmetico per la rete di figura 
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P9.14-3 è sempre maggiore di quanto si otterrebbe se il filtro del primo ordine 
fosse realizzato, direttamente, come mostrato nella fig. P9.14-2. 


‘‘’(c) La rete di fig. P9.14-3 può essere modificata in una forma equivalente, mo- 


16. 


17. 


strata nella fig. P9.14-4. Siano ei(h), e:(n) ed es(n) i rumori introdotti dal- 
l'arrotondamento nelle moltiplicazioni per [1/A(n)], A(n) e a, rispettiva. 
mente. Si supponga, anche qui, che tali rumori siano uniformemente distri. 
buiti in +0,5-2-° e indipendenti l'uno dall’altro nonché da x(n) e y(n). Si 
determini la varianza del rumore di uscita complessivo dovuto a queste tre 
sorgenti di rumore, Esprimere la risposta in termini di k*= E[(1/A(n))}]. 


des Aln) ; 1/A(n) 


x(n) y(n) i 
=1 


A(n)= 
A(n)/A(n-1) 
Fig. P9.14-4 


(d) Si assuma a = 1-5, 5«1 (caso di guadagno elevato). Per questo valore di 
a, si ammette che il valore assoluto dell'uscita, |y(n—-1)|, sia maggiore del 
valore assoluto dell'ingresso |x(n)|. Su questa base e usando la (P9.14-1), 
dimostrare che una limitazione superiore per la quantità & = E[(1/A(n)}] 
è K <40?. 

(e) Per determinare il rapporto rumore-segnale, occorre assicurarsi che il valore 
massimo di x(n) sia abbastanza piccolo da garantire che sia |y(n)| < 1. Si 
supponga che x(n) sia un processo bianco uniformemente distribuito e che 
a = 1-8, 5«1. Sulla base di queste ipotesi e dei risultati della parte (d), 
determinare il rapporto rumore-segnale per la rete di fig. P9.14-4, Confron- 
tare questo rapporto rumore-segnale con il corrispondente risultato per l'arit: 
metica in virgola fissa. 


. Si consideri la DFT 


N-1 
X(k) = 2 3MWA", 0zkKEN-1 
ne 
dove Wy =e-/2/N)Si supponga che i valori della sequenza x(n) siano N valori 
consecutivi di una sequenza di rumore bianco e cioè 


Elx(Mn)x(r)] — 035 — ») 
E[x(n)] = 0 


(a) Determinare la varianza di |X(K)j. 


(b) Determinare la correlazione incrociata fra i valori della DFT e cioè E[X(M 
X*(r)] come funzione di k e di r. 


Si consideri il calcolo diretto della DFT usando l’aritmetica in virgola fissa con 
arrotondamento. 4 

Si supponga che la lunghezza di registro sia di b bit più il segno € che il 
rumore di arrotondamento introdotto da ogni moltiplicazione sia indipendente 
da quello introdotto dalle altre, Nell'ipotesi che x(n) sia reale si determini la 
varianza del rumore di arrotondamento sla per Ja parto renle che immaginaria 
di ogni valore X(k). 


Nel metodo di calcolo di Goertzel della trasformata di Fourier discreta, 8' ha 


X(Kk) — I (Q)99I 
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dove ys(r) è l’uscita della rete illustrata nella fig. P9.17. Si consideri la realiz» 
zazione dell’algoritmo di Goertzel basato sull'uso dell’aritmetica in virgola fissa 
con arrotondamento. Si supponga che la lunghezza di registro sia di b bit più 
il segno e che il rumore di arrotondamento introdotto da una moltiplicazione sia 
indipendente da quello introdotto da tutte le altre moltiplicazioni. 


Fig. P9.17 


(a) Nell'ipotesi che x(r) sia reale, dare una rappresentazione mediante grafo di 
flusso del calcolo con precisione finita delle parti reale e immaginaria di 
X(k). Si faccia l'ipotesi che la moltiplicazione per +1 non introduca rumore 
di arrotondamento. 


(b) Calcolare la varianza del rumore di arrotondamento sia per la parte reale 
che per quella immaginaria di ogni valore X(K). 


. Nel par. 9.4.2 abbiamo dimostrato che nella realizzazione in forma diretta e in 


virgola mobile di un filtro FIR, l'ordine in cui vengono effettuate le moltiplica- 
zioni e le addizioni è un fattore significativo nella determinazione del rapporto 
rumore-segnale in uscita. In questo problema prenderemo in esame un ordina- 
mento delle addizioni che dà luogo a una significativa riduzione del rapporto 
rumore-segnale. 


Si supponga che N = 2‘, dove v è un intero. Decidiamo di calcolare la 
somma di convoluzione 


N-1 
y(Mn) = D Ax — k) 
xd 


sommando a due a due i prodotti indicati nella sommatoria, poi sommando 
ancora a coppie tali somme e così via. Una tale realizzazione è illustrata nella 
fig. P9.18 per N=2'= 8. In questo grafo di flusso, i guadagni tempo-varianti 
1 + en) rappresentano gli errori risultanti dalla quantizzazione delle moltipli- 
cazioni A(k)x(i1-k), mentre i guadagni tempo-varianti 1 + m,(1) rappresentano 
gli errori introdotti dalla quantizzazione delle addizioni in virgola mobile. Si 
fa l'ipotesi che le quantità e:(1) e my;(1) siano sequenze di rumore bianco uni- 
formemente distribuite e indipendenti l'una dall'altra. 

(a) Generalizzare la notazione del diagramma precedente al caso generale di 


= 2" 


(b) Esprimere l'uscita w(n) nella forma 
N-1 
w(n) = pi A(n, K)h(k)x(n — k) 
Pasti) 


ovvero esprimere A(m1,k) per mezzo delle quantità 14 en) e 14 my(h). 
(e) Dimostrare che 


E[A(n, k) — 1] = 0 
ETA*(n, k)} = (1 + 275)v41 


3 
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19. 


20, 


1+ Noz(n) 


Ow(n)= y(n) + f(n) 
Fig. P9.18 


(d) Ottenere un'espressione per la varianza del rumore di uscita, 9j, nell'ipotesi 
che l'ingresso sia un segnale bianco con varianza o? e che (1/3) : 22° « Ù 


(e) Dimostrare che il rapporto rumore-segnale in uscita è 
cî gu. 
0 mid 

(f) Confrontare il risulinto di (e) con In (9,77), 


Nel derivare le formule del rapporto rumore-segnale per i calcoli della FFT in 

virgola fissa, si è supposto ogni nodo di uscita connesso a (N —1) farfalle, cià 

scuna delle quali contribuisce per 0} = (1/3) + 27° alla varianza del rumore in 

uscita. Tuttavia, quando Wg = + 1 0 +}, le moltiplicazioni possono farsi. i” 

effetti, senza errore. Pertanto i risultati derivati nel par. 9.5.2 possono essere me 

dificati in senso meno pessimistico. 

(a) Nel caso dell'algoritmo di decimazione nel tempo discusso nel paragrafo 

9.5.2, si determini per ogni stadio il numero di farfalle che comportano !> 

moltiplicazione per + 10 +). 

Si usi il risultato di (a) per modificare la stima della varianza del rumer 

di uscita, (9.87), per il caso in cui tutta la correzione di scala è fatta all19 

gresso. Si ricavi inoltre un'espressione modificata, corrispondente alla (99% 

per il rapporto rumore-segnale in uscita. 

(c) Si ripetano (a) e (b) per il caso in cui l'uscita di ogni stadio è attenuata di 
un fattore 1/2. In altre parole, si derivino, nell'ipotesi che le moltiplicazio” 
per + 1 o =#*j non introducano errore, le espressioni modificate corrispo® 
denti alla (9.95) per la varianza del rumore di uscita, e alla (9.96) per * 
rapporto rumore-segnale in uscita. 


(b 


_ 


Nel derivare le formule del rapporto rumore-segnale nel cnso dei calcoli del!» 

FFT in virgola mobile, si è supposto che tutti i calcoli di farfalla introducano '* 

stessa quantità di rumore. Tuttavia ciò non è esatto, come si può vedere cont 

derando le moltiplicazioni per * 1 0 + j. 

(a) Disegnare i grafi di flusso completi, come in fig. 9.22, delle farfalle nel ca 
della decimazione nel tempo in virgola mobile per Wy = 1 e per Wo! 
mostrando tutte le sorgenti di rumore che restano. 


‘ ei P 4 : tel 
(b) Supponendo che il segnale di ingresso sia bianco, calcolare la varianza ‘ 


‘ 


rumore di uscita per una farfalla che contiene W{, = + 10 +. 


21. 


22. 
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(c) Per l'algoritmo a decimazione nel tempo discusso nel paragrafo 9.5.3, deter- 
minare per ogni stadio il numero di farfalle che comportano moltiplicazioni 
per +10 tx). 

(d) Usando i risultati di (b) e (c), determinare le varianze di rumore medie 
per le farfalle necessarie al calcolo dell’insieme (mM + 1).mo di valori a partire 
dall'insieme m.mo. 

(e) Usando il risultato di (d), modificare il metodo seguito nel par. 9.5,3 per otte- 
nere un'espressione corrispondente alla (9.99) per la varianza media del ru- 
more in uscita. Usare il risultato per dimostrare che il valore medio del rap- 
porto rumore-segnale in uscita è 

E[IF%)}|®] 
= 2 da vl 


Nel par. 9.5.2 abbiamo presentato un'analisi di rumore per l’algoritmo FFT a 
decimazione nel tempo della fig. 6.10. Sviluppare un'analisi analoga per l’algo- 
ritmo a decimazione in frequenza della fig. 6.18, ottenendo le espressioni per la 
varianza del rumore in uscita e per il rapporto rumore-segnale, sia nel caso della 
correzione di scala concentrata in ingresso che in quello della correzione con 
fattori di scala 1/2 ad ogni stadio del calcolo. 


Si consideri il calcolo della DET mediante coefficienti quantizzati. Sia X(k) la 
DFT desiderata e X'(K) il risultato che si ottiene invece usando valori quantiz- 
zati di Win un algoritmo FF di decimazione nel tempo. 

(a) Dimostrare che X‘(k) si può esprimere come 


N-1 
X°(K) > Y x(1)Qnx = XU) + FA) 
0 


fe 


dove 
v 
QQ, = (WU + d) 
nk II N i 


v 


Lug = me 
il 


(b) Si supponga che i cocflicienti W{, siano arrotondati a b bit, segno escluso, 
e che le parti reale ed immaginaria degli errori nei coefficienti siano scorre- 
late c uniformemente distribuite, Dimostrare che la variazione delle quantità 
[ -2h 

2% 
%8 = 6 


(c) L'errore F(K) si può esprimere come 
N-1 
F(K) = X'(k) — X(k) = Y x(M(OQn — WI) 
0 


fr 
Dimostrare che il fattore (Q,x — WF) si può esprimere come 
v v 
(Qn — WE) = Y TI W$, + termini di ordine superiore 
iz1 fel 
isti 


(d) Trascurando i termini di ordine superiore e supponendo che i 6, siano mu- 
tunmente scorrelati, dimostrare che la varianza di F(k) è 


2 2y ae 2 
ob = (7)? Xx 


(e) Si usi il teorema di Parseval per dimostrare che 


Sh sa 2r 2-26 
ET C VE 
N È 1X(k)I? 


10, ELABORAZIONE OMOMORFA DEI SEGNALI 


10.0 INTRODUZIONE 


Nei capitoli precedenti ci siamo occupati della rappresentazione mate- 
matica di segnali e sistemi à tempò discreto, concentrando l’attenzione prin- 
cipalmente sui sistemi lineari invarianti alla traslazione, mentre poco spazio 
è stato dedicato alle applicazioni. Lo scopo principale di questo capitolo 
è quello di presentare una classe di tecniche non lineari per l’elaborazione 
dei segnali. L'analisi di questa classe di tecniche si baserà su gran parte 
del materiale trattato nei capitoli precedenti. Inoltre le tecniche in questio 
ne hanno trovato applicazione in numerosi campi, tra cui il miglioramento 
di qualità delle immagini, l’analisi della voce e le esplorazioni sismiche. Di 
conseguenza, l’esame di questa classe di tecniche fornisce l’occasione per 
illustrare un certo numero di applicazioni di alcuni risultati teorici pre- 
sentati in questo libro. 

La classe di sistemi che discuteremo si basa su una generalizzazione 
della classe dei sistemi lineari. Abbiamo visto che l’importanza dei sistemi 
lineari invarianti alla traslazione è dovuta da un lato alla relativa facilità 
di analisi e caratterizzazione, che porta a rappresentazioni matematiche 
piuttosto eleganti e potenti, e dall’altro alla possibilità di progettare sistemi 
lincari invarianti alla traslazione che eseguano una varietà di funzioni 
utili di elaborazione dei segnali. Ad esempio, se è dato un segnale che è 
la somma di due segnali ‘le cui trasformate di Fourier occupano bande di 
frequenza diverse, allora è possibile separare le due componenti con un fil. 
tro lineare. Il fatto che i sistemi lineari siano relativamente semplici da 
analizzare e utili per separare segnali combinati mediante l'operazione di 
somma è una conseguenza diretta della proprietà di sovrapposizione, che 
definisce la classe dei sistemi lineari. In base a questa osservazione si è 
portati a prendere in considerazione classi di sistemi non lineari che obbe- 
discano a un principio di sovrapposizione generalizzato. Tali sistemi sono 
rappresentati da trasformazioni lineari in senso algebrico tra spazi vettoriali 
d'ingresso e di uscita e perciò sono stati chiamati sistemi omomorfi. 

In questo capitolo daremo una breve introduzione alla teoria generale 
dei sistemi omomorfi e quindi discuteremo in dettaglio due classi di siste- 
mi omomorfi che sono particolarmente adatte per il trattamento di segnali 
combinati mediante le operazioni di moltiplicazione e convoluzione, esser 
do questi i due casi in cui la teoria dei sistemi omomorfi è stata applica!® 
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con successo. In questi due esempi vedremo che il principio di sovrap- 
posizione generalizzato può essere usato in maniera del tutto analoga al 
caso della caratterizzazione dei sistemi lineari. In effetti, si vedrà che il 
problema di progettare sistemi omomorfi per la moltiplicazione e per la 
convoluzione si riduce al problema di progettare un sistema lineare. 


10.1 SOVRAPPOSIZIONE GENERALIZZATA 


Il principio di sovrapposizione enunciato per i sistemi lineari richiede 
che, se 7 è la trasformazione eseguita dal sistema, allora per qualsiasi cop- 
pia di ingressi xi(n) e x(n) e per qualsiasi scalare c risulti 


Thx,(n) + x2(M)] = Tx (M)] + Tx(M)] (10.1) 


T[cxi(n)} = eT[x;(n)] (10.1b) 


Per generalizzare questo principio, indichiamo con D) una regola per com- 
binare gli ingressi tra loro (ad es. addizione, moltiplicazione, convoluzione 
ete.) e con : una regola per combinare gli ingressi con gli scalari. Analoga- 
mente, O indicherà una regola per combinare le uscite del sistema e T 
una regola per combinarle con gli scalari. Allora, se H rappresenta la tra- 
sformazione del sistema, si generalizzano le condizioni (10.1) richiedendo 
che sia 


H[x(n) D x2(n)] = Ha] O H[x2()] (10.2a) 


H[c:x;(M)}= ce L H[xi(n)] (10,2b) 


Si dice che questi sistemi obbediscono ad un principio di sovrapposizione 
generalizzato con operazione di ingresso CD] e operazione d'uscita O. Tali 
sistemi si rappresentano come in fig. 10,1. fi chiaro che i sistemi lincari so- 
no un caso particolare, in cui DM e O sono l’'addizione e: e TL sono la 
moltiplicazione. 

La teoria degli spazi vettoriali lineari fornisce il formalismo matema- 
tico per la rappresentazione dei sistemi di questa classe. Se interpretiamo 
gli ingressi e le uscite del sistema come vettori in spazi vettoriali, con le 
regole D] e O che corrispondono alla somma di vettori e le regole: e 1, che 
corrispondono alla moltiplicazione scalare, allora la trasformazione H del 
sistema è una trasformazione lineare in senso algebrico dallo spazio vet- 
toriale degli ingressi allo spazio vettoriale delle uscite. 


o o 


Fig. 10.1 Rappresentazione di un sistema omomorfo con operazione di ingresso 0, opera- 
zione d'usc@a O e trasformazione del sistema H[ } 


512 


Se vogliamo usare la teoria degli spazi vettoriali lineari in questo 
modo, le operazioni ‘di ingresso e di uscita devono soddisfare, rispettiva- 
mente, i postulati algebrici della somma vettoriale e della moltiplicazione 
scalare. Questo significa, ad esempio, che le operazioni DD e O devono 
essere sia commutative che associative, cioè deve valere 


‘x(M) Dx(M = (MM Dx) 

ViM O ya(M) = ya(M O yin) 
x) O [a D xM]= a) Dx (MO x(n) 
Ya) O [ya(n) O ya] = [:() O ya] O y3(M) 


Vi sono molte considerazioni matematiche di questo tipo da tenere presenti 
nel definire in modo appropriato gli spazi vettoriali e le trasformazioni 
[1,2]. Noi non ci addentreremo in una discussione rigorosa dei dettagli 
matematici ma descriveremo semplicemente il risultato fondamentale del 
l'applicazione della teoria degli spazi vettoriali a sistemi che obbediscono 
a un principio di sovrapposizione generalizzato. 

Si può dimostrare che se gli ingressi del sistema costituiscono uno 
spazio vettoriale, con D] e : che corrispondono alla somma vettoriale e alla 
moltiplicazione scalare, e se le uscite del sistema costituiscono uno spazio 
vettoriale, con O e L che corrispondono alla somma vettoriale e alla mol. 
tiplicazione scalare, allora tutti i sistemi di questa classe possono essere 
rappresentati come una cascata di tre sistemi, come mostrato in fig. 10.2 


(10.3) 


(10.4) 


FSE AIAR TINI TTT PE TEEN POI I A SE i 
ù Di + + * e 
I ' 
\ Ù 
—T + 
x(n); X(n) Y(n) (na: 
a ii Ha : È: 
H 


Fig. 10.2 Rappresentazione canonica di sistemi omomorfi. 


. . . ‘ . 1 
Questa cascata di fig. 10.2 viene chiamata rgppresentazione canonica «! 
sistemi omomorfi. Il primo sistema, Dy;; ha la proprietà che 


DybiM) D xa(n)] Dpy Pu] + Do [xg(1)] 
= f(n) + £2(n) (10.52) 
Dyle x] = Do ba] = ct) (10.5b) 


Osserviamo che D,, obbedisce a un principio di sovrapposizione genera 
lizzato dove l'operazione d'ingresso è DJ e l'operazione d'uscita è +. L'ef. 
fetto del sistema D,, è di trasformare la combinazione dei segnali xi(n) © 
x(n) secondo la regola D in una combinazione lineare convenzionale dei 


Il 
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segnali corrispondenti Dy[x,(n)] e —Dylxg(1)]. Il sistema L è un siste 
ma lineare convenzionale, per cui vale 

L[£,(n) + £,(n)] = L[&(n)] + L[$,(m)] 
= SM) + Î(m) 
L[c&(n)] = cL[&,()] = cm) 


Infine, il sistema DI esegue la trasformazione dall’addizione a O, in modo 
che risulta 


DON) + 3] = DO Dm] 0 DIL] 


= Y(n) O ya(n) 
DI [cf] = e L DIL n 


Poiché il sistema D,, è fissato dalle operazioni O e :, esso è caratteristico 
della classe ed è perciò chiamato il sistema caratteristico per l'operazione 
A. Analogamente, Do è il sistema caratteristico per l'operazione O. È 
chiaro, inoltre, che tutti i sistemi omomorfi con le stesse operazioni di 
ingresso e uscita differiscono solo nella parte lineare. Questo risultato è 
di fondamentale importanza, in quanto implica che, una volta determinati 
ì sistemi caratteristici della classe, rimane solo da risolvere un problema di 
filtraggio lincare. Per esempio, se vogliamo riottenere x(n) dal segnale 


xa x(n 
dobbiamo scegliere il sistema lineare in modo che la sua uscita $(n) sia 


SM = £i(n) 
Alora, con Do = Db risulta 


y(n) = DE [KM] = x;(m) 
In altri termini, per ottenere la perfetta separazione di xi(n) e x(n), dob- 
Miamo riuscire a separare perfettamente &(n) c £(1) usando un filtro linca- 
te. Quanto bene si possa approssimare questa situazione ideale dipende dal- 
l'operazione D e dalle proprietà dei segnali xi(n) e x(n). Nel resto di que- 
sto capitolo limiteremo la trattazione a classi di sistemi per i quali le ope- 
fazioni di ingresso e di uscita sono la stessa, ed in particolare alle due classi 
li sistemi omomorfi definiti scegliendo per questa operazione la moltipli- 
zione 0 la convoluzione. Fsamineremo per ogni caso le rappresentazioni 
tel sistema D,, e le classi di segnali per i quali un'elaborazione di questo 

"ipo appare vantaggiosa rispetto fid altre tecniche. 


10.2 SISTEMI OMOMORFI MOLTIPLICATIVI 


Esistono molti problemi di trattamento dei segnali dove il segnale può 
Sssere rappresentato come il prodotto di due o più segnali componenti. 
Nella trasmissione di un segnale su un canale con evanescenza (« fading »), 
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ad esempio, possiamo modellare questo effetto in termini di una compo 
nente a variazione lenta che moltiplica il segnale trasmesso. Per fare un 
altro esempio, un segnale inodulato in ampiezza è rappresentato dal pro- 
dotto di un segnale portante e di una funzione inviluppo, che vogliamo se- 
parare al ricevitore. Altri esempi riguardano la compressione di dinamica 
di segnati fonici e il trattamento di immagini, che discuteremo nel par. 
10.5. In molti problemi di questo tipo un sistema lineare può essere del 
tutto inefficace per separare ‘o per modificare in modo indipendente i se- 
gnali componenti. Al contrario, un sistema che obbedisca ad un principio 
di sovrapposizione generalizzato per la moltiplicazione può spesso essere 
impiegato con risultati sorprendenti. In questo paragrafo discutiamo la 
teoria di base dei sistemi omomorfi per la moltiplicazione e nel prossimo 
illustriamo le applicazioni di tali sistemi all’elaborazione numerica di im- 

Consideriamo la classe di sistemi omomorfi che obbediscono ad un 
principio di sovrapposizione generalizzato in cui l'operazione D] è la mol. 
tiplicazione e l'operazione : è l'elevazione a potenza. In altri termini, ci 
occupiam? di segnali della forma 


x(n) = [xx(n)]" + [x(n)}" (10.6) 
Si verifica facilmente che queste sono scelte appropriate per la somma 
vettoriale e per la moltiplicazione scalare. Il sistema caratteristico per la 
moltiplicazione deve avere la proprietà 


D.[[x(m)}"  [xs(n)}"] = aD.[x;(n)] + BD.[xy(n)] (10.7) 


Una funzione che formalmente gode di questa proprietà è la funzione logs 
ritmo. Ad esempio, se x(n) = xi(n) + x2(n), dove xi(m1) > 0 e x:(n) > 0 
per tutti i valori di n, allora risulta 


log [xx() + x2(n)] = log [x,(n)] + log [x,(n)] (10.8) 
L'ingresso x(n) può però non essere sempre positivo, e inoltre possiamo 
voler considerare segnali che sono complessi. Questi casi richiedono l'uso 
della funzione logaritmo complesso. Quindi la rappresentazione formale di 
sistemi canonici con la moltiplicazione come operazione di ingresso e di 
uscita è quella di fig. 10.3, dove le sequenze x(n), £(n), $(m) e y(n) sono 
in generale complesse. 


+ + + + 


Logaritmo 
complesso 


Sistema 
lineare 


x(n) complesso 


Fig. 10.3 Rappresentazione canonica per sistemi omomorfi con la moltiplicazione com® 
operazione di ingresso e di uscita. 
Consideriamo le proprietà della funzione logaritmo complesso. 5° 
x(n) = |x(n)]e?®"8(t1 indica una sequenza complessa, allora il logaritmo 
complesso di x(n) è definito come 


log [x(n)] = log |x(n)| + j arg [x(n)] (10.9) 
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L'inverso di log[x(n)] è l’esponenziale complesso 
elogte(m)] a PALLILILIII n elarete(n)] (10.10) 


È chiaro che si può aggiungere qualsiasi multiplo intero di 2x alla parte 
immaginaria del logaritmo complesso, cioè ad arg[x(n)], senza cambiare il 
risultato della (10.10). Perciò, se non si impongono ulteriori vincoli, il 
logaritmo complesso non è una trasformazione univoca. Poiché l’univocità 
è un requisito fondamentale nella definizione di un sistema, dobbiamo sce- 
gliere arg[x(n)] in modo da eliminare questa ambiguità. Inoltre, abbiamo 
il vincolo aggiuntivo che log[x(n)] sia definito in modo che valga la so- 
vrapposizione generalizzata, cioè in modo che se è x(n) = xi(n) + x2(n), 
risulti 
log [x(n)] = log [x;(n) © x.(n)] = log [x,(1)] + log [x,(")] 


Questo implica che sia 


log |x(n)] = log |xx(n)] + log |x»(1)] (10.11) 
arg [x(n] = arg [x,(n)] + arg [x,(1)] (10.12) 


Quindi l'ambiguità in arg[x(n)] deve essere eliminata in modo che sia sod- 
disfatta la relazione (10.12). 

Anche se di solito si elimina l'ambiguità nel logaritmo complesso 
sostituendo ad arg[x(n)] il suo valore principale, cioè il suo valore mo- 
dulo 2r, non lo si può fare in questo caso perché la relazione (10.12) non 
sarebbe in generale soddisfatta. In altri termini, non è vero in generale che 
il valore principale della somma di due angoli è uguale alla somma dei 
loro rispettivi valori principali. Per risolvere l'ambiguità e soddisfare la 
(10.12) è necessario definire arg[x] in modo che sia una funzione conti- 
hua di x, Questo approccio può essere sviluppato riporosamente usando 
la teoria delle superfici di Riemann. In questo paragrafo non ci occupere- 
mo dei dettagli di tale definizione del logaritmo complesso, in quanto i se- 
gnali delle classi di interesse nelle applicazioni che presenteremo sono non 
Negativi, nel qual caso non esiste ambiguità poiché arg[x(n)] può sempre 
essere assunto nullo. Tuttavia, questo non sarà vero nel par. 10.4, dove 
esamineremo sistemi omomorfi per la convoluzione, ed in quel paragrafo 
diseuteremo in dettaglio una definizione non ambigua del logaritmo com- 
plesso. Quindi per il momento assumiamo che sia disponibile una defini- 
zione non ambigua del logaritmo complesso per la realizzazione del sistema 
caratteristico relativo ai sistemi omomorfi moltiplicativi. Allora un partico- 
lare sistema omomorfo di questa classe differisce da tutti gli altri della me- 
desima classe solo nella parte lincare. Se l'ingresso è del tipo (10.6), l'usci- 
ta del logaritmo complesso è 


$(n) = at, (n) + f&(M = £(M + jî(m) (10.13) 
dove è 


X(n) = log [x1(n)] e £y(n) = log [x,(1)] (10.14) 
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&,() $.(n) 


Fig. 10.4 Rappresentazione generale di un sistema lineare con ingresso e uscita complessi 


La forma più generale di un sistema lineare per l’elaborazione di in- 
gressi complessi è mostrata in fig. 10.4, dove L,r, Li, Li e Lu indicano 
sistemi lineari reali. Se a e } sono numeri complessi, i sistemi lineari reali 
devono soddisfare le uguaglianze 

Ly = Li e Lu se Li (10.15) 
Se a e (} sono reali, non ci sono vincoli. 

Nelle applicazioni della teoria dei sistemi omomorfi moltiplicativi, 0c- 
corre scegliere opportunamente il sistema lineare e la scelta dipende ovvia: 
mente dalla natura del segnale d’ingresso. La possibilità o meno di clabo 
rare in modo utile segnali della forma 


x(n) = x(n) + x2() 


dipende dalla natura di *;(n) e #:(n), le componenti dell’uscita del sistema 
‘caratteristico, Ad esempio, se vogliamo separare le due componenti 0 ela 
borarle in maniera indipendente una dall’altra, allora i loro spettri in fr 
quenza non devono avere sovrapposizioni significative. Questo implica che 
il trattamento omomorfo di segnali combinati tramite la moltiplicazione 
può essere utile tutte le volte che una componente è rapidamente var!* 
bile e l’altra varia lentamente. Questo è proprio quanto avviene nei ca. 
della compressione di segnali fonici e del trattamento di immagini, dov? 
il filtraggio omomorfo è stato applicato con successo [3], [4], [5], [6] 
Nel prossimo paragrafo considereremo in dettaglio quest’ultimo esemp'* 


10.3 ELABORAZIONE OMOMORFA DI IMMAGINI 


Un esempio dei vantaggi dell'applicazione dell’elaborazione omomorfa 
dei segnali si ha nel campo del miglioramento di qualità delle imma!” 
Quest’applicazione si basa su un modello delle immagini come prodo!!® 
di due componenti di base. Queste componenti possono essere modifica"* 
separatamente mediante il filtraggio omomorfo per ottenere contempor? 
neamente un miglioramento del contrasto e una compressione del camr' 
dinamico. i 
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10.3.1 Modello per la formazione delle immagini [6] 


Le immagini sono formate dalla riflessione della luce, cioè si forma 
un'immagine quando l’energia luminosa proveniente da una sorgente di 
illuminazione viene riflessa da oggetti fisici. Quindi, il processo di forma- 
zione delle immagini può essere modellato come un processo moltiplicativo 
in cui una funzione illuminazione è moltiplicata per una funzione rifles- 
sione. Se le configurazioni bidimensionali di illuminazione e di riflessione 
sono rappresentate rispettivamente dalle funzioni f;(u, v) e f,(u, v)!, dove 
u e v sono variabili spaziali continue, allora l'immagine è espressa come 


f(u,0) = f;(u, 0) *f,(u, 0) (10.16) 
La componente di riflessione è sempre positiva ed è inoltre vincolata, per 
considerazioni fisiche, ad essere minore di uno: 

0</f(u,v)< fi(u, 1) < 0 (10.17) 


Poiché poi sia la componente di illuminazione che l’immagine corrispondo- 
no a distribuzioni di energia luminosa, risulta 


0</f,(u, 0) <1 (10.18) 
Riassumendo, le immagini possono essere rappresentate come il prodotto 
di due componenti e, inoltre, le singole componenti sono sempre positive. 
Pertanto la struttura delle immagini sembra essere particolarmente adatta 
per l'elaborazione con un sistema omomorfo moltiplicativo. 


10.3.2 Elaborazione numerica delle immagini 


Le immagini vengono rappresentate nel discreto mediante una se- 
quenza bidimensionale x(m, n) ottenuta con un campionamento periodico: 
x(m, n) = f(m Au, n Av) 


dove Au e Av sono scelti in modo che non si verifichi in quantità significa- 
tiva il fenomeno dell’aliasimng. In base alla discussione precedente, x(m, n) 
ha la rappresentazione 

x(m,n) = x;(m,n)*x,(m, n) (10.19) 
dove xi(m,n) e x,(m,n) sono le funzioni campionate rispettivamente di 
illuminazione e di riflettenza. 

Il sistema omomorfo discreto per l’elaborazione delle immagini ha 
la forma canonica illustrata in fig. 10.5 Poiché è x(m, n) > 0, non occorre 
preoccuparsi dell’ambiguità del logaritmo complesso. Si può scrivere quindi 

X(m, n) == log [x(m, n)] = log [x(m, 1) x,(m, n)] 
= log x;(m, n) + log x,(m, n) (10.20) 
= £(m, n) + £,(m, n) 
Stockam [6] ha osservato che l'uscita del sistema caratteristico ha una 


__' Nel par. 10.3 gli indici r ed i si riferiscono rispettivamente alla riflessione e 
illuminazione e mon alle parti reale e immaginaria. 
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Fig. 10.5 Forma canonicà di un sistema omomorfo per l'elaborazione delle immagini. 


stretta corrispondenza con la configurazione di densità che si ha rappre 
sentando un'immagine mediante diapositiva. Ha quindi senso chiamare 
x(m, n) rappresentazione intensità e %(m, n) rappresentazione densità di 
un'immagine. Analogamente, $(m, n) e y(m, n) possono essere chiamate 
rappresentazioni densità e intensità dopo l'elaborazione. È chiaro dalle pro- 
prietà dei sistemi lineari che risulta 


S(m,n)= $;(m,n) + $,(m, n) (10.21) 


dove $;(m, n) e v,(m, n) sono rispettivamente le densità d’illuminazione e 
di riflessione dopo l'elaborazione. Perciò l'intensità in uscita dopo l'elabo- 
razione è 

y(m,n) = exp [Î;(m, n) + j,(m, n)] 


= exp [$,(m, »)] - exp [j,(m, n] (10,22) 
= yi(m,n)y,(m, n) 


Poiché yi(m, n) è $,(m, n) sono entrambe reali (assumendo che la risposta 
all'impulso del sistema lincare sia reale), yi(m, n), y,(m, n) e y(m, n) sono 
tutte positive. Quindi risulta soddisfatto il vincolo che in un'immagine fisica 
le intensità devono essere strettamente positive. Questo comportamento è 
garantito per tutti i sistemi che hanno la forma di fig. 10.5. Ciò non avvie 
ne quando si elabora con un sistema lineare la rappresentazione intensità 
di un'immagine: in questo caso non è infatti garantito che le uscite siano 
positive. 

Avendo dimostrato che i sistemi omomorfi moltiplicativi si adattano 
molto bene alla struttura delle immagini, resta il problema di come sceglie 
re il sistema lincare di fig. 10,5, La scelta dipende, naturalmente, dalle pro 
prietà delle componenti £;(m, n) c &,(m, n) della densità, Fortunatamente, 
le componenti di illuminazione e di riflessione hanno caratteristiche nett® 
mente diverse. Infatti, in generale, l'illuminazione non varia rapidamente 
muovendosi lungo le varie parti di una scena, anche se le ombre corrispo” 
dono, ovviamente, a variazioni brusche dell’illuminazione, D'altro cante. 
se la scena contiene sufficiente dettaglio, la componente di riflessione 
varierà rapidamente a causa dei bordi netti e dei cambiamenti di tram? 
e dimensione. È quindi ragionevole assumere che l'illuminazione sia ‘" 
segnale a bassa frequenza (spaziale) e invece la componente di riflessione 
sia un segnale ad alta frequenza. Di conseguenza, la densità d'illumina 
zione avrà variazioni lente, mentre la densità di riflessione varierà c0" 
rapidità. I grafici della trasformata di Fourier di un'immagine 0 del suo 
logaritmo sono caratterizzati tipicamente da un picco a bassa frequenza € 
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da un livello con piccole variazioni alle alte frequenze: ciò sembra confer- 
mare implicitamente la validità delle assunzioni fatte prima, anche se asso- 
ciare il picco a bassa frequenza unicamente all'illuminazione e le alte fre- 
quenze unicamente alla riflessione sarebbe una semplificazione eccessiva. 

Anche se lente, le variazioni di illuminazione possono però essere 
molto notevoli nell'ambito di una scena, producendo quindi un vasto cam- 
po dinamico nell'immagine. Questo fatto pone problemi non indifferenti 
nella trasmissione di immagini su un canale di comunicazione o nella loro 
registrazione su un mezzo quale la pellicola fotografica. Di qui l'importan- 
za di elaborare la componente di illuminazione per ridurre il campo dina- 
mico. 

Un altro problema importante nel trattamento delle immagini è il 
miglioramento del contrasto, cioè il filtraggio dell'immagine in modo che 
risultino più netti i contorni degli oggetti della scena. Poiché questi con- 
torni si manifestano essenzialmente come brusche variazioni nella funzione 
di riflessione, occorre operare proprio su quest'ultima se vogliamo alterare 
il contrasto di un'immagine. 

Per vedere come si può ridurre il campo dinamico e migliorare il 
contrasto usando il sistema canonico di fig. 10.5, assumiamo dapprima 
che il sistema lineare sia un guadagno ideale y indipendente dalla fre- 
quenza, per cui è 

S(m, n) = yX(m, n) 


L'immagine d'uscita sarà allora b 
V(im, n) = [x(m, n] > [x(m, n))" + [x,(m, mM)" (10.23) 


Il campo dinamico dell'immagine può essere ridotto diminuendo la va- 
riazione della componente di illuminazione e questo implica chiaramente 
una scelta di y < 1. Per aumentare invece il contrasto, occorre elaborare 
la funzione riflessione in modo che cresca il rapporto tra due intensità date, 
e questo implica un y > I. 

La trasformazione rappresentata dalla (10.23), che corrisponde ad 
Un semplice guadagno per il sistema lineare, può essere ottenuta fotogra- 
ficamente; tuttavia questa scelta per il sistema lincare è spesso una solu- 
zione insoddisfacente in quanto si è visto che per y < 1 si riduce il con- 
trasto insieme al campo dinamico, mentre per y > 1 insieme al contrasto 
aumenta anche il campo dinamico, Se però ricordiamo che l'illuminazione 
è un segnale a bassa frequenza e la riflessione è un segnale ad alta fre- 
Quenza, è chiaro che un filtro lineare invariante alla traslazione che appli- 
chi guadagni diversi alle alte e alle basse frequenze rappresenta una scelta 
Migliore. Ad esempio, la fig. 10.6 riporta una sezione radiale di una rispo- 
Sta in frequenza a simmetria circolare. Questo sistema offre la possibilità, 
almeno approssimativamente, di migliorare il contrasto e nello stesso tem- 
Po ridurre il campo dinamico; in altri termini, y(m, n) è, in prima appros- 
iimazione, della forma 


y(m, n) = [x(m, n)]}"[x(m, n)]" (10.24) 
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Componenti di i. Componenti di w 
illuminazione riflessione 


Fig. 10.6 Sezione di una risposta in frequenza a simmetria circolare da usare per la parte 
lineare di un filtro omomorfo per immagini, allo scopo di ottenere contempora- 
neamente miglioramento di contrasto e compressione del campo dinamico. 


Quindi per ottenere contemporaneamente una riduzione del campo 
dinamico e un miglioramento del contrasto, y; va scelto minore dell'unità 
e Yr va scelto maggiore dell'unità. 

Nelle fig. 10.7 e 10.8 sono presentati due esempi di immagini filtrate 
in questo modo per avere contemporaneamente la compressione di dina- 
mica e il miglioramento del contrasto. Il guadagno a bassa frequenza del 
filtro, y;, è stato scelto pari a 0.5, e il guadagno ad alta frequenza, y,, pari 
a 2, il che corrisponde a porre yi = 0.5 e y, = 2 nella relazione (10.24). 
In fig. 10.7 sono rappresentate le scene originali e nella 10.8 le stesse 
dopo l'elaborazione. Altri esempi del tipo di filtraggio discusso qui si 
trovano in [3]. 


10.4 SISTEMI OMOMORFI PER LA CONVOLUZIONE 


Vi sono moltissimi problemi di elaborazione dei segnali in cui i segna 
li sono combinati tramite l'operazione di convoluzione. Quando, ad esem- 
pio, si effettua una trasmissione o una registrazione in condizioni che 
danno luogo a cammini multipli o riverberi, l’effetto della distorsione che 
ne consegue può essere modellato in termini di una convoluzione tra 
rumore e segnale desiderato. Un altro caso è quello dell’elaborazione della 
voce, dove spesso interessa separare gli effetti della risposta all'impulso 
del tratto vocale e dell'eccitazione, dalla cui convoluzione”si può consi: 
derare generata la forma d'onda della voce, almeno in un'analisi a tempo 
breve. Altri esempi sono la separazione di funzioni densità di probabilità 
che risultano convoluite come conseguenza della somma di processi casuali 
indipendenti, o l'elaborazione di segnali sismici ottenuti quando un'esple- 
sione genera un impulso di energia sismica che si propaga nella terra. 

Una tecnica comunemente usata per separare le componenti di quest! 
segnali, cioè per eseguire la deconvoluzione, è il filtraggio lineare inverso. 
Sfortunatamente, essendo i sistemi lineari non « adattati » alla struttura 
delle combinazioni mediante convoluzione, il filtraggio inverso richiede 
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Fig. 10.7 Due Immagini originali. 
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Fig. 10,8 Immagini di fig. 10.7 dopo il filtraggio per ottenere contemporaneamente compre® 
sione di dinamica e miglioramento del contrasto, 
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la conoscenza dettagliata di uno dei segnali componenti. Come alternativa, 
siamo portati a considerare una classe di sistemi omomorfi che obbedi- 


scono ad un principio di sovrapposizione generalizzato per la convolu- 
zione [4, 7,8]. 


10.4,1 Sistema canonico 


Consideriamo la combinazione di sequenze per mezzo della convo- 
luzione discreta, cioè 


0 
x(n) mè xi(K)xo(n — K) = x(n) + xa(n) (10.25) 
0 
Si dimostra facilmente che la convoluzione discreta soddisfa i postu- 
lati algebrici per la somma vettoriale e di conseguenza è una scelta ammis- 
sibile per una classe di sistemi omomorfi. La moltiplicazione scalare 
per un intero 4 corrisponde alla convoluzione ripetuta di x(n) con sé stessa 
a volte, c la moltiplicazione scalare quando a non è intero è una generaliz- 
zazione di questa operazione [1,8]. 
La forma canonica dei filtri omomorfi per la convoluzione è illu- 
strata in fig. 10.9, II sistema caratteristico, 2,, ha le proprietà seguenti 


Dy[xy(1) + xo(M)] = Da[x1(1)] + Da[xe(n)] 
= £(n) + £(n) 
Dc 1x1] = cDy[x(n)] = c£, (n) (10.26b) 


Il sistema L è un sistema lineare e Dz' è l'inverso di Dy. Quindi, se 
riusciamo a determinare il sistema Dx, abbiamo una rappresentazione di 
tutti i sistemi che soddisfano un principio di sovrapposizione generalizzato 
per la convoluzione. Nel resto di questo paragrafo c nei par, 10,5 e 10.6 
studieremo in dettaglio le proprietà del sistema 2, e le proprietà dei segna- 
li *(m). Nel par. 10.7 utilizzeremo poi queste proprietà in alcune applica- 
zioni della deconvoluzione omomortfa. 


(10.26) 


x(n) y(n) 


Fig. 10.9 Forma canonica per i filtri omomorfi con la convoluzione come operazione di 
ingresso e di uscita. 


10.4.2 Rappresentazioni matematiche del sistema caratteristico D4 


Il punto chiave per la rappresentazione matematica del sistema carat- 
teristico D4 è il fatto che la trasformata z della relazione (10.25) è 


X(2) = X(2)  Xa(2) (10.27) 
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In altri termini, l'operazione di trasformata z &[x(n)] può essere 
vista come una trasformazione omomorfa avente la convoluzione come 
operazione d’ingresso e la moltiplicazione come operazione d'uscita, come , 
illustrato in fig. 10.10. Usando la trasformazione z, le combinazioni me- 


* . 


4 


Trasformata - 2 


Lal 


x(n) = x4(n)*xa(n) X2) =X(2)eX2(2) 


Fig. 10.10 Trasformata z rappresentata come una trasformazione omomotrfa dalla convolu- 
zione alla moltiplicazione, 


diante convoluzione possono essere trasformate in combinazioni mediante 
moltiplicazione, che possono allora essere filtrate con un sistema omomor- 
fo moltiplicativo. Perciò, se rappresentiamo i segnali con le loro trasfor- 
mate 2, il sistema canonico di fig. 10.9 può essere sostituito da quello di 
fig. 10.11. Poiché normalmente la funzione X(z) è complessa, occorre usare 
qui il logaritmo complesso. 


Fig. 10.11 Sistema di fig. 10.9 con i segnali rappresentati in termini delle loro trasformate 7. 


Quando i segnali sono rappresentati come sequenze invece che tramite 
le loro trasformate z, si può rappresentare formalmente il sistema caratte- 
ristico Dx come in fig. 10.12, dove %-! è la trasformata z inversa. È inte- 
ressante notare che sia 4 che 4! sono trasformazioni lineari in senso 
convenzionale e nello stesso tempo trasformazioni omomorfe tra spazi 
vettoriali caratterizzati dalla convoluzione e dalla moltiplicazione, 


Fig. 10.12 Rappresentazione del sistema caratteristico D, . 


Vi sono alcune ipotesi importanti implicite nella rappresentazione 
del sistema caratteristico Dx come in fig. 10.12. Innanzitutto, il logaritmo 
complesso log[X(z)] deve essere univocamente definito, in modo che se è 


X(z) = Xi(2): Xx(2) 
risulti 
£(2) = log [X(2) - Xx(2)] 
= log [X,(2)] + log [X(2)] 
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Inoltre, £(2) deve essere una trasformata z valida. In terzo luogo, 
affinché *(n) sia definito univocamente, occorre scegliere una regione di 
convergenza per X(2) = log[X(2)]. Consideriamo per prima la scelta 
della regione di convergenza. Assumiamo che x(n) e *(n) siano entrambe 
sequenze reali stabili. Questa andra che è chiaramente molto ragionevole 
da un punto di vista pratico, non è in realtà restrittiva poiché bastano lievi 
modifiche per includere il caso di x(n) o £(n) instabili. Le regioni di con- 
vergenza sia di X(z) che di X(z) devono quindi includere il circolo unitario. 

Se X(2) = log[X(2)] è una trasformata z, allora deve avere un’espan- 
sione in serie di Laurent, 


n 
(2) = log [X(2)] = Y %n)z* 
ne_-2 
con una regione di convergenza che racchiude il circolo unitario. Vale a 
dire che X(z) deve essere analitica in una regione che comprende il circolo 
unitario. Esprimiamo X(z) su quest'ultimo come 


Le!) = Xe!) + jX (e!) 
Poiché *(n) è reale, Xr(eÎ") deve essere una funzione pari di tw, e 
Xi(e') deve essere una funzione dispari di w. Inoltre, X(e!) deve essere 
una funzione periodica di w con periodo 2x. La conseguenza più impor- 
tante dell’analiticità di X(2) sul circolo unitario è che X(eÎ) deve essere 
una funzione continua di w. Dal fatto che è 


(e) — log |X(e/°)| + j are [X(e'%)] 
segue che 
Xr(e'°) = log |X(e°®)] 


X(e'®) = arg [X(e!®)] 


devono essere funzioni continue di w. Purché X(z) non abbia zeri sul 
circolo unitario, la continuità di Xr(e') è assicurata dal fatto che X(e') 
è analitica sulla circonferenza unitaria, La continuità di Xy(e') dipende 
invece dalla definizione di logaritmo complesso. Per questo l'imporre che 
X(2) sia una trasformata 2 valida c l'eliminazione dell' ambiguità del loga- 
ritmo complesso sono fatti collegati. 

Il problema dell’univocità e dell’analiticità del logaritmo complesso 
è illustrato dalla fig. 10.13. In fig. 10.13(a) si vede una tipica curva di 
fase per la trasformata z, X(z), valutata sul circolo unitario. Se X(z) è il 
prodotto di due trasformate z, allora si può pensare questa curva come la 
somma delle curve continue di fase delle trasformate componenti. La 
fig. 10.13(b) mostra il valore principale della fase di 'X(z). Entrambe le 


curve sono rappresentazioni della fase di X(z) in quanto è 
ei®8[X(2)] ia eiAR9XT2)] 
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i arg[X(el®)] 


ARG[ x(el*)] 


Fig. 10.13 (a) tipica curva di fase per una trasformata z valutata sul circolo unitario; (b) va- 
lore principale della curva di fase di (a). 


Si vede però facilmente che la curva del valore principale potrebbe 
non corrispondere in generale alla somma dei valori principali delle fasi 
delle trasformate componenti, e per di più ARGIX(2)] è discontinuo © 
quindi non può soddisfare il vincolo di continuità che deriva dal dover 
essere X(2) analitica sul circolo unitario. 

Un modo di affrontare i problemi presentati dal logaritmo complesso 
è attraverso il concetto di superficie di Riemann. Un'altra via per definire 
il logaritmo complesso è assumere che il logaritmo complesso continuo 
si ottenga per integrazione della sua derivata. Nell'ipotesi di logaritmo 
complesso a un sol valore e differenziabile, possiamo scrivere 


d __L_dX@) _dl@) 
elena © da eni 


Valutando questa derivata logaritmica sul circolo unitario si ottiene 
v x'(ele) _ x! (0) Li 
Le) = — Xe) — Xirfe”) + jLi(e!°) 
dove l’apice indica la derivata rispetto ad w. Da questa espressione si ha 
dle) _ Xn(!Ke) — XeYXKn(e!") 
da Xi(e') + Xi(e'®) 
Integrando la (10.29) rispetto ad w possiamo applicare la condizione 
arg [X(e'®)]m=o = 0 
per imporre che arg[X(e?)] sia una funzione continua e dispari di w. 
La definizione del logaritmo complesso è stata discussa accuratamente 


per due ragioni. La prima è che è importante capire a fondo il logaritmo 
complesso in modo che le manipolazioni formali che faremo nel seguito 


(10.29) 
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di questo paragrafo e in paragrafi successivi possano essere fatte con la 
certezza della loro validità. In secondo luogo, i problemi di ambiguità 
nella definizione del logaritmo complesso corrispondono a importanti pro- 
blemi di calcolo. Questi ultimi saranno esaminati in un successivo para- 
grafo sulla realizzazione di sistemi omomorfi per la convoluzione. 

La rappresentazione matematica di fig. 10.12 è stata ricavata in base 
al fatto che la teoria dei sistemi omomorfi moltiplicativi del par. 10.2 
può essere applicata alle trasformate z di una convoluzione. Partendo 
da questa rappresentazione e dall'implicita assunzione dell’analiticità di 
log[X(x)], possiamo ottenere altre due rappresentazioni del sistema Dy 
usando la derivata logaritmica. 


Assumendo che log|X(z)] sia analitico, risulta 


va =£® (10.30) 
X(2) 
dove * indica la derivazione rispetto a z. Si dimostra facilmente che è 
; cad ; DI zX'(z) 
zX'()= Y [-n%(n)]z"= —— 10.31 
= X [nine t= E (10.31) 
da cui segue | 
—n£(n) = -$ 6) 2" dr 
2rj Je X(2) 


dove C è un percorso chiuso nella regione di cenvergenza di X(2). Espli- 
citando £(n) sì ottiene 


ga aa) 2" dz, 


n#0 (10.32) 
pe” c_X(z) 


Il valore di £(0) si ricava notando che è 


#0)= [te di 


ce a Xr(e!°) do + = X(e') do 
2r4-s 274-s 


Poiché X,(e°) è una funzione ne di w, questa espressione diventa 


£(0) — (0% (0°) dw 


i ( (10.33) 
=— | log|X(e/®)| do 
27 d4- 


Partendo dalla relazione (10,31) possiamo anche derivare un’'equa- 
zione alle differenze che rappresenta il sistema D,. Riordinando la (10.31) 
si ha 


zX'(2) = 22): X(2) 
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La trasformata z inversa di questa espressione è 


nx(n)= S k&k)x(n— 4) (10.34) 


ken 0 
e dividendo per n si ottiene 
Ul 
*m= Î (REGNO =, n£0 (10.35) 
ko \M 
Abbiamo quindi ricavato una relazione implicita tra *(n) e x(n). 
Sotto certe condizioni questa espressione può essere trasformata in una 


formula ricorsiva che si può usare per il calcolo. Formule di questo tipo 
sono discusse nel par. 10.5. 


10.4.3 Sistema caratteristico inverso Dr! 


La rappresentazione matematica del sistema caratteristico inverso 


Dx' segue in modo semplice dalla rappresentazione di Dy ed è illustrato 
in fig. 10.14. È per definizione 


DI [Dx] = x) 


- mesi i nt lt ---------14% 
. Ù 

' 

Ù 

' 


exp[ ] 


Flag. 10.14 Rappresentazione del sistema br 


c perciò sia $(1) che y(1) devono essere sequenze stabili, in quanto x(n) 
e £(1) sono per ipotesi entrambe stabili. Le regioni di convergenza di Y(2) 
e di Y(z) devono allora comprendere il circolo unitario, per cui si ho 
[ È 
y(n) = — P_Y(2)z"" dz 
2nj “e 
dove C' è il citcolo unitario e 
Y(2) = exp [f(2)] 
Per fortuna la funzione esponenziale complesso non presenti più 
blemi di unicità c se Y(2) è analitica sul circolo unitario lo è an” 
exp[Y(2)]. 


10.4.4 Il sistema lineare L 
Avendo fornito una rappresentazione matematica del sistema car 


teristico Da e del suo inverso, nel sistema canonico di fig. 10.9 resta “ Sl 
‘{ . . . . n . CARI P- Uh 
da specificare il sistema L. In linca teorica, nel sistema canonico di fig. !! 
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può essere usato qualsiasi sistema che soddisfa il principio di sovrappo- 
sizione rispetto all’addizione. Sul piano pratico, tuttavia, si è trovato che 
è veramente utile soltanto una’ particolare classe di sistemi lineari. 
Ricordiamo che nel caso dei sistemi moltiplicativi la scelta opportuna per 
il sistema lineare è stata quella di un sistema lineare tempo-invariante. Ri- 
cordiamo anche dalla fig. 10.11 che se i segnali sono rappresentati dalle 
loro trasformate z, allora si può pensare ad un sistema lineare che agisce 
sul logaritmo complesso della trasformata z. In altre parole, la classe dei 
sistemi omomorfi per la convoluzione è analoga alla classe dei sistemi 
omomorfi per la moltiplicazione; i ruoli del dominio del tempo e del do- 
minio della frequenza sono però, in un certo senso, scambiati. Quindi, 
anche se teoricamente si possono usare sistemi lincari tempo-invarianti, è 
particolarmente interessante prendere in esame la classe dei sistemi lincari 
frequenza-invarianti, per i quali risulta 


P(e!0) = - Da X(e'*)L(e!") d0 (10.36) 


Per un sistema di questo tipo la trasformata di Fourier dell'uscita si ottiene 
dal logaritmo complesso X(eî) = log[X(e!)| per mezzo di una convo- 
luzione periodica con variabile continua. In alternativa, tale sistema ha 
una rappresentazione nel dominio del tempo come 


PM = (MX) (10.37) 


dove /(1) è la trasformata inversa di (e!) Poiché si assume che x(n), 
x(n), (11) e y(1) siano tutte sequenze reali e stabili, ne segue che /(1) deve 
essere reale, e in generale deve anche essere stabile. Ciò implica che L(2), 
la trasformata z di /(n), ha una regione di convergenza che comprende il 
cerchio unitario e che le parti reale e immaginaria di L(e') sono funzioni 
rispettivamente pari e dispari di w, 

Si potrebbe naturalmente approfondire di più il problema del perché 
questa particolare classe di sistemi lincari sia così utile. Tuttavia, questo 
problema e quelli relativi al progetto di tali sistemi trovano soluzione solo 
alla luce di ulteriori discussioni sulle proprietà di x() o di log X(e")]. 
Questo è l'argomento del par, 10.5. 


10.4,5 Nota sulla terminologia 


Concludiamo questo paragrafo con una breve nota storica che aiuterà 
a definire la terminologia per il resto del capitolo. Nel 1963 Bogert, Healy c 
Fukey pubblicarono un lavoro dal titolo piuttosto insolito [9]. In questo 
@rticolo essi notarono che il logaritmo dello spettro di potenza di un segnale 
contenente un'eco ha una componente periodica additiva dovuta all'eco € 
quindi la trasformata di Fourier del loparitmo dello spettro di potenza 
deve avere un picco in corrispondenza del ritardo d'eco. Essi chiamarone 
Suesta funzione il cepstrum, anagrammando il termine inglese per spettre 
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in quanto « In generale ci troviamo ad operare nel campo della frequenza 
con metodi tipici'del dominio del tempo e viceversa » [9]. Bogert e gli 
altri proseguirono definendo un intero vocabolario relativo a questa nuova 
tecnica di elaborazione dei segnali; però ha avuto vasta diffusione solo il 
termine « cepstrum ». Siccome lo spettro di potenza è la trasformata di 
Fourier della funzione di autocorrelazione ed è sempre positivo, si può con- 
siderare il cepstrum come l’uscita del sistema caratteristico Dx quando 
l'ingresso è un’autocorrelazione. Essendo lo spettro di potenza sempre 
positivo, in questo caso basta calcolare il logaritmo reale. In generale dob- 
biamo usare il logaritmo complesso e trasformate di Fourier complesse: 
così, per sottolineare la relazione e mantenere la distinzione, chiamiamo 
l'uscita del sistema caratteristico il cepstrum complesso. Ci preme aggiun- 
gere che il cepstrum complesso x(n) è, ovviamente, reale per ingressi x(m 
reali. Riserveremo l'uso del termine « cepstrum » ai casi in cui si usa solo 
il logaritmo reale. 


10.5 PROPRIETÀ DEL CEPSTRUM COMPLESSO 


Proseguendo lo studio dei sistemi omomorfi per la convoluzione, esami 
neremo le proprietà del cepstrum complesso, ovvero di log[X(e?)], nel caso 
di una particolare ec interessante classe di segnali d’ingresso, quella delle se: 
quenze esponenziali, 


10.5.1 Sequenze esponenziali 
La classe di sequenze aventi trasformata 2 razionale ha le fortunati 


proprietà di essere utile e di prestarsi ad un'analisi semplice. Consideriamo 
allora sequenze d'ingresso x(m) le cui trasformate z sono della forma 


ATTO - a2)IT 1 — h,9) 
X(z2) = Den "a (10.38) 


TI (L= 68 DIL (1 — dz) 
kml keel 


dove [ax], |bi|.}cx] e |d:] sono tutti minori dell'unità, in modo che i fattori 
della forma (1 —@z7') e (1 —«z7') corrispondono a zeri e poli intern! 
al circolo unitario, e i fattori della forma (1 — bxz) e (1 — dxz) corrispon 
dono a zeri e poli esterni al cerchio unitario. Queste trasformate z sono ea 
ratteristiche di sequenze costituite di una somma di sequenze esponenziali. 
Nel caso particolare in cui non vi siano poli, cioè il denominatore del- 
l’espressione (10.38) sia unitario, la (10.38) corrisponde a una sequenza 
di lunghezza finita. 
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Se si calcola log[.X(z)] come chiarito nel par. 10.4, si può scrivere for- 
malmente 


Î(2) = log [A] + log [2°] + X log (1 — az?) 
kon 


“ x si (10.39) 
+ Xlog(1 — byz) — Ylog(1 — cx27!) — Ylog(1— dz) 
k=1 Kx1 keel 


Se interpretiamo ogni termine della (10.39) come una trasformata z, le pro- 
prietà di x(n) dipenderanno dall'insieme delle proprietà delle trasformate 
inverse di ogni termine. 

Per sequenze reali A è reale e se è anche positiva il primo termine, 
log[A], dà contributi solamente a x(0). Più precisamente, risulta (v. probl. 


Il di questo capitolo) 
£(0) = log |A] (10.40) 


Se A è negativa, è più difficile determinare il contributo del termine log[A] 
al cepstrum complesso. Analogamente, il termine 2" corrisponde solo a un 
ritardo o un anticipo della sequenza x(n). Se r = 0, questo termine scom- 
pare dall'espressione (10.39). Se invece è r # 0, ci sarà un contributo non 
nullo al cepstrum complesso. Anche se i casi di A negativa e/o di r 36 0 
possono essere trattati formalmente [8], il farlo non sembra offrire van- 
taggi reali, perché di fronte al prodotto di due trasformate del tipo (10,38) 
hon possiamo aspettarci di riuscire a determinare quanto sia il contributo 
di ciascuna componente ad A 0 ad r. Situazione analoga si ha nel filtraggio 
lineare quando siano stati sommati due segnali aventi ciascuno una compo- 
nente continua. In pratica si evita quindi questo problema misurando 1l 
segno di A c il valore di re cambiando poi l'ingresso in modo che la sua 
trasformata z sia della forma 


IALTTO — az ")JT0 — b,z) 


X)= 5, (10.41) 
II(1-c2II(1- 42) 
ke] kol 
Allo stesso modo la (10.39) diventa 
X(2) = log |A] + Ylog(1 — axz) + Ylog(1 — byz) 
a, pe (10.42) 


P Po 
-- Xlog(1 — eyz) —Zlog (1—- d,z) 
É=1 = 


Ad eccezione del termine log|A], che abbiamo già trattato, tutti i termini 
della (10.42) sono della forma log(l — az7') e log(1 —Bz). Tenendo pre- 
sente che questi fattori devono rappresentare trasformate z con regioni di 
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convergenza che comprendono il circolo unitario, possiamo effettuare le 
espansioni in serie di ‘potenze 


log (1 — art) = SE #8. 2/3 al (10.43) 
è nel 
log(i = f9==ZE 8 le1<I# (104) 


Sulla base di queste espressioni è chiaro che, per ingressi con trasformate z 
razionali come la (10.41), £(n) ha la forma generale 


£(n) = log |A] n=0 (10.452) 
MPI, Pi 01 
=-YFt+Y%, n>0 (10.45b) 
k=1l1n kelM 
MOT Do dr” 
o, ad (10.450) 


k=l MN kel N 


Si noti che nel caso particolare di sequenze di durata finita mancherebbe il 
secondo termine sia nella (10.45b) che nella (10.45c). Dalle espressioni 
(10.45) ricaviamo le seguenti proprietà del cepstrum complesso. 
P1. II cepstrum complesso tende a zero con velocità pari almeno a 
1/n: più precisamente, risulta 


— O CnLK0 


Lt] < C|È 
n 


dove C è una costante ed a è il massimo fra |ax], |be|, |ex] e |dal. 
Questa proprietà è anche evidente dalla (10.32). 
P2. Se x(n) è a fase minima (né poli né zeri esterni al cerchio unitario), 
si ha 
&(n)=0, n<0 
P3. Se x(n) è a fase massima (né poli né zeri interni al cerchio unità- 
rio), si ha #n)=0, n>0 


P4, Se x(n) è di durata finita, X(n) avrà ciò nonostante durata infinita. 


10.5.2 Sequenze a fase minima e a fase massima 


Consideriamo alcune conseguenze importanti delle proprietà P2-P4. 
Esaminiamo dapprima una sequenza a fase minima con trasformata 2 della 


forma mi 
II (L= az) 
X(2) = |A|® 


II (La c42 1) 


kl 
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Chiaramente è x(mM=0, n<0 (10.462) 


e, dalla proprietà P2, %n)=0, n<0 (10.46b) 


Quindi, per ingressi a fase minima, la sequenza £(n) è causale, In questo 
caso la rappresentazione matematica del sistema Dx può essere notevolmente 
semplificata. Ricordiamo dal cap. 7 che la trasformata z di una sequenza 
causale è completamente determinata dalla parte reale della sua trasfor- 
mata di Fourier. Poiché x(n) e £(n) sono entrambe causali, dovremo allora 
calcolare soltanto 

Xe!) = log |X(e'")] 


per ottenere £(n). Ricordando che la trasformata di Fourier inversa di 
Xr(e') è la parte pari di £(n), che indichiamo con c(n), si ha 
Xn) + x(n) 

2 


Essendo per una sequenza a fase minima x(n) = 0 per n < 0, possiamo 
scrivere 


c(n) = 


X(n)= c(n)-u,(n), (10.47) 
dove è ù b 
È n< 
u,(n) = \1, ti =0 
Z, n>0 


Queste operazioni sono illustrate in fig. 10.15. La sequenza c(n) è detta il 
cepstrum dell'ingresso x(n) a causa della sua stretta somiglianza con la de- 
finizione originale del lavoro di Bogert e altri. È da notare che solo nel 
caso di ingressi a fase minima (o a fase massima) si può ricavare il cepstrum 
complesso come in fig. 10.15. 


Trasfor- Trasfor- 
—_+| mata di mata di 
xin)| Fourier | x(el) Rate!) | imersa | cin) (n) 
&r(e!)= log|x(e!)| a 6 
u,(n) = 4',n=0 
O, n<0 


Fig. 10.15 Realizzazione del sistema D, per un ingresso a fase minima. 
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Una rappresentazione alternativa si ottiene partendo dall’equazione 
alle differenze (10.35). Applicando le condizioni espresse nelle (10.46) 
si ricava 


x(n) =Y (Aston ici a 0 
k=0 \M 
‘ (10.48) 


nel 


= {Mx +5 (£) sx 1 
Esplicitando rispetto a &(n) si giunge alla formula ricorsiva 


0, n<z 0 
2 nel a 
X(n)= {x(n) mo, (io 2A sa (10.49) 


x(0) xeo\n x(0) 


Si dimostra facilmente (v. probl. 9 di questo capitolo) che il valore di £(0) 
è 
le 


£(0) = log [A] = log [x(0)] (10.50) 


Allora le relazioni (10.49) e (10.50) costituiscono una rappresentazione 
del sistema Dy per segnali a fase minima. Dalla (10.49) segue anche che 
quando gli ingressi sono a fase minima il sistema D, è causale, cioè l'uscita 
pet n < no dipende solo dall'ingresso per n < no, con m arbitrario (v. probl. 
15 alla fine del capitolo). Analogamente, le relazioni (10.48) e (10.50) 
rappresentano il sistema caratteristico inverso D3'. 

Nel caso di sequenze a fase massima si può svolgere un ragionamento 
parallelo al precedente. Una sequenza a fase massima non ha poli né zeri 
interni al cerchio unitario. Allora è 


x(n) = *(n)=0, n>0 (10.51) 
È ancora vero che occorre solo log|X(e!)| per calcolare &(n), in quanto è 


*(n) = u_(n)-c(n) 
con 


Za n<z0 
u_(Mi= 1, n'=0 (10.52) 
0, n>0 
Quindi la fig. 10.15 vale anche per sequenze a fase massima se w,(n) è 
sostituito da u_(n). 
Se applichiamo la (10.51) alla relazione (10.35) otteniamo 


x(n) = 3 (È) scs — k), n<zo0 
ken 


iu (10.53) 
= £(n)x(0) + Y (fto — k) 


kent+1 \M 
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e, risolvendo rispetto a X(n), 


LI, as, n<0 


X(0) xent1\n x(0) 
É 10.54 
£M) = 1 rog [xO), da ca 
0, n>0 


Queste relazioni rappresentano quindi il sistema caratteristico ed il suo 
inverso per ingressi a fase massima. 

La discussione sulle sequenze a fase minima e massima ha una con- 
seguenza interessante per le sequenze di lunghezza finita. Precisamente, 
nonostante la proprietà P4, possiamo dimostrare che per una sequenza d'in- 
gresso lunga N occorrono solo N campioni di £(n) per determinare x(1). 
Per rendercene conto, consideriamo la trasformata z 


X(2) = Xmin(2) * Xmax(2) 
dove è 


mi 


Xmin(2) = A Il (I SE az) 


kml 


Xmax(2) CS TI (1 cs byz) 
ko] 


La sequenza corrispondente è 


x(n) "SE Xmin() * Xmax(1) 


doxe xmin(n) = 0 all'esterno dell'intervallo 0 < n < m; e xmax() = 0 al- 
l'esterno dell'intervallo —t < n < 0. La sequenza x(n) è quindi diversa 
da zero nell'intervallo — mo < n < mi. Usando le formule ricorsive prima 
derivate possiamo scrivere 


0 n<z0 
Xmin() E _a n=0 (10.55) 
nel 
(O) +È (£) xml = 6 n>0 
k=0\n 
e 
0 n>0 
Xmax() = ! n=0 (10.56) 
0 
*M+ È (ml) n<0 
kent \M 


È chiaro che occorrono m; + 1 valori di £(m) per calcolare x) cm 
valori di &(n) per calcolare xmax(1). Perciò sono necessari solo nm; + #0 + 1 
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valori della sequenza di lunghezza infinita £(n). per ricostruire. completa- 
mente la sequenza di lunghezza finita x(n). 


{rr 


:10.5.3 Poli e zeri sul circolo unitario 
LI L3#4 1] 

Finora non abbiamo considerato poli e zeri sul circolo unitario e vi 
sono buone ragioni per averlo fatto, sia dal punto di vista teorico che del 
‘calcolo. Ricordiamo che nella rappresentazione matematica del sistema 
caratteristico abbiamo scelto come percorso di integrazione il circolo uni- 
tario. Se X(z) ha un polo o uno zero sul circolo unitario, non possiamo 
associare a log[X(z)] una regione di convergenza che comprenda il circolo 
unitario stesso. Si può dimostrare che un fattore log(1 —ei'e—') è espan- 
dibile in serie di Fourier come 

0 pÎ0n 

log (1 a e'0e!9) PENE y ecion 

nel N 
che converge rispetto a qualche criterio. Però la parte reale del logaritmo 
complesso è infinita e la parte immaginaria discontinua, il che crea delle dif- 
ficoltà aggiuntive. Per evitarle, scegliamo un diverso percorso C per calco 
lare £(n) da log[X(z)]. In maniera equivalente, possiamo moltiplicare la 
sequenza d'ingresso per una sequenza esponenziale ottenendo 


w(n) = a"x(n) 
dove & è reale e positivo, La sequenza risultante ha una trasformata z 
Wa) = X(atz) 
' 


I.poli e gli zeri di X(2) sono quindi traslati radialmente di un fattore a. 
È importante notare che se è x(n) = xi(1) * x2(n), allora si ha 


(a) = Meta) = Xe!) + X(012) 
in modo che risulta 
w(n) = a"xi(n) * a"x2(n) 


Questo equivale a dire che il pesare con un esponenziale una convoluzione 
dà luogo alla convoluzione di sequenze pesate esponenzialmente. 

Oltre a fornire un mezzo per spostare le singolarità di log[X(2)] dal 
circolo unitario, l’uso di una funzione peso esponenziale è anche una tec: 
nica utile per trasformare un segnale a fase mista in uno a fase minima 
oppure a fase massima. 


10,6 ALGORITMI PER LA REALIZZAZIONE DEL SISTEMA CARATTERISTICO Dè 


Nel par. 10.4 abbiamo dato alcune rappresentazioni matematiche della 
trasformazione omomorfa D,, che abbiamo chiamato sistema caratteri 
stico per la convoluzione, e il cui scopo è di trasformare una combinazione 
mediante convoluzione in una combinazione mediante somma, in modo 
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che sì possa applicare il filtraggio lineare. In tutte queste rappresentazioni 
‘ era implicita l’ipotesi di univocità e continuità del logaritmo complesso, e 
in due di esse giocava un ruolo fondamentale la trasformata di Fourier. 
Se queste rappresentazioni matematiche devono servire come base per rea- 
lizzare numericamente il sistema Dx, allora è necessario affrontare i pro- 
blemi connessi con il calcolo della trasformata di Fourier e del logaritmo 
complesso. 


10.6.1 Realizzazione basata sul logaritmo complesso 


Il sistema D, è rappresentato dalle equazioni 


X(e!'°) = 3 x(n)e 50” (10.57a) 

£(e') — log [X(e'®)] (10.57b) 

Hr È i LSM deo (10.570) 
mI-n 


Per il modo in cui operano i calcolatori numerici, dobbiamo limitarci a 
considerare sequenze d'ingresso di lunghezza finita e trasformate di Fou- 
rier solo per un numero finito di punti. Ciò implica, ovviamente, che si 
debba fare uso della trasformata di Fourier discreta. Quindi, al posto delle 
(10.57), usiamo per il calcolo le espressioni seguenti: 


N-1 
X(k) = X(e'°)amtasr a È Malpe a (10.58a) 
ne0 
X(k) = log [X(e°)]|mterram = 108 [X(h)] (10.58b) 
N-1 
X»(n) = L 3 Egna (10.586) 
ke 0 


In base al teorema del campionamento per la trasformata z ricavato nel 
cap. 3, è chiaro che £,(1) è lepata alla £&(m) desiderata dalla 


v 
gn = Y £n + kN) (10.59) 
kw 0 

Poiché il cepstrum complesso ha in generale durata infinita, xp(1) sarà una 
versione con aliasing (temporale) di &(n); tuttavia, nella proprietà PI abbia- 
mo notato che £(n) in generale tende a zero più rapidamente di una se- 
quenza esponenziale, cosicché è da attendersi che l'approssimazione diventi 
sempre migliore al crescere di N. Perciò può essere necessario aggiungere 
zeri a una sequenza d’ingresso affinché il logaritmo complesso sia campio- 
nato abbastanza fittamente da evitare un eccessivo aliasing nel calcolo del 

cepstrum complesso. x 
Scrivendo le relazioni (10.58) e (10.59) abbiamo assunto che X(K) 
rappresenti una versione campionata del logaritmo complesso continuo. 
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Dobbiamo quindi esaminare come calcolare i campioni di arg[X(e')] dalla 
DFT X(k). Un semplice algoritmo è basato sul calcolo di 


-T<ZARG[XA)]]<%7 


che si ottiene usando le normali funzioni di libreria per l’arcotangente, di- 
sponibili su quasi tutti i calcolatori. Questi campioni del valore principale 
della fase sono poi « srotolati » per ricavare i campioni della curva di fase 
continua. Consideriamo un ingresso di lunghezza finita con trasformata di 
Fourier 
M 
X(e'°) sù DV x(n)e on 


ne0 


= aesene TT (1 — ae) TT (1 — be!) 


k=1 


(10.60) 


dove e |b:! sono minori di uno ed è M = mo + mi. In fig. 10.16(a) è 
rappresentata una curva di fase continua per una sequenza di questo tipo. 
I punti marcati indicano i campioni di X(e') ad w = (2r/N)K richiesti 
per il calcolo di £,(1) (N è assunto pari). La fig. 10.16(b) mostra il valore 


arg[X(k)] 


ARG[X(k)] 
lì © Lezibenizinia as 


COR (k) 


(c) 


Fig. 10.16 (a) campioni di SIOE (b) valore principale di (a); (c) sequenza correttiva 
per ottenere arg da A 
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principale e i suoi campioni ricavati dalla DFT dell’ingresso. Si può vedere 
che per ottenere i campioni della fase desiderata occorre aggiungere un 
opportuno multiplo intero di 2r ai campioni del valore principale. Questo 
multiplo opportuno di 2r può essere ricavato da ARG[X(K)] se i campioni 
sono abbastanza ravvicinati da rivelare le discontinuità. Se arg[X(e!")] 
presenta variazioni rapide ci aspettiamo che £(n) tenda a zero meno veloce- 
mente che nel caso di variazioni lente. Ma, se arg [X(e°)] varia rapida- 
mente, richiede anche un campionamento più fitto per assicurare la rivela- 
zione delle discontinuità di ARG[X(e')]. Quindi la minimizzazione del- 
l'aliasing e la possibilità di ricavare i campioni della curva continua di fase 
vanno di pari passo. Maggiore è il valore di N, migliore è l'approssimazione 
dei calcoli. Questa non è in generale una limitazione importante grazie 
all'esistenza degli algoritmi di FFT: ed effettivamente la scoperta dell’algo- 
ritmo di Cooley-Tukey fu determinante nel promuovere le applicazioni dei 
sistemi omomorfi per la convoluzione. 

Un commento finale sul calcolo del logaritmo complesso continuo ri- 
guarda il segno di A e la componente a fase lincare dovuta al fattore 
e", Il segno di A può essere ricavato facilmente essendo uguale al segno 
di X(k) per K = 0. Il valore di mo può essere determinato sommando ad 
ARG[X(k)] la sequenza di correzione, poiché si dimostra con facilità dalla 
(10.60) che è 

arg [X(ef")] = —m, 


Prima di calcolare il cepstrum complesso, viene sottratta dalla fase questa 
componente a fase lineare, ed il segno di A viene reso positivo. 


106.2 Realizzazione basata sulla derivata logaritmica 


In alternativa al calcolo effettivo del logaritmo complesso, può essere 
usata Ja rappresentazione matematica basata sulla derivata logaritmica, 
In termini della trasformata di Fourier questa rappresentazione è la se- 
guente: 


X(e'°) = S x(n)e 10" (10.61) 

X'(e!%)= —j D nx(n)e i" (10.62) 
at ” X'(e'°) RA 

&n) = at e” do, n540 (10.63) 


£(0) = o "log [X(e'°)] do (10.64) 
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Per sequenze di lunghezza finita ed usando la DFT invece della trasfor- 
mata di Fourier, queste relazioni diventano: 


X(k) = Sme steam — X(e'®) (10.65) 
ne0 ladra dk} N 
X'(K) = —)S nem) 0100 meri X'(e'°) (10.66) 
t i ; ge 2rk/N 


vagoni 1 AI tar À n 1 adiei 

Lao(n) = ian x) mai (10.67) 
; 1 N-1 

Lay(0) = — Y log |X(h)I (10.68) 
Nk=0 


dove l’indice d si riferisce all'uso della derivata logaritmica e l’indice p 
anticipa la periodicità intrinseca nei calcoli della DFT. In questo caso evi- 
tiamo il problema di calcolare il logaritmo complesso, al prezzo di un 
aliasing più sensibile, essendo adesso 


gum = S (n + KN)An + kN) (10.69) 
Mkw-o 


Quindi, nell’ipotesi che la curva di fase campionata sia calcolata con suf- 
ficiente precisione, ci si aspetta che, per un dato valore di N, £,(n) della 
(10.58c) sia un'approssimazione a £(n) migliore di £ap(n) della (10.67). 
Per sequenze di lunghezza finita con trasformata di Fourier del tipo 
(10.60) si può dimostrare che è 
na =I Li X'(e'1°) 
° 2rfd-a X(e'°) 
Approssimando questa espressione mediante la DFT inversa si ottiene 
ms SEL 
°° JN fo X(k) 
La quantità m.,, non sarà, in generale, intera; tuttavia, per valori di N 
grandi, è lecito aspettarsi che m,p tenda a mo, il numero di zeri di X(z) 
esterni al cerchio unitario. 


10.6.3 Realizzazioni a fase minima 


Nel caso particolare di ingressi a fase minima, la rappresentazione ma. 
tematica si semplifica come in fig. 10.15, Le relazioni su cui si basa la rea- 
lizzazione sono in questo caso le seguenti: 


X(k) = Same si (10.702) 
ne0 
Xx(k) = log |X(h)] (10.70b) 


cy(n) = 15 Rn(ielttt (10.706) 
ke0 
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In questa struttura è il cepstrum a presentare aliasing, cioè risulta 


con) = È, c(n + kN) 


'— 00 


Per calcolare il cepstrum complesso da cp(n) secondo lo schema di fig. 10.15 
scriviamo 
cy(n), n= 0, N/2 
Xon(n) = {2c,(n), 1<n< N[2 
0, N/2<n<N-1 


Chiaramente è £.,(n) 4 &,(n) poiché qui è la parte pari di £(n) che subisce 
aliasing e non £(n) nel suo complesso. Ciò nonostante, per valori di N gran- 
di, è lecito attendersi che *.,(n) differisca molto poco da £(n). Analoga- 
mente, se x(n) è a fase massima, si otterrebbe un’approssimazione del cep- 
strum complesso dalla 


0, 1<n< N/2 
Xen) = \cy(n), n=0; N/2 
2ey(n),  N/2<n<N-1 


Nel caso di sequenze a fase minima o a fase massima abbiamo anche 
a disposizione le formule ricorsive (10.49) - (10.56) come possibili realiz- 
zazioni del sistema caratteristico e del suo inverso. Queste relazioni sono 
molto utili quando la sequenza d’ingresso è molto corta o quando sono ri- 
chiesti solo pochi valori del cepstrum complesso. Con queste formule non 
si ha, ovviamente, alcun errore di aliasing. 


10.7 APPLICAZIONI DELLA DECONVOLUZIONE OMOMORFA 


I concetti teorici discussi nei paragrafi 10.4-10.6 sono stati applicati 
in molti problemi di elaborazione dei segnali. Queste applicazioni possono 
essere suddivise in due classi: (1) stima di parametri della voce, e (2) cli- 
minazione dci riverberi, che consiste, in senso lato, nella deconvoluzione 
di due o più segnali di cui uno costituito da una sequenza d’impulsi. 


10.7.1 Stima di parametri della voce 


Cominciamo con il presentare un modello relativo alla generazione del 
segnale voce. Poi faremo vedere come si possono utilizzare i risultati teorici 
dei paragrafi precedenti per stimare i parametri di questo modello. 

La voce viene prodotta dall’eccitazione di un condotto acustico, chia- 
mato tratto vocale, che termina da una parte con le labbra e dall'altra con 
la glottide. Fintantoché rimane in una configurazione fissa, il tratto vocale 
può essere modellato come un sistema lineare tempo-invariante la cui 
uscita è la convoluzione della risposta all'impulso del tratto vocale con la 
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forma d'onda di eccitazione. La voce è generata in tre modi fondamentali, 
I suoni vocalici sono prodotti eccitando il tratto vocale con un flusso d’aria 
fatto di impulsi quasi periodici e causato dalla vibrazione delle corde vo- 
cali. I suoni fricativi sono prodotti formando un restringimento nel tratto 
vocale e facendovi passare di fotza l’aria, in modo che si genera una turbo- 
lenza e quindi un‘eccitazione assimilabile a rumore. I suoni plosivi ven- 
gono prodotti chiudendo completamente il tratto vocale, esercitandovi una 
pressione e riaprendolo di colpo. Tutti e tre questi modi di generare la 
voce (sorgenti) corrispondono a un’eccitazione a larga banda del tratto 
vocale, che può essere modellato come un filtro che varia lentamente nel 
tempo e modifica con la sua risposta in frequenza lo spettro dell’eccitazione. 
Il tratto vocale è caratterizzato dalle sue frequenze naturali (dette formanti), 
che corrispondono a risonanze nelle sue caratteristiche di trasmissione. 

Se ammettiamo che le sorgenti di eccitazione e la forma del tratto vo- 
cale siano approssimativamente indipendenti, un accettabile modello è 
quello di fig. 10.17. In questo modello a tempo discreto si assume che i 
campioni della voce siano l’uscita di un filtro numerico tempo-variante che 


Coefficienti del filtro numerico 


Periodo di “pitch” 
(parametri del tratto vocale) 


stelle 
p(n) Lx \kics 


Generatore 
treno di 
impulsi 


Filtro-numerico 
sali + tempo variante s(n) 
Campioni 
r(n) della voce 
Generatore Ampiezza 
numeri 


casuali 


Lu. er 


Fig. 10.17 Modello di generazione della voce. 


approssima le proprietà trasmissive del tratto vocale. Poiché durante l’emis- 
sione della voce il tratto vocale cambia forma piuttosto lentamente, è ra- 
gionevole assumere che questo filtro abbia caratteristiche costanti in un 
intervallo di tempo dell’ordine di 10 ms. In ognuno di questi intervalli di 
tempo ‘il filtro numerico può quindi essere caratterizzato da una risposta 
all'impulso o da una risposta in frequenza o da un insieme di coefficienti 
relativi ad un filtro con risposta all'impulso di durata infinita. Precisamente, 
per i suoni vocalici (esclusi quelli nasali), la funzione di trasferimento del 
filtro numerico consiste in una componente relativa al tratto vocale 


va= ———— ,  lal<1 (10.71) 


JI (1— cez)(1 — chz) 
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dove i cx corrispondono alle frequenze naturali del tratto vocale, e in una 
componente addizionale 


G(z) = B La —2 ae (1— baz) (10.72) 


che tiene conto del fatto che gli impulsi di durata finita provenienti dalla 
glottide non sono impulsi ideali. Quindi la funzione di trasferimento del 
filtro numerico di fig. 10.17 è 

H,(z) = G(2)V(2) 


Questo filtro viene eccitato da un treno di impulsi p(n), in cui la distanza 
tra gli impulsi corrisponde al periodo fondamentale (detto « pitch ») della 
voce. 

Per i suoni non vocalici la teoria della propagazione delle onde acu- 
stiche suggerisge che la caratteristica di trasmissione del tratto vocale pre- 
senta sia zeri che poli. Si può assumere allora il modello 

m 
ATT(1 — axz"X1 — af271) 
Eljeo__ne (10.73) 


TI (1— cx27D(1 — ctz7) 

k=e1l 
dove è |cx|] < 1. In questo caso il sistema è pilotato da una sequenza di 
rumore casuale (1). In entrambi i casi, vocalico o non vocalico, un con- 
trollo di ampiezza regola l'intensità dell'ingresso al filtro numerico. 

Se si assume che in un intervallo di tempo breve il sistema e quindi 
il modello di generazione della voce rimanga costante, allora è possibile 
stimarne i parametri applicando la deconvoluzione omomorfa [11]. Infat- 
ti, ogni breve segmento di voce costituito di suoni vocalici può essere pen- 
sato come la convoluzione 
s(n) = p(n) * g(n) « (n), 0<n<L-1 


Per minimizzare inoltre gli effetti delle discontinuità all’inizio e alla fine 
dell'intervallo, si.usa una « finestra dati » w(n) che moltiplica s(n) in modo 
che l’ingresso al sistema omomorfo è 


x(n) = s(n)w(n) 
Se w(n) varia lentamente rispetto al termine g(n) * v(n), possiamo scrivere 
x(n) pol) * [g(n) * v(n)] (10.74a) 
dove è 
Pu) = w(n) * p(n) (10.74b) 
Esaminiamo i contributi di ogni componente della (10.74a) al cepstrum 


complesso. Si può ragionevolmente assumere che, nel breve intervallo di 
tempo della finestra, p(n) sia un treno di impulsi equispaziati 


M-1 


p(n) = d, 6(n — kno) 
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in modo che è 15 x i 
‘doln) = È WkndAn — km) 


dove abbiamo fatto l’ipotesi che la finestra abbracci M impulsi. Se defi- 
niamo una sequenza. 


* (wkn) k=0,1;..:,.M-1 
#0) = 
0 altrove 


allora la trasformata di Fourier di pyw(n) è 


Pale") da Je i0kno 
x a no (10.75) 


Dea W,(e'©#0) 


Perciò P,.(e') ed anche P,.(ei") sono periodiche con periodo 2r/mo. Il cep- 
strum complesso di pw(n) è 


by) = (1) ns 0, +ho +2, HIV 


No 
Quindi la periodicità del logaritmo complesso dà luogo nel cepstrum com- 
plesso ad impulsi spaziati di no campioni. Se la sequenza w,y(n) è a fase 
minima, allora pw(n) sarà nulla per n < 0. In caso contrario, pw(n) pre- 
senterà degli impulsi ad intervalli di no campioni per n sia positivi che ne- 
gativi. In ogni caso si ha contributo di fy(n) a x(n) nella regione |n| > ro. 
Il cepstrum complesso di v(n) può essere ricavato dal logaritmo com- 
plesso di V(z): 


P(2) log [A] -- Y{log [1 - eyz] + log [1 — c#27'])} (10.76) 
Keel 


Si vede facilmente da questa espressione che è 
0 n<0 


ho og(A] cir (10.77) 


"El + (e n>0 


o, se scriviamo ca=|cx]e!*h, 


p n 
(n) = slal 2 cos dn n>0 (10.78) 
ks n 
L'impulso prodotto nella glottide, g(n), è di durata finita e si assume 
che non sia, in generale, a fase minima. Allora g(n) può essere rappresen- 
tata come la convoluzione di una sequenza a fase minima con una sequenza 
a fase massima: 


g(n) es Emin() * Emax() (10.79) 
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Il contributo al cepstrum complesso £(n) dovuto a g(n) è 


Emin(M) 0 sn 
&E)= i 
Emax(M n<0 
dove ci si può aspettare, in base alla discussione precedente, che il mag- 
gior contributo di #(n) a £(n) sia nella regione intorno a n = 0. 


In generale le componenti del cepstrum complesso, d(n) e &(n), ten- 
dono a zero piuttosto rapidamente, in modo che per valori abbastanza gran- 
di di no i contributi del tratto vocale e dell'impulso della glottide non si 
sovrappongono a fw(n) ?. In altri termini, nel logaritmo complesso le com- 
ponenti dovute al tratto vocale e alla glottide variano lentamente e quelle 
dovute al « pitch» variano rapidamente. Ciò è illustrato in fig. 10.18. 
La fig. 10.18(a) mostra un segmento di voce pesato con una finestra di 
Hamming, e la fig. 10.18(b) presenta il logaritmo complesso della trasfor- 
mata di Fourier discreta di fig. 10.18(a)*. Si notino la componente rapi- 
damente variabile — quasi periodica — dovuta a pw(n), e le componenti a 
variazione lenta dovute a v(n) e g(n). Queste proprietà si manifestano nel 
cepstrum complesso di fig. 10.18(c) attraverso gli impulsi a multipli di circa 
8 ms (il periodo della voce in ingresso), dovuti a py(n), e attraverso i cam- 
pioni nell'intervallo |n7|] < 5 ms, che attribuiamo a é(n) e a g(n). 


(10.80) 


Se vogliamo separare le componenti del segnale voce, il suggerimento 
che si ricava dalla discussione precedente è di filtrare il logaritmo complesso 
con un passa-basso per ottenere v(n) * g(n) e con ufi passa-alto per ricavare 
pu(n). Un esempio è presentato in fig. 10.19. La fig. 10.19(a) mostra un 
segmento di una vocale. Dopo averlo pesato con una finestra di Hamming, 
il cepstrum complesso risulta quello di fig. 10.19(b). Se il cepstrum com- 
plesso viene moltiplicato per la sequenza 


0 |n| < 40 
In) = 
I |nl > 40 
e il risultato filtrato dal sistema caratteristico inverso Dy', l'uscita che si 
ottiene è quella di fig. 10.19(c) . D'altro lato, per riottenere l'impulso 
(n) » g(n) moltiplichiamo il cepstrum complesso per la sequenza 
| [n] < 40 


0 |u|] > 40 


I(n) 


L'uscita di Dy' in questo caso è mostrata in fig. 10.19(d). La fig. 10.19(c) 
presenta il risultato della convoluzione della forma d'onda di fig. 10.19d) 


? Per voce campionata a 10 kHz, il campo di variazione tipico per il periodo 
di «pitch» è 40 < m < 150. 

* In tutte le figure di questo paragrafo i campioni di tutte le sequenze sono 
collegati con segmenti di retta per comodità di rappresentazione. 

* La frequenza di campionamento è di 10 kHz, in modo che 40 campioni cor- 
rispondono a 4 ms. 
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. Ingresso - 200 campioni 
(a) 


(o) 4 8 12 16 20 24 28 
Tempo (ms) 


Spettro 


Logaritmo del modulo 


O 400 800 1200 1600 2000 2400 2800 3200 3600 4000 
Frequenza (Hz) 


Fase (rad) 


“4 
(0) 400. 800 1200 1600 2000 2400 2800 3200 3600 4000 
Frequenza (Hz) 


Fig. 10.18 (a) segmento di voce pesato con una finestra di Hamming; (b) logaritmo com- 
plesso della trasformata di (a); (c) cepstrum complesso di (a). 
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Cepstrum complesso 
2.8 


2.4 


2.0 


0.8 


04 \ 
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Tempo (ms) 


Flg. 10.18(c) 


con una sequenza d’impulsi fatta di impulsi unitari di uguale ampiezza lo- 
calizzati in istanti corrispondenti a quelli dei picchi di fig. 10.19(c). 

La discussione precedente ha mostrato che la deconvoluzione omomor- 
fa può essere applicata con successo per separare le componenti del se- 
gnale voce. Tuttavia, in molte applicazioni di analisi della voce ci inte- 
ressa soltanto stimare alcuni parametri della voce piuttosto che ricostruire 
le effettive forme d'onda componenti. Per esempio, può essere sufficiente 
decidere se un particolare segmento di voce è vocalico 0 non vocalico e poi, 
se vocalico, stimare il periodo di « pitch » o l’inviluppo dello spettro 


log |V(e!)G(e'®)] 


e, se non vocalico, stimare lo spettro 


log |H,(e'®)| 
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(a) 
(b) 
(c) 
(d) 

— VW 
WEFISERO IRE PRE RIOT OPIEIONRE IETSENO PELI [ESD 
10 a) (o) 5 10 
Tempo (ms) 


Fig. 10.19 (a) segmento di una vocale; (b) cepstrum complesso di (a); (c) ricostruzione della 
sequenza di impulsi di «pitch» pesati; (d) ricostruzione della risposta all'im 
pulso del tratto vocale; (e) voce sintetizzata usando la funzione risposta all'im 
pulso di (d) e il « pitch» misurato da (b). 


In questi casi si può usare il cepstrum invece del cepstrum complesso. 
Ricordiamo che il ceptsrum è la trasformata di Fourier inversa di log] X(e*) 


e quindi risulta 
c(n) = 3[*M) + X-n)] 


Perciò si può dire che la parte di c(n) vicina all'origine dell'asse tempo cor 
risponde alle componenti lentamente variabili di log|X(e'*)| che sono deter 
minate dalla configurazione del tratto vocale; inoltre, nel caso di suoni vo» 
calici, la componente pari di pw(n) dovrebbe contenere impulsi negli stess! 
istanti di f(n). Tutto ciò è rappresentato in fig. 10.20. La fig. 10.20(a) 
illustra i calcoli relativi alla stima dei parametri della voce. La fig. 10.20(b) 
mostra un risultato tipico per suoni vocalici. Il segmento di voce da an* 
lizzare, già pesato con una finestra, è indicato con A, log|X(k)| è indicato 
con C e il cepstrum c(n) con D. La posizione del picco nel cepstrum a cità 
8 ms fornisce una misura del periodo di « pitch » proprio di questo se 
mento di voce. L’inviluppo dello spettro, ottenuto moltiplicando c(m) Pe 
una finestra che ne mantiene solo la parte intorno all’origine (|n| < 40) € 
calcolandone poi la DFT, è indicato con E ed è sovrapposto a log|X(K 

Per i suoni non vocalici la situazione, illustrata in fig. 10.20(c), è del tutto 
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Fig. 10.20 (a) sistema per l'analisi omomorfa della voce; (b) analisi per suoni vocalici: (c) analisi per suoni non vocalici. 
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analoga, con la differenza che la natura di rumore dell’eccitazione produce 
ora in log|X(k)| una componente casuale rapidamente variabile. Quindi le 
componenti del cepstrum vicino all’origine corrispondono alla funzione di 
trasferimento del tratto vocale; però, essendo le variazioni rapide di 
log|X(X)| non periodiche, non esiste un grosso picco come nel caso dei 
suoni vocalici. Allora il cepstrum costituisce un metodo eccellente per tro- 
vare se un segmento di voce è vocalico o non vocalico e per stimare il pe- 
riodo fondamentale dei suoni vocalici [12]. 

I metodi illustrati in fig. 10.20 sono stati usati in diversi sistemi di ana- 
lisi e sintesi della voce. In uno di questi sistemi la sequenza risposta all’im- 
pulso viene ricavata direttamente dalla porzione di cepstrum intorno all'ori- 
gine [13]. Sempre dal cepstrum viene stimato il periodo di « pitch » € 
presa la decisione vocalico/non vocalico. La voce è sintetizzata sulla base 
di queste informazioni realizzando il sistema di fig. 10.17 nella forma di 
convoluzione esplicita della risposta all'impulso con una sequenza di ecci- 
tazione opportuna. In un altro sistema vengono stimati dal cepstrum i poli 
e gli zeri delle espressioni (10.71) e (10.73) [14]. In questo caso la voce 
è sintetizzata realizzando il sistema lineare di fig. 10.17 come cascata di 
risuonatori numerici del secondo ordine tempo-varianti. In entrambi i casi 
si assume implicitamente che la risposta all'impulso complessiva del tratto 
vocale e della glottide sia a fase minima. Il fatto che ciò mantenga validità 
al solo spettro d’ampiezza in tempo breve non è una limitazione significa. 
tiva in quanto è risaputo che l'orecchio è relativamente insensibile alla fase. 


10.7.2 Eliminazione dei riverberi 


Nel paragrafo precedente abbiamo visto che la voce può essere rap. 
presentata, almeno in tempo breve e per i suoni vocalici, come la convolu- 
zione di una forma d'onda impulsiva con un treno periodico di impulsi. 
Nel mondo fisico abbondano segnali rappresentabili con modelli molto 
simili a questo. Ad esempio, nel campo delle telecomunicazioni o là dove si 
effettuano misure di grandezze fisiche, i segnali sono trasmessi o registrati 
in quel che si può definire in senso lato un ambiente riverberante. 

In tali casi un segnale può essere rappresentato come la somma di un 
certo numero di repliche ritardate e sovrapposte, o echi, di una forma 
d'onda fondamentale. Gli esempi comprendono le registrazioni di segn* 
li fonici, i sistemi per teleconferenze, la rivelazione radar e sonar, le mì. 
sure sismiche e l'elettrofisiologia. Quando la presenza di riverberi è vistà 
come una distorsione della forma d'onda fondamentale, si cerca di riottenere 
quest’ultima. In altri casi, lo scopo dell’elaborazione è invece quello di de- 
terminare proprio la configurazione degli echi, in quanto caratterizzante Un® 
struttura o un processo fisico. Nel seguito di questo paragrafo dial, 
alcuni esempi di applicazione della deconvoluzione omomorfa a segnali 
del tipo sopra descritto. 
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Cominciamo considerando una sequenza che sia la somma di repliche 
ritardate e scalate in ampiezza di una sequenza s(n), cioè 


x(n) = s(n) + Yao — hy) (10.81) 


dove è 0 < m < na <...< him. Questo segnale può essere rappresentato 
come la convoluzione 


x(n) = s(n) » p(n) (10.82a) 
dove è 
M 
p(n) = d(n) + 20nb(n — hp) (10.82b) 


Come semplice esempio che illustri l’uso di un sistema omomorfo per que- 
sta classe di segnali, consideriamo il caso di un singolo cco, cioè 


pin) = d(n) + agd(n — m) (10.83) 
La trasformata di Fourier di x(n) è 
X(e'°) = S(e'V1 + 1e7!0"1) (10.84) 


Allora il contributo al logaritmo complesso dovuto alla sequenza di impulsi 


è 
b(e'®) = log (1 + ae!) (10.85) 


In questo caso semplice P(e") è periodico con periotlo 2r/m e perciò ci 
aspettiamo che {(#) sia diverso da zero solo a multipli interi di my, 
Se è |a] < 1, si dimostra facilmente che risulta 


Ce) k 
(n) = X(-1)"4! 73 d(n — km) (10.86) 


Quindi, se S(e'") varia lentamente rispetto alle variazioni di P(e'*), si può 
pensare di separare queste due componenti con un filtro lineare frequenza- 
invariante. Ad esempio, se vogliamo riottenere p(n), possiamo usare un 
filtro che fa passare solo le componenti del cepstrum complesso a tempi 
lunghi. 

Nel caso generale risulta 


M 
p(n) = d(n) + Yayd(n — n) (10.87) 
pesi 
e 
M 
P(e'°) = 1 +4 Yaye 0 (10.88) 
kl 


Se gli echi sono equispaziati, cioè nx = kn, allora si è visto nel par. 
10.7.1 che il cepstrum complesso ha la stessa forma che nel caso di un'eco 
singola. In generale, tuttavia, non ci possiamo aspettare che gli echi siano 
equispaziati e quindi il cepstrum complesso di p(n) consisterà di impulsi 
ad istanti che sono funzioni complicate dei ritardi orignari. Tuttavia, nel 
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caso particolare di p(n) a fase minima, sappiamo che è f(n) = 0 per 
n< 0. Inoltre si può ‘dimostrare [8] che è f(n) = 0 per n < mi, dove m 
è il ritardo minimo, e il cepstrum complesso per n > ni sarà fatto di im- 
pulsi che si verificano agli istanti 


M 
mem 1=0,1,2,... (10,89) 

con ampiezze decrescenti al crescere di n. Alla luce della discussione del 
par. 10.5.3 è chiaro che un treno di impulsi a fase non minima può essere 
reso a fase minima moltiplicandolo per una funzione peso esponenziale. 
Vale a dire che, per } abbastanza piccolo, la sequenza f}"p(n) è certamente 
a fase minima. In molti casi conviene moltiplicare per una funzione peso 
esponenziale perché così si ottiene una certa separazione tra le componenti 
del cepstrum complesso dovute a B"s(n) e a B"p(n). 

Avendo presenti queste proprietà del cepstrum complesso di un treno 
d'impulsi, consideriamo alcuni esempi dell'uso del filtraggio omomorfo 
per separare le componenti di una convoluzione della forma (10.82). 


Echi nei segnali vocali. In molti canali di comunicazione il segnale vo- 
cale o voce può essere distorto a causa di echi o riverberi. Essendo il se- 
gnale vocale per sua natura continuo, la forma d’onda deve essere elabo- 
rata scomponendola in tratti di dimensione opportuna ed i segmenti che 
risultano in uscita devono essere ricomposti per formare la sequenza d'uscita 
complessiva. La fig. 10.18(c) mostra il cepstrum complesso di un segmento 
di voce. Se nella (10.82) s(n) è un segnale vocale, il cepstrum complesso 
di un segmento di x(n) conterrà degli impulsi dovuti a p(n) purché la durata 
della finestra sia maggiore di ny, che è il ritardo massimo. Se il ritardo 

- più breve, n, è maggiore del massimo periodo di « pitch » (circa 15 ms), 
il contributo di p(n) non si sovrapporrà in modo significativo al cepstrum 
complesso del segnale vocale. Un esempio è presentato in fig. 10.21(a). 


x{n) (a) 
| | I 
-50 (o) 50 ms 
£(n) (b) 


Fig. 10.21 (a) Cepstrum complesso di un segmento di segnale vocale con un'eco a 50 MS: 
(b) caratteristica del filtro usato per sopprimere l'eco. 
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Fig. 10.22 Esempio di soppressione d'eco con filtraggio omomorfo: (a) 410 ms di voce 
campionata a 10 kHz, con le quattro tracce che rappresentano, dall'alto in basso, 
segmenti adiacenti lunghi 102.5 ms; (b) stessa voce di (a) con un'eco a 50 ms; 
(c) voce di (b) elaborata per eliminare l'eco. 


In questo caso la voce, campionata a 10 kHz, è stata ritardata e sommata 
a sé stessa, generando così un segnale 


x(n) = s(n) + a,s(n — n3) (10.90) 


Per riottenere s(n) da x(n) dobbiamo eliminare i contributi al cepstrum 
complesso dovuti all’eco. Si può ottenere questo usando un filtro invariante 
in frequenza con la caratteristica mostrata in fig. dr Il successo di 
questo tipo di elaborazione è illustrato in fig. 10.22: la fig. 10.22(a) mostra 
s(n), la 10. 22(b) mostra x(n) e nella fig. 10.22(c) è presentata l'uscita del 
sistema Dz! per il filtro «a pettine» di fig. 10.21(b). In questo caso Ja voce 
è stata elaborata a tratti lunghi 2048 campioni e le singole uscite ottenute 
sono state ricombinate per formare l’uscita complessiva. I dettagli dell'ope- 
razione di ricombinazione sono descritti in [8]. 


Segnali sismici. Le espressioni (10.82) costituiscono anche un utile 
modello per i segnali sismici. In questo caso un’esplosione genera un im- 
pulso di energia sismica che si propaga attraverso la terra ‘e subisce rifles- 
sioni in corrispondenza delle superfici di separazione tra i vari strati della 
crosta terrestre. La fig. 10,23 presenta un modello per i segnali sismici, 
dove p(n) è una sequenza d’impulsi che contiene l’informazione sulla strut- 
tura della crosta terrestre e l'onda sismica s(n) dipende dalla natura del- 
l'eccitazione e dalla dispersione incontrata nella propagazione. 


—T_________-»- 


s(n) x(n) = s(n) x p(n) 


Fig. 10.23 Semplice modello per segnali sismici. 
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Poiché generalmente le onde sismiche si sovrappongono nel tempo e 
mascherano la struttura di p(n), occorre separare le due componenti. Ulrych 
[15] ha dimostrato che la deconvoluzione omomorfa può essere applicata 
con successo a questo problema, La fig. 10.24 presenta un esempio otte- 
nuto con segnali artificiali. Le sequenze p(n), s(n) e x(n) sono rappresen- 
tate, rispettivamente, in fig. 10.24(a), (b) e (c). Il cepstrum complesso &(n) 
è mostrato in fig. 10.24(d), mentre le fig. 10.24(e) ed (f) illustrano il risul- 
tato dell'impiego di filtri frequenza-invarianti che fanno passare, rispettiva- 
mente, le parti di £(n) corrispondenti a tempi lunghi e a tempi brevi. Il 
confronto delle fig. 10.24(a) ed (e) con le 10.24(c) ed (f) indica che in 
questo esempio la tecnica funziona con successo, La fig. 10.25(a) mostra 

. un segnale sismico reale. Il cepstrum complesso è rappresentato in fig. 
10.25(b), e il risultato del filtraggio che fa passare le componenti a tempi 
brevi è riportato in fig. 10.25(c). Questa stima dell’onda sismica può essere 
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Fig. 10.24 Esempio di deconvoluzione omomorfa di segnali sismici ottenuto con ton 
d'onda artificiali: (a) risposta all'impulso teorica della crosta presso Leduc, ne 
l'Alberta (da O. Jensen); (b) onda sismica ipotetica; (c) sismogramma sintetizza: 
to; (d) cepstrum complesso del tracciato (c) moltiplicato per una funzione p®5° 


esponenziale con x = 0.985; (e) uscita del passa-alto; (f) uscita del passa-ba-*° 
(da Ulrych[15]). 
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Fig. 10.25 Esempio di deconvoluzione omomorfa di un evento sismico reale registrato a di- 
stanza: (a) registrazione, fatta nel 1968 a Leduc nell'Alborta, di un evento sismico 
verificatosi nel Venezuela; (b) cepstrum complesso di (a) dopo la moltiplicazione 
per una funzione peso esponenziale con x = 0.985; (c) stima dell'onda sismica 
ottenuta con un filtraggio passa-basso di (b) (da Ulrych [15]). 


utile per avere informazioni sulle proprietà di attenuazione e di dispersione 
del cammino di trasmissione. In entrambi gli esempi è stata usata una fun- 
zione peso esponenziale. 


10.7.3 Ripristino di registrazioni discografiche 


Una ben nota tecnica di riduzione del rumore consiste essenzialmente 
nel fare la media di un gran numero di segnali in cui la forma d'onda 
desiderata sia sempre la stessa e invece il rumore sia diverso. Questa tec- 
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nica è stata applicata per stimare la distorsione di registrazioni fatte con 
metodi acustici (in particolare dischi di Enrico Caruso) [16]. Un modello 
semplificato di queste registrazioni è presentato in fig. 10.26, dove s(n) 


s(n) x(n)=s(n)x h(n) 


Flg. 10.26 Modello semplificato per registrazioni discografiche distorte dalla risposta al- 
l'impulso del sistema di registrazione. 


rappresenta la voce del cantante e /(n) rappresenta la risposta all'impulso 
del sistema di registrazione, in cui è inclusa la tromba per la repistrazione 
e il sistema meccanico per incidere il disco, A_ parte le rigature della super: 
ficie, la distorsione maggiore è dovuta alle risonanze della tromba di regi- 
strazione. 


Per stimare la risposta all'impulso (n) in modo da compensarne gli 
effetti mediante filtraggio inverso, la forma d’onda è stata suddivisa in 
parti come segue 


Xm(M) = x(n-+m), O<n<N-1 


Anche se è chiaramente un’approssimazione, si assume che sia 


Xm(1) R Sm(M) * Ai(n) 
in modo che risulta 


y X m(e'°) 9 Sm(e'*)H(e!°) 
e 


log |X(e°°)] 3 10g |Sm(e'®)| + log |H(e'®)] 
Prendendo la media su M segmenti si ha 


15 log 1x (e'°)| =1S |Sm(e°®)] + log |H(e'®)| 
M mao i M meo : n 3 


Il termine 
1 M-1 
M 2 log |Sm(e'°)| & log |S(e°)| 


è una stima del logaritmo dello spettro di potenza a lungo termine della 
voce o del canto, e se ne può ricavare una buona approssimazione da regi- 
strazioni moderne che presentano una distorsione minima. Una stima 
H.(e') della risposta in frequenza della tromba si ottiene allora da 


1 M-1 ———_ 
log |H,(e?®)] = pra log |Xm(e?*)| — log |S(e'®)] 
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Un filtro inverso che compensi gli effetti di 4(n) si ricava da 


1 
He) = {IH (e!) darti (10.91) 
0, @, <|o|<7 
dove la risposta in frequenza si attenua linearmente tra wy, e w,. La trasfor- 
mata di Fourier inversa della (10.91) fornisce una risposta all'impulso 
con fase nulla 47'(n) che viene convoluita con x(n) usando un algoritmo 
di convoluzione veloce [16]. 

Nonostante la quantità di approssimazioni fatte, la tecnica descritta ha 
prodotto dei miglioramenti impressionanti della qualità soggettiva dei di- 
schi di Caruso. Ci si possono attendere miglioramenti analoghi nell’elabo- 
razione di voce o musica registrata in ambienti con riverberi come, per 
esempio, nel caso delle teleconferenze. 


SOMMARIO 


In questo capitolo abbiamo discusso una classe di tecniche di elabora- 
zione non lineare dei segnali e la loro applicazione in numerosi campi, tra 
cui il miglioramento di qualità delle immagini, l’analisi della voce e l'esplo- 
razione sismica. La presentazione di questa classe di tecniche ci ha for- 
nito l'occasione per illustrare numerose applicazioni di risultati teorici 
ricavati nel corso di questo libro. 

Abbiamo considerato dapprima la classe generale dei sistemi omo- 
morfì, concentrandoci poi sulle due sottoclassi che hanno trovato più 
numerose applicazioni. La prima è stata la classe dci sistemi omomorfi 
moltiplicativi, di cui sono state descritte in dettaglio le proprietà e l’applica- 
zione alla elaborazione di immagini. Abbiamo poi considerato la classe 
dei sistemi omomorfi per la convoluzione. Per questi ultimi, numerosi 
concetti teorici importanti si basano sulla definizione del logaritmo com- 
plesso. Abbiamo quindi esaminato in dettaglio Je proprietà dell'uscita del 
sistema caratteristico (cioè del cepstrum complesso) e alcuni algoritmi per 
la sua realizzazione. È stata infine discussa brevemente l'applicazione di 
queste idee all’elaborazione della voce, alla soppressione di echi nei se- 
gnali vocali, all'analisi di segnali sismici ed al ripristino di registrazioni 
discografiche. 
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PROBLEMI 


I. 


Ognuno dei sistemi seguenti opera una trasformazione omomorfa. L'operazione 
d'ingresso è quella indicata. Trovare l'operazione d'uscita. 


Trasformazione T[x(n)] Operazione d'ingresso 
V(n) = TIx(m)] = 2x(1) Addizione 
y(n) = Tlx] = 2x(n) Moltiplicazione 
X() = Tlx(n] => 5 x(n)z7" Addizione 

fimo 
X(2) = Tlx] — 3 x(n)z-" Convoluzione 
X(z) = Tlx] = 5 x(n)z" Moltiplicazione 


y(n) = Tlx(n)] = x°(m) Moltiplicazione 
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y(n) = TIxM)] = |x(] Moltiplicazione 
J(n) = et) Addizione 
y(n) = em Moltiplicazione 


. Due sistemi omomorfi, H, e H:, sono posti in cascata. H, è omomorfo con 
operazioni di ingresso e di uscita, rispettivamente, la moltiplicazione e la con- 
voluzione. H; è omomorfo con operazioni di ingresso e di uscita, rispettiva- 
mente, la convoluzione e l’addizione. Dimostrare che il sistema complessivo è 
omomorfo, con la moltiplicazione come operazione d'ingresso e l’addizione come 
operazione d'uscita. 

. Si consideri la classe di sistemi omomorfi con la moltiplicazione come opera- 

zione d'ingresso e di uscita. Dimostrare che se l'ingresso x(n) vale uno per tutti 

gli n, allora anche l'uscita y(n) vale uno per tutti gli n. 

. Trovare quale dei seguenti sistemi non può essere omomorfo, con la molti- 

plicazione come operazione d'ingresso e d'uscita: 

(a) y(n) = 3x(n). 

(b) y(n) = x°(n). 

(c) y(n) = [1/x(M]x@) — x(n — 1)). 

(d) y(n) = |x(n)}. 

(e) y(n) = x(mfx(n — 1). 

. Consideriamo la classe dei sistemi omomorfi con la convoluzione come ope- 

razione d'ingresso e di uscita, Dimostrare che se l'ingresso è x(m = 601), allora 

anche l'uscità è y(m) = 5(n). 

5. Xn) è il cepstrum complesso di x(n). Nell'elenco seguente, la prima colonna 

riguarda proprietà relative a *(n), mentre la seconda riguarda proprietà relative 

a x(n). Trovare, per ogni proprietà della prima colonna, la proprietà corrispon- 

dente nella seconda. Assumere sempre che x(n) sia reale. Ogni proprietà della 

seconda colonna può essere usata una sola volta. 


(1) £(1) reale (a) x(n) = —x(-n) 
(2) $(1) = —£(-n) (b) x(n) = x(n) 
(3) {(n)=0,n<0 (c) x(#1) reale 


(d) x(n) = 0,n<0 
(e) pa x3(n) 1 


Nm (0 


n I x(n = 1/V/27 


me 
. xi(n) e x:(n) rappresentano due sequenze e X(n) e X:(n) i loro cepstrum com- 


plessi. Se è x(n) *x:(n) = 8(n), trovare la relazione tra x(n) e £:(n). 
. Il cepstrum complesso *(n) di una sequenza x(n) è stato definito in modo che se è 


R(e50) — ba *(n)e ion 


xe) = Sme = NEI) 0 


Ne- 0 
allora risulta 


X(e!%) = log X(e'®) = log |X(e!®)] + j0(#) 


dove 0(w) è una funzione continua, dispari e periodica di w. 


Si definisce sequenza a fase minima quella il cui cepstrum complesso è nullo 
per n < 0, e sequenza a fase massima quella il cui cepstrum complesso è nullo 
per n> 0. 
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10. 


n 


13. 


Consideriamo due sequenze x(n) e x:(n) con trasformate Xil(ei®) e Xi(eis) 
rispettivamente. x:(n) è a fase minima e x(n) a fase massima. Se è |Xi(e®)| = 
= |X:(eiw)|, determinare la relazione che esiste tra x(n) e x(n). 


. Sia x(n) una sequenza a fase minima e £(n) il suo cepstrum complesso. Usare il 


teorema del valore iniziale (probl. 16 del cap. 2) per dimostrare che è £(0) = 
= log[x(0)]. Varrebbe lo stesso risultato se x(n) non fosse a fase minima? 


Sia x(n) una sequenza a fase massima e (n) il suo cepstrum complesso. Dimo- 
strare che è £(0) = log[x(0)]. 


Consideriamo una sequenza x(n) con cepstrum complesso (n) e con trasformata 
z X(z) espressa nella forma 


ATL( = ae I[( - ha) 
Xx) = rat 


IT - 2>IIO — de) 
kml kml 


dove Ja |bi], |cx| e |d,| sono tutti minori di uno ed A è un numero reale e posi- 
tivo. Dimostrare che è *(0) = logA. 


. Sia *(n) il cepstrum complesso di x(n). Definiamo una sequenza e(n) come 


x(n/N), n= KN,K=0, +1, 12,... 
su) = fi altrove 


Dimostrare che il cepstrum complesso di e(n), che chiamiamo è&(n), è dato da 
ZO pur n KN,K=0, i, d2,... 
0, altrove 


La formula (10.49) rappresenta una relazione ricorsiva tra x(n) e (n) quando 
x(n) è a fase minima. Usare la (10.49) per generare ricorsivamente il cepstrum 
complesso della sequenza x(n) = a"u(n). 


Ù 


. La formula (10.54) rappresenta una relazione ricorsiva tra x(n) e £(n) quando 


x(n) è a fase massima. Usare la (10.54) per generare ricorsivamente il cepstrum 
complesso della sequenza x(n) data da 
x(0) = 1 
x(—1) se —a 
x(n) = 0, n#0, 1 


. La formula (10.49) rappresenta una relazione ricorsiva tra una sequenza x(n) 


ed il suo cepstrum complesso &(n). Usando la (10.49) dimostrare che il sistema 
caratteristico D, è un sistema causale per ingressi a fase minima, cioè che per 
ingressi a fase minima &(m) per n < ts dipende solo da x(n) per n < ro, dove n 
è arbitrario. 


11. STIMA DELLO SPETTRO DI POTENZA 


11.0 INTRODUZIONE 


Uno dei settori applicativi di rilievo per le tecniche di elaborazione 
numerica dei segnali fin qui considerate, e in particolare per la trasfor- 
mata di Fourier veloce, è quello della stima delle funzioni di autocoverianza 
e di densità spettrale di potenza di una sequenza casuale. La necessità di 
stimare lo spettro di potenza si presenta in numerose situazioni, come la 
misura dello spettro di rumore per il progetto di filtri lineari ottimi, la 
rivelazione di segnali a banda stretta mascherati da rumore a Jarga banda e 
la stima dei parametri di un sistema lineare usando il rumore come ecci- 
tazione. 

I fondamenti matematici delle tecniche di stima dello spettro di po- 
tenza rientrano nell’argomento più generale delia teoria della stima. In pra- 
tica, tuttavia, accade generalmente che le tecniche di stima ottima, come 
quella basata sulla massima verosimiglianza, richiedono più informazione 
sul segnale di quanta ne sia di solito disponibile. Per questo motivo le 
stime dello spettro di potenza solitamente usate hanno una notevole base 
empirica, e inoltre ogni tecnica ha pregi e difetti, di modo che è impossi- 
bile definire in generale il metodo migliore. 

Lo scopo di questo capitolo è di fornire un'introduzione breve ed 
elementare alla stima dello spettro di potenza. Si vuole soprattutto dare 
un'idea della metodologia con cui viene effettuata la stima dello spettro e 
del ruolo che vi possono giocare alcune tecniche di elaborazione numerica 
dei segnali che abbiamo discusso in precedenza, Non sarà tuttavia imme- 
diato passare dall'introduzione a livello elementare che faremo alla com- 
prensione approfondita della miriade di compromessi, alternative e tecniche 
con cui si ha a che fare nella pratica della stima di spettri. 

La bibliografia fondamentale sulla stima dello spettro comprende i 
libri di Bartlett [1], Blackman e Tukey [2], Grenander e Rosenblatt [3] e 
Hannan [4]. Tra i testi più recenti citiamo quelli di Jenkins e Watts [5] e 
di Koopmanns [6]. Nella trattazione che segue attingeremo molto da questi 
lavori di base. Cominceremo con una breve introduzione ad alcuni concetti 
della teoria generale della stima applicati al caso della stima di medie 
di un processo alcatorio. Tratteremo poi l'applicazione di questi concetti 
di base al problema della stima delle sequenze di autocorrelazione o di 
autocovarianza di un processo alcatorio stazionario, Esamineremo quindi 
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diversi metodi di stima dello spettro di potenza, dedicando particolare 
attenzione ad alcune difficoltà che spesso si incontrano nell’applicazione di 
tecniche standard. Infine, discuteremo l’applicazione di alcuni metodi di 
elaborazione numerica dei segnali, presentati in capitoli precedenti, alla 
stima di sequenze di correlazione e spettri di potenza. 


x 
11.1 PRINCIPÎ FONDAMENTALI DI TEORIA DELLA STIMA 


Nel cap. 8 abbiamo discusso il concetto di processo aleatorio e la sua 
caratterizzazione per mezzo di medie delle variabili che lo costituiscono. 
Quando si caratterizza empiricamente un segnale modellandolo come un 
processo aleatorio, occorre spesso stimare delle medie del processo che co- 
stituisce il modello a partire da una singola sequenza campione del pro- 
cesso stesso, cioè una sequenza x(n) che si assume essere una realizzazione 
di un processo casuale definito dall'insieme delle variabili alcatorie {x}. 
Inoltre, per rendere possibile il calcolo delle stime, occorre ricavarle da un 
segmento finito della sequenza campione x(n). Il fatto di ricavare le stime 
che interessano da un segmento finito, x(n) per 0 < n < N — 1, di una sin- 
gola sequenza campione x(n) è giustificato se si considerano processi ergo- 
dici, cioè processi aleatori per i quali le medie d'insieme sono uguali alle 
medie temporali. Consideriamo ad esempio un processo casuale per cui sia 


my = Eb] = | xpy(X) dx, qualsiasi n (11.1) 
Supponiamo inoltre che sia 
° N 
ma = (x,) = lim i È x (11.2) 


Nea N + fiala 


e, per ogni sequenza campione del processo aleatorio, 


1 N 
ma = (x(n) =lim —- 3 x(n (11.3) 
‘ ( ) N-»2N | Il ey ( ) 


Allora è corretto affermare che la quantità 
N-1 


tr, = - D x(n) 


ne0 
rappresenta una stima sufficientemente accurata di m, purché N sia « abba: 
stanza grande ». La parte della statistica che si occupa di questo tipo di 
problemi è chiamata teoria della stima e ne vogliamo illustrare brevemente 
i concetti fondamentali, prima di esaminare le tecniche pratiche di calcol. 
delle medie di un processo aleatorio, In un contesto più generale di quello 
considerato qui, esistono molti problemi che si possono porre a proposito 
di una sequenza aleatoria. Per esempio, se la sequenza casuale è stata pro- 
dotta eccitando un sistema lineare discreto con rumore bianco, può inte: 
ressare stimare i parametri del sistema lineare. Un altro possibile scopo del- 
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l’analisi può essere semplicemente quello di decidere se il processo è bianco 
o no. Si può poi voler caratterizzare il processo stimando parametri come la 
media, la varianza, la sequenza di autocovarianza, o la densità spettrale 
di potenza, ed è proprio alla stima di questi parametri che dedicheremo 
interamente la nostra attenzione nei prossimi paragrafi. 

Consideriamo un processo aleatorio stazionario {xn}, — c0 < n < 00, 
Il suo valore medio, m,, è definito dalla (11.1) e la sua media temporale 
è definita dalla (11.2). Assumiamo anche che la media temporale di ogni 
sequenza campione, espressa dalla (11.3), sia uguale a mx. La varianza 
del processo aleatorio è definita come 


0-= Ex, — m.)]= (x — ma) (11.4) 


La sequenza di autocovarianza è definita come 


Vax(M) a E{(Xn cai Ma m sui m*)] fas (Xn e Ma m ns mi) (I 1.5) 


e la densità spettrale di potenza come 


00 
Paz(0)= I va(me dem (11.6) 
me—-0 
Per stimare un parametro « @ » del processo aleatorio si ha in gene- 

rale a disposizione un segmento finito di una singola sequenza campione, 
cioè N valori x(n), 0 < n < N — 1. La stima & del parametro @ è dun- 
que funzione delle variabili alcatorie x1, 0 £ n # N — 1, cioè 

TMESSSI pi 20 FIAPIPINIE SR 
e quindi anche & è una variabile alcatoria. La funzione densità di proba- 
bilità di & verrà indicata con pi(@). La forma funzionale e l'andamento 
di pi(&) dipenderanno dalla scelta dello stimatore f{ ] e dalle densità 
di probabilità delle variabili alcatorie x,. È ragionevole definire uno sti- 
matore « buono » se è elevata sa probabilità che la stima sia prossima ad @. 
In base a questo criterio è evidente che lo stimatore 2 di fig. 11.1 è miglio- 
re dello stimatore 1, in quanto la densità di probabilità dello stimatore 2 
è più concentrata attorno al valore vero a. 


Pa (à) 


Stimatore 2 


Stimatore 1 


Fig. 11.1 Funzioni densità di probabilità di due stimatori. 
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> 


a-Ap a i AT+Aq 


Fig. 11.2 Limiti di confidenza per uno stimatore, 


Un modo di caratterizzare la concentrazione della funzione densità 
di probabilità di uno stimatore è attraverso il concetto di intervallo di 
confidenza, Ad esempio, per la funzione densità di probabilità rappresen- 
tata in fig. 11.2, l'area sotto la curva nell’intervallo a — A; < & < a + Ai 
rappresenta la probabilità che la stima sia compresa tra questi due limiti. 
Quindi, indicando con (1 — 3) quell’area, risulta 


Probabilità [- Ag < (® — a) < A;] = (1— f). 


Dunque, se per un particolare stimatore abbiamo trovato, ad esempio, che 
per Ai = A, = 0.1 l’area (1 — £}) è uguale a 0.95, allora possiamo dire 
che la stima sarà entro l’intervallo (—0.1, +0.1) intorno al valore vero 
al livello di confidenza del 95 %. 

In generale ha senso dire che per uno stimatore buono la funzione 
.densità di probabilità pa(&) deve essere stretta e concentrata attorno al 
valore vero, e si possono usare proprio questi criteri per confrontare tra 
loro stimatori diversi. Le proprietà degli stimatori che sono usate comu 
nemente come base per il confronto sono infatti la polarizzazione e la 
varianza, La polarizzazione di uno stimatore è definita come il valore vero 
del parametro meno il valore atteso della stima, cioè 


polarizzazione = a — E[8] A B (11.7) 


Uno stimatore è non polarizzato se B è nulla: ciò significa allora che il 
valore atteso della stima è il valore vero, per cui, se la densità di prob 
bilità pa(@) è simmetrica, il suo centro cadrà in corrispondenza del valore 
vero a. La varianza dello stimatore costituisce una misura significativa 
della larghezza della densità di probabilità ed è definita come 


var [8] = E[(& — E[8))"] = of (11.8) 
Una varianza piccola implica che la densità di probabilità pa(&) è com 
centrata attorno al suo valore medio, che, se lo stimatore è anche non 
polarizzato, coincide con il valore vero del parametro. In molti casi il con 
fronto tra due stimatori è complicato dal fatto che quello con la polari? 
zazione minore ha la varianza maggiore o viceversa, Di conseguenza, (i, 
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volte opportuno considerare l’errore quadratico medio associato ad uno 
stimatore, definito come 


errore quadratico medio = E[(& — a)?] = 0} + B* (11.9) 
Uno stimatore si dice consistente se la polarizzazione e la varianza tendono 
entrambe a zero al crescere del numero di osservazioni. 
Per esemplificare i concetti fin qui esposti, consideriamo un processo 
aleatorio con funzione densità di ig gaussiana, cioè 


Pa,(*) = 


ente-m "201 

vr Ta 

Assumeremo anche che le variabili casuali {xy} siano statisticamente indi- 
pendenti, in modo che, in particolare, xo, x1, . + ., Xn-1 sono reali e stati- 
sticamente indipendenti. Una classe di stimatori molto usata è quella 
delle stime a massima verosimiglianza. La stima a massima verosimiglianza 
è basata sulla probabilità congiunta relativa agli N valori delle osserva 
zioni come funzione del parametro da stimare. La stima a massima vero- 
simiglianza è quel valore del parametro per cui è massima la probabilità 
di ottenere proprio .i valori osservati. Per quanto riguarda il problema 
affrontato qui, è ben noto [7] che la stima a massima verosimiglianza del 
valor medio mx di un processo aleatorio gaussiano è la media campione, 
definita come 


media campione = #1, = — d x (11.10) 


Questa è allora una scelta per lo stimatore del parametro m.. Essendo 
n, una somma pesata di variabili casuali gaussiane aciponizn, anche la 
densità di probabilità pa _(#2,) è gaussiana [7]. Se pn,(?#,) è gaussiana, 
allora è caratterizzata completamente dalla polarizzazione e dalla varianza 
dello stimatore. Il valore atteso di #1 è uguale al valore atteso di x, e di 
conseguenza la polarizzazione è nulla. Per ottenere la varianza della media 


campione occorre calcolare 
{ N81 


E[1h3] "i Z Ex x;] 


1 N-1N- 
=" VE] + Y Elx]- Ely] 


N° (0 j=0 
iti 


N-1 
N 


Il 


1 E[x3] + mi 
N 


Perciò risulta 1 1 
var [i] = EDAî] — (ELA) = > (EL) — m) = oi (11.11) 


z 


La formula (11.11) ci dice allora che, al crescere del numero di osserva- 
zioni, la varianza della media campione diminuisce: essendo nulla la pola- 
rizzazione, si conclude che la media campione è uno stimatore consistente. 
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Se è noto il valor medio ma occorrè stimare la varianza, allora lo 
stimatore a massima verosimiglianza è 


iN 


n=2Z a mp) PS(1112) 


È immediato verificare che questo stimatore della varianza è consistente. 

Esso richiede però che sia conosciuto il parametro m.. Se invece devono 

essere stimate sia la media che la varianza, allora la stima a massima vero- 

simiglianza della media è la media campione, come prima, e la stima a mas- 

sima verosimiglianza della varianza è la varianza campione definita come 
: Ni 


=1 NZ (tra) (11.13) 


dove mi è la media campione. “a triti (11.13) differisce dalla (11.12) 
perché in questa compare il valore vero m., mentre nell’altra si usa la sua 
stima. Per trovare la polarizzazione della varianza campione espressa dalla 
(11.13), possiamo innanzitutto calcolare il valore atteso di éî. È dunque 


tot) = LS (etet] + FEDE] — 2E0600) 


VE ine, N-1 
SR 15 En] ty Ly pa E[xx;] — SA ZE) 


Nell'ora Noli 
ui ———= Eix ela 
N bal N° 


(11.14) 


. N 
Di conseguenza, il valor medio della varianza campione non coincide con 
la varianza e quindi la varianza campione è polarizzata. Però, quando N 
diventa molto grande, il valore atteso della varianza campione tende alla 
varianza, per cui questa stima è asintoticamente non polarizzata. Per cal- 
colare la varianza della varianza campione assumiamo, per comodità, che 
il processo sia a media nulla, in modo che risulta 


v= 6 15% 
Ni=ò 


Allora si ha 
E[v] = s$ DI 
- di [NE[x4] + N(N — 1){E[xt}}"} 


si = [E[x8] + (N — 1){E[x3}}"] 
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Si vede facilmente che è i 


E[v] = Elxi] 
da cui segue 
var [65] = Elo?) — (El)? 
11.15 
=} (Ext) — (EI) o 
Dalle espressioni (11.14) e (11.15) notiamo dunque che la varianza cam- 
pione è una stima consistente. 

La discussione precedente aveva lo scopo di illustrare il tipo di analisi 
usata per descrivere le proprietà degli stimatori. L'obiettivo di questa ana- 
lisi è di dare un'idea della precisione della stima e di come la precisione 
dipenda dal numero di campioni che intervengono nella stima. 

Per calcolare i limiti di confidenza per gli stimatori dobbiamo cono- 
scere la distribuzione probabilistica delle variabili casuali x,, Quando tali 
distribuzioni non si conoscono, che è poi la situazione tipica nelle appli- 
cazioni dell’elaborazione dei segnali, si assume, spesso legittimamente, 
una legge di probabilità gaussiana. Da quest’ipotesi sulla distribuzione 
probabilistica delle variabili casuali x, è spesso possibile ricavare limiti di 
confidenza approssimati per le stime della media, della varianza, etc. Molte 
volte, però, ci si accontenta delle espressioni della polarizzazione e della 
varianza degli stimatori. Inoltre, per orientare l'applicazione delle tecniche 
di elaborazione numerica dei segnali alla stima delle medie di segnali 
aleatori, bastano anche espressioni approssimate, che evidenzino la dipen- 
denza della polarizzazione e della varianza dalla lunghezza della sequenza 
campione. Nei prossimi paragrafi ci preoccuperemo quindi di ricavare 
delle espressioni per la polarizzazione e la varianza di vari stimatori del- 
l’autocovarianza e dello spettro di potenza di un segnale alcatorio stazio- 
nario, e useremo queste espressioni per approfondire i problemi incontrati 
nel calcolo delie stime. 


11.2 STIME DELL’AUTOCOVARIANZA 


Per studiare gli stimatori della sequenza di autocovarianza di un pro- 
cesso aleatorio si possono usare i concetti introdotti nel paragrafo pre- 
cedente. Consideriamo ancora un processo aleatorio stazionario {xn}, 
— 00 < N < co, e per comodità assumiamo che sia a media nulla, cioè 

m, = E[x,} = 0, qualsiasi 
La sequenza di autocovarianza è allora 
I x; * 
Vax(M) i E[X,Xn+m] 
che è anche uguale alla sequenza di autocorrelazione, du(m). Ci riferi. 
femo perciò d'ora Innanzi a stime della sequenza. di autocorrelazione, 
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tenendo presente che l’autocorrelazione è l’autocovarianza sonò identiche 
pet un ‘processo a media nulla. Assumiamo inoltre che sia 


Vaa(m) = (x(n)x"(n + m)) digli (1-16) 
li tutte le sequenze campione x(n). Possiamo riscrivere la (11,16) come 
b Van(M) = (m(h)) 
dove è gm(n) = x(n)x*(h + m). Di conseguenza, si può vedere ‘il pro- 
blema di stimare l’autocovarianza di un processo a. media nulla come 
quello di stimare la media di g»(n). Dati N valori consecutivi della sequen- 
za x(n), abbiamo a disposizione (N —m) campioni consecutivi di gm(n) 
in base ai quali stimarne la media. Applicando la definizione di media cam- 
pione introdotta nel paragrafo precedente, otteniamo come stima della 
sequenza di autocorrelazione 

1 N-|m]-1 
x x(n)x*n+m) (11.17) 
N— |m| no 

dove è |m| < N. Se la sequenza g,»(n) è gaussiana, allora l’espressione 
(11.17) rappresenta la stima a massima verosimiglianza della sequenza di 
autocorrelazione. In generale, invece, il procedimento formale che serve 
a ricavare la stima a massima verosimiglianza conduce a un insieme di 
equazioni che non possono essere risolte neanche se la legge di probabi- 
lità di g»(n) è nota. Tuttavia l’espressione (11.17), anche se può non essere 
formalmente ottima, rappresenta una scelta ragionevole per uno stimatore 
della sequenza di autocorrelazione, Si vede facilmente che caalm) è una 
stima non polarizzata di ,,() essendo E[x(n)x*(n + m)] = dr). 
La varianza di ci»(m) si può ricavare come nel par. 11.1; i passaggi mate- 
matici sono però pesanti e non li riportiamo qui. Un'espressione appros- 
simata della varianza, fornita da Jenkins e Watts [5], è 


Cnal(M) aa 


var [caa(M)] > ss a > [9ia(") + Paal + MPa — m)] (11.18) 


Questa espressione vale per N molto maggiore di m; comunque, la varian- 
za di cra(m) è in generale proporzionale a 1/N come nella (11.18). Es- 
sendo la polarizzazione nulla e 


lim {var [c,x(m)]} > 0 
N+%® 


Cae(M) è una stima consistente di $,,(M). 
Un altro stimatore della sequenza di autocorrelazione è 
1 N-|m]--1 
Caa(M) == — i x(n)x(n + m) (11.19) 
N neo 
Questa stima differisce dalla stima ci»(m) definita nella (11.17) solo per 
il fattore moltiplicativo che precede la sommatoria. In effetti, confrontando 
le (11.17) e (11.19), si vede che è 


= im) (11.20) 


Cax(m) = 
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Poiché il valore atteso di cix(m) è ram il valore atteso di cu(m) è 


E[css(m)) = a Pax(M ) (11.21) 


Di conseguenza, c.x(m) è una stima eine della sequenza di autocor- 
relazione, anche se è asintoticamente non polarizzata. In particolare, la 
polarizzazione della stima cx(m) vale 


polarizzazione = dem) [P (11,22) 


Na ie) 


Dalla relazione (11.20) segue che la varianza di cxx(m) è pari a [(N — 
|m])N]J? volte la varianza di c,»(m), in modo che per N grande rispetto 
ad m si ha 


var [cy,(m)] ei x [pra(?) + asl + male — Mm] (11.23) 
Nr. 0 

Quando il valore di m tende a N, la varianza della stima c4»(m) cre- 
sce notevolmente. Questa è una conseguenza del fatto che la stima cx,(m) 
è ottenuta calcolando la media campione della sequenza g»(n). Se m è 
dell’ordine di N, allora restano pochi punti a disposizione da usare nel cal- 
colo della media campione di gw»(n) ed è per questo motivo che, quando m 
si avvicina alla lunghezza della sequenza, la varianza della stima cix(M) 
diventa grande. Di conseguenza, non si ha una stima utile. Se invece con- 
sideriamo lo stimatore polarizzato cm), osserviamo che la sua varianza 
non ha la stessa tendenza a crescere quando m è dell'ordine della lunghez- 
za della sequenza. Però, quando m tende a N, la polarizzazione tende a 
d.:(m), cioè il valor medio della stima tende a zero. Poiché la polarizza- 
zione è grande quanto Ja funzione che stiamo stimando, neppure questa 
può essere considerata una buona stima quando m è dell'ordine di N. 
Le conclusioni che abbiamo tratte si basano su un esame della pola- 
rizzazione e della varianza quando il valore m del ritardo cresce e la lun- 
ghezza del tratto di sequenza analizzato è fissa. Possiamo esaminare il 
comportamento della polarizzazione e della varianza anche da un altro 
punto di vista, cioè tenendo costante il valore del ritardo m e facendo cre- 
scere la lunghezza N della sequenza. Per m fissato si vede dall'espressione 
(11.18) che la varianza della stima non polarizzata c4,(m) diminuisce al 
crescere di N. Per quanto riguarda la stima polarizzata, risulta dalle 
(11.22) e (11.23) che al crescere di N diminuiscono sia la polarizzazione 
che la varianza. Jenkins e Watts [5] fanno l'ipotesi che in molti casi 
l'errore quadratico medio relativo allo stimatore polarizzato sia minore di 
quello relativo allo stimatore non polarizzato. Se questa congettura è vali- 
da, essa fornisce una motivazione per preferire lo stimatore polarizzato 
Cam). Comunque, entrambi gli stimatori sono asintoticamente non pola- 
rizzati, per cui ci si può aspettare che in generale la stima della sequenza 
di autocorrelazione migliori usando per essa un maggior numero di 

campioni. 
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11.3 IL PERIODOGRAMMA COME STIMA DELLO SPETTRÒ DI POTENZA 


Nel paragrafo precedente abbiamo introdotto due plausibili stimatori 
della sequenza di autocovarianza e abbiamo visto che essi forniscono stime 
consistenti e asintoticamente non polarizzate. Saremmo quindi tentati di con- 
cludere che le trasformate di Fourier di tali stime della sequenza di auto- 
covarianza forniscono buone stime della densità spettrale di potenza. 
Sfortunatamente, questo non è vero. In particolare, dimostreremo che le 
trasformate di Fourier di stime consistenti della covarianza non sono stime 
consistenti dello spettro di potenza poiché la varianza corrispondente non 
tende a zero al crescere della lunghezza della sequenza, N. Vedremo però 
che è possibile ricavare una buona stima dello spettro di potenza « smus- 
sando » la trasformata di Fourier della stima della covarianza. 

In generale, le espressioni esatte della varianza delle stime dello 
spettro sono troppo complicate. Pertanto, conviene orientare la valuta- 
zione delle stime dello spettro verso espressioni approssimate di facile inter- 
pretazione. Per questo molte delle espressioni che saranno ricavate nel se- 
guito sono soltanto approssimate: comunque, verrà fatto notare ogni volta 
in cosa consiste l’approssimazione. 


11.3.1 Definizione del periodogramma 


Consideriamo il caso in cui si prenda come stima della densità spet- 
trale di potenza la trasformata di Fourier della stima polarizzata dell’auto- 


correlazione cx.(m), cioè 
N-1 
In) = S came" (11.24) 
me-(N-1) 
Poiché la trasformata di Fourier della sequenza reale e di lunghezza finita 
x(n), O<Sn<N—1è 
N-1 
X(e'°) = Y x(n)e-!®" 


si può dimostrare (v. probl. 1 di questo capitolo) che è 


In(@)= s |X(e'°)|? (11.25) 


La stima dello spettro /y(w) è spesso chiamata periodogramma. 

Come nei casi precedenti, è interessante trovare la polarizzazione e la 
varianza del periodogramma usato come stima dello spettro di potenza. Il 
valore atteso di /w(w) è 


Ell(o)] = "Y Elcn(m)}eton (11.26) 


me-(N-1) 
Poiché abbiamo dimostrato che per un processo a media nulla è 


Elcas(M)] = ai dafim),  |m<N 
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allora si ha 
N— Im] 


# N 


Quindi, a causa dei limiti finiti nella sommatoria e del fattore (N — |m|)/ 
N, E[Ix(w)] non coincide con la trasformata di Fourier di @,x(m), e per- 
ciò il periodogramma è una stima polarizzata dello spettro di potenza 
Pix(Ww). 

In alternativa, consideriamo la trasformata di Fourier della stima 
Calm), vale a dire 


N-1 
Ellyo)= I ( 


mee—(N-1) 


Je" (11.27) 


Py(@)= I ci.(Metom (11.28) 


me-(N-1) 


Il valore atteso di Py(w) è 


N-1 
E[Px(©)] = S E[ci,.(m)]e i” 
me-(N-1) 


a (11.29) 
= DI d.(mete 
me-(N-1) 

Di nuovo, a causa dei limiti finiti della sommatoria, questa è una stima 
polarizzata di P,.(w), anche se c/..(M) è una stima non polarizzata di 
Prx(M). 

Possiamo interpretare le formule (11.27) e (11.29) come trasformate 
di Fourier di sequenze di autocorrelazione pesate con finestre. Nel caso 
della (11.27) la finestra è quella triangolare 


N — |ml 
‘ ml < N 
usim -| x Im] (11.30) 
0, altrove 
che nel cap. 5 abbiamo chiamato finestra di Bartlett. Per la (11.29) la 
finestra è rettangolare, cioè 
la |m}< N 


»r(n) = h altrove (11.31) 


Usando i concetti introdotti nel cap. 5 si può vedere che le relazioni 
(11.27) e (11,29) sono interpretabili nel dominio della frequenza come le 
convoluzioni 


E[I y(@)] = - Î "Pal W(e!®®) d0 (11.32) 


E[Py(w)] = n Di Paz(0)Wx(e'-") do (11.33) 


dove 


Wy(e°)= 


ca TE Lon} al (11.34) 


N \ sin [w/2] 
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” 
sin [a(2N — 1)/2] 


CLS fo Lia 
Wale) sin [0/2] 


(11,35) 


sono le trasformate di Fourier, rispettivamente, della finestra di Bartlett 
e di quella rettangolare. RA 


11.3.2 Varianza del periodogramma < 


Pet ottenere un'espressione per la varianza del periodogramma, è 
opportuno innanzitutto fare l’ipotesi che la sequenza x(n), 0O<n<N-1, 
sia una sequenza campione di un processo reale, bianco e gaussiano. Il 
periodogramma /y(w) si può riscrivere come 


Iy(@) = - IX)? 


1 N-1N-1 
=-S Fx(Ix(m)e!ome 0! 
le0 mel 
Per calcolare la covarianza di /y(w) a due frequenze wi e w, consideriamo 
dapprima 


—1'N-1 


1 N31 N-1 
E[I y(0)Ix(0,)] = Ni So È E[x(k)x(D)x(m)x(n)]e01(%D+o,(m-m)) 


ke0 te0 me0n=0 
(11.36) 


Per ottenere un risultato utile occorre semplificare la (11.36). In generale, 
non è possibile ottenere un risultato molto semplice neppure quando x(n) 
è bianco, in quanto il fatto che sia E[x(n)x(n+m)]= o%6(m) non assi- 
cura un'espressione semplice di E[x(K)x()x(m)x(n)}] per tutte le combi 
nazioni di k, I, m ed n, Si può dimostrare tuttavia [7] che, nel caso di un 
processo bianco gaussiano, risulta 


E[x(K)x(1)x(m)x(n)] = E[x(K)x(D]E[x(m)x(n)] 
+ E[x(k)x(m)]E[x:(Mx(n)] 
+ E[x(K)x(n)]E[x(1)x(m)] 
Si ha allora 


+ k=le m=n 
o k-=m € les 

,37 

ok=n e l=m (11.37) 


0, altrimenti 


o, 


E[x(kK)x(Dx(m)x(n)] = 


Quando il processo non è gaussiano, il risultato non è generalmente altret- 
tanto semplice. Il nostro scopo è però quello di illustrare i problemi della 
stima dello spettro, piuttosto che ricavare una formula generale valida 
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sempre ma di difficile interf@tetazione. Sostituendo dunque la (11.37) nella 
(11.36) otteniamo 


EI y(0))Iy(0,)] e e (+5 +2 Zan +2 Tie. 17% °} 


ovvero 
EI yx(0)Iy(0,)] = osi x ( N sin [(@, + =] 
(fat moti, 1499 
N sin [(@, — ©y)/2] 


(Se il segnale non è gaussiano, l’espressione (11.38) contiene termini ag- 
giuntivi che sono proporzionali a 1/N [4,8]). La covarianza del perio- 
dogramma è 


cov [Zy(0,), Ly(0g)] = EUy(0)Iy(0,)] — EUy(0)]EUy(0,)] 
(11.39) 
Essendo E[/y()] = E[/x(w3)] = 03, si ricava dalle (11.38) e (11.39) 


af/ sin [(@, + 09)N/2]\? 
I 1), I e alia 
cov [I y(@,), In@n)] = 0 i sin [(@, + D 
( sin [(@, — SONA) VA 
N sin [(@, — ©y)/2] 


Da questa espressione si possono trarre molte conclusioni interessanti 
sul periodogramma. La varianza della stima dello spettro ad una partico- 
lare frequenza w = wi =Ww, è 


var [I y(©)] = cov [Iy(0), Iy(@)] = 0 coil £ (i (11.41) 


Chiaramente, la varianza di /y(w) non tende a zero quando N tende all’in- 
finito. Perciò il periodogramma non è una stima consistente: in effetti, 
var [/y(w)] è dell'ordine di oi indipendentemente da N. 

Dalla relazione (11.40) si vede anche che alle frequenze w=2rk/N 
e w,=27//N, con k ed / interi, risulta 


sin [r(kK +] \ sin [a(k—- DD] 
N sin [m(k + si hi ki sin [m(k — o) 
(11.42) 


che è uguale a zero per & 4 I. Quindi i valori del periodogramma che di- 
stano in frequenza di muitipli interi di 2r/N sono scorrelati. Quando N 
aumenta, questi campioni in frequenza sui covarianza nulla si avvicinano 
tra loro. Avendo assunto che il processo è bianco, è ragionevole attendersi 
che una buona stima dello spettro di potenza tenda a un valore costante 
al crescere di N. Invece, in seguito al fatto che al crescere di N la varianza 


cov [Ix(0), Ix(0,)] = 0 :( 
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del periodogramma tende a una costante diversa da zero e che la distanza 
tra i campioni dello spettro aventi covarianza nulla diminuisce, la rapidità 
di variazione del periodogramma aumenta all'aumentare della lunghezza 
della sequenza. Questo comportamento è illustrato nella fig. 11.3, che rap- 
presenta il periodogramma per lunghezze di N = 14, 51, 135 e 452 
campioni. i 


DI 


11,3.3 Espressioni generali per la varianza 


Tutta la discussione precedente era relativa alla stima dello spettro 
di un rumore bianco. Se consideriamo un processo che non è bianco pur 
essendo gaussiano, l’analisi diventa notevolmente più difficile. In questo 
caso più generale, è utile affrontare il problema del calcolo della cova- 
rianza tra campioni dello spettro in maniera euristica ed arrivare a una 
espressione approssimata. Questo è quanto faremo noi, mentre una deri- 
vazione più rigorosa è fornita da Jenkins e Watts [5]. I risultati ricavati 
qui possono essere ottenuti dai loro introducendovi alcune approssima 
zioni. Il punto di partenza per l’impostazione euristica del problema è il 
fatto che una sequenza aleatoria non bianca (ovvero colorata) può essere 
generata facendo passare del rumore bianco attraverso un sistema lineare. 
La densità spettrale di potenza del rumore d'uscita è il prodotto della den- 
sità spettrale di potenza dell'ingresso e del modulo al quadrato della rispo- 
sta in frequenza del sistema, Consideriamo ora una realizzazione finita 
di un rumore non bianco, la cui lunghezza indichiamo con N. Natural 
mente, non è del tutto vero che si può ottenere un segmento di rumore 
non bianco filtrando con un sistema lineare un segmento di rumore bianco, 
a causa degli effetti di transitorio all’inizio e alla fine del segmento. Tutta- 
via, se la durata della sequenza è lunga rispetto a quella della risposta 
all'impulso del filtro, sembra per lo meno ragionevole approssimare una 
realizzazione di rumore non bianco in questo modo. Consideriamo adesso 
un processo gaussiano non bianco con densità spettrale di potenza P.(w%). 
Indichiamo con xy(n) una realizzazione lunga N del rumore non bianco 
e con ww(n) una realizzazione lunga N di rumore bianco con varianza uni- 
taria. La nostra approssimazione è allora che xw(n) sia il risultato del 
filtraggio di wwy(n) con un sistema lineare la cui risposta in frequenza abbia 
modulo quadrato pati a P.(6%). Se Iy(w) indica il periodogramma del 
rumore colorato e /X(w) il periodogramma del rumore bianco, si ha 


Ino) = 3 IX)" 
IX(0) = MLAGSII 


ed essendo 


|Xy(e'°)]" = Pas(0) |Wy(ef®)]® 


575 


Iy(w) 


(a) 


Fig. 11.3 Periodogrammi relativi a sequenze di lunghezza N = (a) 14, (b) 51, (c) 195 ® 
(d) 452, che presentano oscillazioni crescenti al crescere di N. 
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ne consegue che è i 
ix Ix(0)= Pa(0)If(0) 


Di conseguenza, in base alla (11.40), la covarianza del periodogramma a 
frequenze diverse può essere approssimata come 


* 1 2 
4 (sine MN | Sr 
; (h sin [(0, — SI 


Se si valuta questa espressione per valori di frequenza equispaziati di 
2r/N, si vede che di nuovo la covarianza tra i corrispondenti campioni 
in frequenza è nulla. Inoltre, la varianza del periodogramma è 


pi % 
var [Iy(0)] = Pi(0){1 $ ai (11.44) 
Nsin@ 
in modo che al crescere di N la varianza diventa proporzionale al quadrato 
dello spettro. Quindi il periodogramma non è, in generale, una stima con- 
sistente e ci si può attendere che presenti delle oscillazioni notevoli attorno 
al valore vero dello spettro. 
I risultati che abbiamo ricavato in questo paragrafo, anche se basati 
sull'ipotesi di gaussianità, sono validi qualitativamente per una gamma 
piuttosto ampia di processi. 


11.4 STIMATORI DELLO SPETTRO « SMUSSATI » 

Poiché il periodogramma non è una stima consistente dello spettro ed il 
suo comportamento al crescere di N è del tutto insoddisfacente, occorre 
studiare delle modifiche che diano risultati migliori. In questo paragrafo 
vedremo come si può usare il periodogramma per ottenere una stima con- 
sistente dello spettro. Tutto questo interesse per il periodogramma è giu- 
stificato dalla facilità con cui lo si può calcolare usando dei metodi basati 
sulla FFT, come risulterà chiaro nel seguito. 


11.4.1 Metodo di Bartlett - Media di periodogrammi 


Un metodo classico per ridurre la varianza delle stime è quello di fare 
la media di numerose stime indipendenti. L'applicazione di questo concetto 
alla stima dello spettro è comunemente attribuita a Bartlett. Seguendo 
questa impostazione, una sequenza dati x(n), 0 < n < N — 1, viene sud- 
divisa in K segmenti di M campioni ciascuno (per cui è N = KM); si 
costruiscono cioè le sottosequenze 

x(n) = x(n + iM — M), 0<n<M-1, 1<i<K 
(11.45) 
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e si calcolano i K spy sa 


M- 2 
FE x(n) 10» ; 


n=e0 


10) = 1<i<K (11.46) 


Se pxx(m) è piccolo per m > M, allora è ragionevole fare l’ipotesi che i 
periodogrammi /y‘%(w) siano tra loro indipendenti. La stima dello spettro 
è definita come 


B.;(0) = 13 ZI 10) (11.47) 


e il valore atteso di questa stima è 
K 
E{B,.(0)}}= —: S EUW(0)] 
fel 


= E[ISr(@)] 


Dalle relazioni (11.32) e (11.34) notiamo che risulta 


ao sin [(@ — 0)M/2] 
ERO] = E POE) 40 (1148) 


Questo significa che il cu atteso della stima di Bartlett è la convolu- 
zione dello spettro vero P,(w) con la trasformata di Fourier della funzione 
finestra triangolare corrispondente ad un periodogramma calcolato su M 
campioni, con M = N/K. Quindi la stima di Bartlett è uno stimatore 
polarizzato. Se si assume che i K periodogrammi mediati nella (11.47) 
siano statisticamente indipendenti, allora 8,:(w) è la media campione di 
un insieme di K osservazioni indipendenti del periodogramma /w(w). Segue 
quindi dalle relazioni (11.11) e (11.44) che è 


var [B,,(0)] = 7 var. y(0)] 


(11.49) 


sirio (LA) 


M sin [©] 


È chiaro da questa espressione che la varianza di B,x(w) è inversamente 
proporzionale al numero di periodogrammi mediati, e quando K diventa 
grande la varianza tende a zero, per cui la stima di Bartlett è una stima 
consistente. 

Il confronto dell'espressione (11.48) relativa a E[B,.(w)] con la 
(11.32) relativa a E[/yx(w)] mostra che in entrambi i casi il valore atteso 
della stima appare in forma di convoluzione dello spettro vero con una 
« finestra spettrale » del tipo 

Wy(e'®) = a (a 
N'\ sin [w} 


dove è N’ = N per il periodogramma e N’ = M = N/K per la stima di 
Bartlett. La polarizzazione di B,:(w) è maggiore di quella di /y(w), a causa 
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della maggior larghezza del lobo principale della finestra spettrale. La 
polarizzazione può dunque essere interpretata in termini dei suoi effetti 
sulla risoluzione dello spettro. Per una lunghezza fissata ‘della sequenza 
da analizzare, la varianza diminuisce al crescere del numero dei periodo- 
grammi, ma diminuisce anche M e quindi la risoluzione dello spettro. 
Occorre perciò raggiungere un compromesso, nel metodo di Bartlett, tra 
polarizzazione o risoluzione dello spettro da un lato e varianza della stima 
dall’altro. La scelta effettiva di M ed N per la stima dello spettro in una 
situazione reale sarà orientata in generale dalle conoscenze a priori sul 
segnale da analizzare. Per esempio, se sappiamo che Jo spettro ha un picco 
molto stretto, e se è importante risolverlo, dobbiamo scegliere M abba- 
stanza grande per ottenere la risoluzione in frequenza desiderata. Dal- 
l’espressione della varianza si può risalire alla lunghezza della sequenza 
N = KM che dia una varianza accettabile della stima. 


11.4.2 Metodo delle finestre 


Abbiamo visto che la varianza della stima di Bartlett dello spettro può 
essere ridotta a spese di un aumento della polarizzazione e di una dimi- 
nuzione della risoluzione. Nel metodo di Bartlett la risoluzione dello spet- 
tro diminuisce perché si usano sequenze più corte. Un altro metodo con- 
siste nello smussare il periodogramma facendone la convoluzione con una 
opportuna finestra spettrale [2]. In altre parole, il periodogramma smus- 
sato Sxx(w) è 


Sc(0) = ra D Iy(0)W(ef) do (11.50) 


dove W(e!") è la finestra spettrale. Poiché il periodogramma è la trasfor- 
mata di Fourier di c.:(m), allora Sx(t) risulta essere la trasformata di 
Fourier del prodotto di c.(m) e della trasformata di Fourier inversa di 
W(e!”). Perciò se 


w(m) = 1 W(e')e!®" dw 
2 4-1 


è una sequenza di durata finita iunga 2M — 1, allora si ha 
M-1 


Ssa(0) = E pfre(Mw(me te (11.51) 


Affinché S,.(6) sia una funzione reale e pari quando la sequenza dei dati 
x(n) è reale, la finestra w(m) deve essere una sequenza pari. Inoltre, ricor- 
diamo che lo spettro di potenza è una funzione non negativa della frequen- 
za, per cui è ragionevole richiedere che anche S..(w+) sia non negativo. Si 
noti che sia il periodogramma che la stima di Bartlett sono funzioni non 
negative della frequenza. Dall’espressione (11.50) è però chiaro che una 
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condizione sufficiente (anche se certamente non necessaria) perché Sxx(w) 
sia non negativo è che risulti 
We) >0, (r<O<T 


Questa condizione è verificata per la finestra di Bartlett o triangolare ma 
non vale, ad esempio, per le finestre di Hamming o di Hanning. Perciò 
queste ultime sequenze finestra, anche se assicurano una migliore risò- 
luzione in frequenza e lobi laterali più bassi, possono dar luogo a stime 
dello spettro negative in qualche intervallo di frequenza. 


Si vede facilmente che il valore atteso dell'espressione (11.51) è 
E[S,,(©)] = a f ET y(0)]W(e!-®) d0 (11.52) 
mvI-n 


Poiché si ha dalla (11.32) 


_ EIIy(0) = > ii " P.PWy(e!®-#) dp 


vediamo che E[S,:(w)] è la convoluzione nel dominio della frequenza di 
Wy(e') e W(ei") con P..(6w). Quindi, E[S,x(w)] è la trasformata di Fourier 
di d(m) moltiplicata per il prodotto della finestra triangolare ws(m) con 
w(m); si ha cioè 


E[S,.(©0)] = _ . Coal M)n( Mme O (11.53) 


con 


Im] 
wyp(m)= 1 — w' |m| < N 


Se M è piccolo rispetto a N, allora W(e!) è la larga rispetto a Wple!") e 
la (11.52) si può riscrivere approssimativamente come 


E[S,.(0)] & - f : P.,.(0)W (e!) d0 (11.54) 


Dall’espressione (11.52) o dalla (11.54) si vede che un aumento della lar- 
ghezza della finestra spettrale ha l’effetto di smussare ulteriormente lo 
spettro e di ridurre la risoluzione in frequenza della stima. 

Per studiare gli effetti della finestra sulla varianza della stima dello 
spettro, si può calcolare, analogamente a quanto si è fatto nel par. 11.3.2, 
la covarianza del periodogramma smussato. La covarianza alle due fre- 
quenze w e w. vale 


cov [Sa(01), La na(02)] A E[(Ssa(01) n EI e(021))) (Sax (02) agri E[S,x(0)})] 
Dalle (11.50) e (11.52) segue che è 


Su) — ES] 77 I "(I(0) — Et y(OMW(e!®-9) do 


ti 
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per cui risulta 
cov [Saa(@1), Sva(09)] = a i; Î î W(e''1-9)y(e'01-#) 


x cov [Iy(0), Iy($)] d0 dd (11.55) 
Si ha però dalla relazione (11.43) 


sin sin [(0 — 
= Prs(0)Pra(d) (È sin [(0 + i Li iS sin [(0 — I) 
Se assumiamo che i termini 
(ante + N21) 
N sin [(0 + $)/2] 
e 


(sa [(0 — $)N/2] ) 
N sin [(0 — $)/2] 

siano a banda stretta rispetto alle variazioni di P.-(w) e W(ei°), e che siano 
molto concentrati intorno a 0 = — + e 0 = rispettivamente (cioè che 
N sia grande), allora si ottiene, approssimando prima l’integrale su 0', 
cov [Szx(01), Ss3(09)] 


n l'PLWEAN(9) + We] d$ (11.56) 


Se assumiamo inoltre che la finestra spettrale sia abbastanza stretta da 
poter trascurare il termine W(e/1*9°)y(e/-®) l’espressione precedente 
diventa 


COV [Sya(%1), Suo) = 77 | PPM) dé (11.57) 


Da questa formula è chiaro che quando la larghezza della finestra spet- 
trale W(e') aumenta, in modo che vi è maggiore sovrapposizione tra 
W(e'®-#) e pe"), aumenta anche la covarianza tra stime fatte a 
frequenze diverse. 

Per ricavare la varianza della stima dello spettro S,:(w), basta valu- 
tare la (11.57) per w=Ww = &w, e si ottiene 


var [S,,(0)] — se f "Pa (PW 0-0) d$ (11.58) 


Assumiamo adesso che W(e'*) sia stretta rispetto alle variazioni di P.x(6%), 
facciamo cioè l’ipotesi di aver potuto scegliere la lunghezza della finestra 


! Usiamo qui il fatto che è 
4 (" (sin (0n/2) e 1 
2r Js \N sin [0/2] N 
(v. probl. 3 di questo capitolo) 
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w(m) abbastanza grande per avere la necessaria risoluzione in frequenza. 
Si può allora approssimare ulteriormente l’espressione (11.58) con la 


var [S.,(0)] = 2 P?,(0) = Î We) db (11.59a) 


Notando che il teorema di Parseval, sotto l’ipotesi di w(m) simmetrica, 
permette di scrivere 
1 Li 2/16 M-1 * 
— | We°)dp = w(m 
274 ib Fan (n) 
otteniamo l’espressione più comoda 
1 M-1 
var [S,,(0)] — (2 >) w*(m))PE(0) (11.59b) 
N m=-(M-1) 

Le formule (11.54) e (11.59) sono delle espressioni approssimate per 
la media e la varianza della stima dello spettro S,:(w). Esse valgono sotto 
l’ipotesi che Ja lunghezza (2M — 1) della finestra w(m) applicata alla 
stima cxx(m) sia tale da poter considerare W(e') a banda stretta rispetto 
alle variazioni dello spettro P.,(w) e contemporaneamente a banda larga 
rispetto a (sin[wN/2]/sin[w/2])?. Per valutare i miglioramenti appor- 
tati dall’uso della finestra si possono confrontare queste espressioni con 
quelle corrispondenti relative al periodogramma. 

Dalla (11.27) si vede che il periodogramma è asintoticamente non 
polarizzato, cioè i 


lim E y(0)] = P,(©) 
N-% 


In base alla (11.54) si vede che quando la lunghezza N della sequenza 
diventa grande, si può anche rendere lunga la finestra, in modo che 
W(e') sia stretta rispetto alle variazioni di P.x(w); questo implica allora 
che è È 

lim E[S,x(©)] = Pas(©) È MW(e'®) do 


M-»% mir 


Quindi, affinché la stima smussata dello spettro sia asintoticamente non 
polarizzata, dobbiamo imporre che sia 


w(0) = + W(e5%) do = 1 


m 


In base all'espressione (11.44) la varianza del periodogramma risulta ap- 
prossimativamente 


2Pè.(0),  =0 
var [/y(®)] = {2Pz,(m), = 


Pi (©), altrove 
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Perciò per 0.< w < n vita varianza del periodogramma smussato Sxx(0)) 
differisce dalla varianza» di /y(w) per il fattore 

vara L'th sio ib 8/ jo 

1 AGE 6, (m) 3>N BAL (e'°) dw (11.60) 

È chiaro quindi che qel progettare la stima bisogna scegliere M e la 

forma della finestra in modo che la varianza di S,x(w) sia minore della 
varianza di /y(w): in altri termini, il fattore (11.60) deve risultare minore 
di uno. Nel probl. 4 di questo capitolo verrà apc en questo fattore per 
diverse finestre di uso comune. 


11,4.3 Metodo di Welch - Media di periodogrammi modificati 


Welch [9] ha introdotto un’utile modifica al metodo di Bartlett che, tra 
l'altro, si presta per il calcolo diretto di una stima dello spettro di potenza 
usando la FFT. La sequenza dati è ancora suddivisa in K = N/M sotto- 
sequenze di M campioni ciascuna in base alla (11.45). In questo caso però 
la finestra w(n) viene applicata direttamente sulle sottosequenze dei dati, 
prima del calcolo del periodogramma. Definiamo quindi i K periodo- 
grammi modificati 


M-1 bi 
Ji) = aa S x(n), 1=1,2,...,K (11.61) 
ne0 
dove è 
LE (11.62) 
U ua" n | 


La stima dello spettro è definita come 


Bis) = = 15 Ji (11.63) 


Si può dimostrare (v. probl. 5 di an capitolo) che il valore atteso di 
Bis(w) è 


E[B%,(0)] = È Î Pa(OW(e!®) do (11.64) 


i 1 M-1 a 2 
W(e1°) — pose] 2, w(n)e 


(11.65) 


Il fattore di normalizzazione U è necessario affinché la stima Bfs(@) sia 
asintoticamente non polarizzata. In [9] Welch dimostra che, se le sotto 
sequenze di x(n) sono disgiunte, risulta 


var [BY,(0)] A — A ze(0) 


come abbiamo già visto per il metodo P Bartlett. Sempre in [9] Welch 
esamina anche la possibilità di introdurre una sovrapposizione tra le sot- 
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tosequenze x(n), per cui aumenta il numero dei periodogrammi modi- 
ficati, che però non sono più indipendenti. Quindi applicando la finestra 
alle sottosequenze dei dati prima di calcolare il periodogramma, da un 
lato si ottiene la riduzione di varianza del metodo originale di Bartlett 
e dall’altro lo spettro viene smussato (cambia cioè la risoluzione della 
stima) in un modo che dipende dalla scelta della finestra dati. In questo 
caso la finestra spettrale è proporzionale al modulo quadrato della tra- 
sformata di Fourier della finestra e non semplicemente alla trasformata. 
Questo vuol dire che, qualunque sia la finestra applicata ai dati, la finestra 
spettrale corrispondente sarà sempre non negativa, e si può vedere che 
anche la stima dello spettro B%(@) risulta sempre non negativa. 


11.5 STIMA DELLA COVARIANZA INCROCIATA E DELLO SPETTRO INCROCIATO 


Per stimare la funzione di covarianza incrociata e lo spettro incrociato 

di due diversi processi aleatori è possibile usare, con lievi modifiche, i meto- 

di dei paragrafi precedenti. Siano, ad esempio, x(n) e y(n) due processi alca- 

tori a media nulla, per cui yxy(m)=y(m). Allora la stima della covarianza 

(o correlazione) incrociata, corrispondente alla stima dell’autocovarianza 
C.x(m) espressa dalla (11.19), è 
SA 1 

Co(M) = È d, x(My(n 4 m), 0<zm<N (11.660) 


neÙ 


Ca,(—m) = Li x(n + m)y(n), 0<m<N (11.66b) 


ne0 


Si noti che quando è y(n) = x(n), la formula (11.66) si riduce alla (11.19). 
Il valore atteso dell'espressione (11.66) è 


E[c,,(m)] = (i si 2) da), 0<m<N 


dove .y(m) è la sequenza di correlazione incrociata vera. Analogamente 
si ha per la (11.66b) 


Elen(-m)] = (1 no) F() 
= (i Pm) 0<m<N 


Combinando queste due relazioni si ottiene 


E[c,(m)] = (1- 3) gm ) +-N<m<N (11.67) 


Si vede che cy(m) è una stima asintoticamente non polarizzata della cova- 
rianza incrociata y(m1). Come per la stima c.x(m), la varianza della stima 
Cxy(m) è inversamente proporzionale a N. 
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Per stimare lo spettro di potenza incrociato possiamo eseguire la tra- 
sformata di Fourier di' è.,(m) e ottenere la stima 
N-1 
C(0) = I° ca(metom (11.68) 
me-(N-1) 
Se è x(n) = y(n), si vede dalla (11.24) che l’espressione (11.68) si riduce 
al periodogramma. Si noti che in generale c,y(m) non ha proprietà di 
simmetria particolari, per cui C.y(w) è di solito una funzione complessa. 
Si dimostra facilmente che è 
N-1 


E[C.(o)= I ( IR Ame te (11.69) 


m=—-(N-1) 


Anche se si vede dalla formula precedente che C.y(w) è una stima 
asintoticamente non polarizzata dello spettro di potenza incrociato, pro- 
prio come nel caso del periodogramma, la varianza di C,y(w) non tende a 
zero al crescere di N. Per ridurre la varianza e smussare la stima occorre 
quindi applicare delle finestre o fare la media su stime ottenute da sotto- 
sequenze. Per esempio, consideriamo la stima smussata dello spettro 


M-1 
Say(0) = Best mmie (11.70) 


Sotto ipotesi simili a quelle usate nel par. 11.4 si può dimostrare che 
risulta 


E[S,,(0)] = s Th P.,(0)W(e't0-®) do (11.71) 


Analogamente, si può dimostrare che var[S,y(w)] diminuisce al crescere 
della lunghezza della sequenza e anche al diminuire della lunghezza della 
finestra w(m) della (11.70). Perciò il problema di conciliare la risoluzione 
dello spettro e la riduzione di varianza è del tutto simile a quello già 
discusso per lo spettro di potenza di un solo segnale aleatorio. 

Noi non ci addentreremo ulteriormente nei dettagli riguardanti Je 
stime della covarianza e dello spettro incrociati. In [5] si trovano diversi 
capitoli dedicati a queste stime e alle loro applicazioni. 


11.6 Uso pEeLLA FFT NELLA STIMA DELLO SPETTRO 


La FFT costituisce un mezzo efficiente per calcolare stime dello spettro 
di potenza a frequenze equispaziate w = (2r/M)K. Inoltre, usando le 
tecniche sviluppate nel cap. 3 per il calcolo della convoluzione, si può 
usare la FFT per ottenere stime della. covarianza. In questo paragrafo 
esamineremo i dettagli di questi metodi di calcolo. 
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11.6.1 Applicazione ai metodi di Bartlett o di Welch 
Supponiamo di voler calcolare una stima dello spettro a frequenze equi- 


spaziate facendo la media di periodogrammi, come illustrato nel para- 
grafo 11.4,3, Desideriamo cioè calcolare 


K 
Be(Sra) Le s(ira), k=0,1,...,.M-1 


M Ki M 
dove è a 
{27 Leo —4(2r/M)kn 
TH x” kj= ne Dx‘ n)w(n)e 
ne0 


per îi= 1, 2,..., Ke perk=0, 1,.... M— 1. Losi può fare usando 
la seguente procedura. Per ogni sottosequenza si calcola 


M-1 
Xu) = Dl 0,1 Ml 
ne0 


mediante un opportuno algoritmo di FFT? e si ricavano le quantità 
|Xw(#)[?. Queste ultime si sommano una all'altra fino a i = K e il risul- 
tato finale si divide per KMU, Se i dati x(n) sono reali si possono ricavare 
due trasformate in una sola volta, sfruttando le proprietà di simmetria 
illustrate nel probl. 10 del cap. 6, e riducendo quindi notevolmente il peso 
dei calcoli. 

Questo è un procedimento molto semplice e il risultato è una stima 
diretta dello spettro di potenza che sarà sempre non nepativa e che pos- 
siamo interpretare come abbiamo fatto nei par. 114.1 e 114,3, Se però 
vogliamo stimare anche la funzione di correlazione insieme allo spettro 
di potenza, è meglio calcolare prima la stima c.(m) della correlazione e 
poi la stima dello spettro, poiché la semplice operazione di antitrasformare 
Bir ((2r/M)K) con la DFT porta a qualcosa che possiamo chiamare, nel 
caso migliore, una stima con aliasing temporale della sequenza di corre- 
lazione (v. probl. 6 di questo capitolo). Perciò esamineremo ora come si 
può usare la FFT per calcolare stime di quest'ultima. 


11.6.2 Calcolo di stime della correlazione 


La FFT può essere usata per calcolare in maniera efliciente la stima 

dell'autocorrelazione 

N-|m|-1 
Com) =D x(mx(n 4 m), 0<m<M-_-1 (11.72) 
N neo 

dove è M < N [se da x(n) si sottrae prima la media campione, cum) è 
una stima dell’autocovarianza|]. Ricordando che è cu(—m) = cam), è 
chiaro che basta valutare l’espressione precedente per m positivi. Il punto 


? Si noti che la finestra w(n) = 1 per 0<n<M- 1 corrisponde al metodo 
di Bartlett del par. 11.4.1, mentre qualsiasi altra scelta di w(n) corrisponde al metodo 
di Welch del par. 11.4.3. 
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(b) 
x((nt m) Rn) 
/ 
x(n) 
——___—_—-®®00e | 111 sa Il UL (e 
# LA L n 
N-15m N31 Um 


Fig. 11.4 Calcolo della stima dell'autocorrelazione: (a) x(n) e x(n4m) per una sequenza 
lunga N; (b) sequenze periodiche x(n) e x(n +m) di cui si fa la correlazione 
circolare. 


chiave per capire come si possono usare le trasformate di Fourier veloci per 
calcolare cxx(M) sta nell’osservazione che cxx(m) è la convoluzione discreta 
di x(n) con x(— n). Supponiamo di calcolare X(K), la DFT di x(n), e di 
moltiplicarla per X*(k). La DFT inversa di X(k)X*(k) = |KX()|?_ corri- 
sponde alla convoluzione circolare di x(n) con x(—n), cioè a una corre- 
lazione circolare. Possiamo ottenere che i valori della correlazione circo- 
larè siano corretti (cioè uguali a quelli della correlazione « lineare ») nel- 
l'intervallo 0 < m < M — 1, allungando la sequenza x(n) con (L— N) 
zeri e calcolando una DFT su L punti. 

Per chiarire come va scelto L, consideriamo la fig. 11.4. In fig. 11.4(a) 
sono rappresentate le due sequenze x(n) e x(n+m) per un particolare 
valore (positivo) di m. La fig. 11.4(b) mostra le sequenze x(n) e x((n+m))L 
di cui si fa la correlazione circolare corrispondente a |X(K)|2. È chiaro che 
la correlazione circolare sarà uguale a Ncx;(m) per 0 <m<M— 1 se 
x((n+m)), ripetendosi non si sovrappone a x(n) per 0 < m <M—- I. 
Si vede dalla fig. 11.4(b) che questo si verifica se è L= N+M_- 1. 

Quindi il procedimento per calcolare cu(m) per 0 <m<M—1 è 
il seguente: 


1. Si costruisce una sequenza di L punti aggiungendo a x(n) (M—1) 
zeri. 


2. Si calcola la DFT su L punti 


L_1 
XK) = 2 x(t, ie pr Ot ch 


nel 
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3. Si calcola la DFT inversa su £L punti 
1 L_1 
vm) = 7 SXx([etsM © ni 0,1,...;L=1 
ne0 
4. Infine 


Cao) = 2 (Mm), m= 0,1,....M-1 


Se M è piccolo, il metodo più efficiente può essere l’uso diretto della 
relazione (11.72): la quantità di calcoli è allora proporzionale a N-M. 
Invece, il procedimento descritto prima richiede un numero di operazioni 


proporzionale a 
Llog L= (N + M)log (N + M) 


per cui risulta più cfliciente per valori di M abbastanza prandi. IH valore 
esatto di M che separa i due campi dipende naturalmente dalla partico- 
lare struttura usata per il calcolo della DFT; è lecito comunque attendersi 
che questo valore sia molto inferiore a 100 [10]. 

Abbiamo visto che per ridurre la varianza della stima cw(m) occorre 
rendere N grande. Può risultare allora difficile, se non impossibile, cal- 
colare in modo efficiente la DFT su L punti che è richiesta in questo caso. 
Tuttavia, essendo di solito M molto minore di N, possiamo suddividere 
l'ingresso in sottosequenze, secondo un procedimento simile a quelli di- 
scussi nel par. 3.9 per la convoluzione. 5 

Per chiarire il metodo, riscriviamo l’espressione (11.72) come 


1 M-1 2M-1 
CagM) = = | D x(n)x(n + m) + d x(n)x(n + m) 
N Lneo ne M sea 
+...t DD x(Mxn+ m)| 
ne(K=1)M 


dove è N = KM. Questa trasformazione è possibile per il fatto che il limite 
superiore che compare nella (11.72) può essere sostituito da N — 1, se 
si considera nulla x(n) al di fuori dell’intervallo 0<n<N—1. Facendo le 
opportune sostituzioni possiamo scrivere 


K M-1 
Cax(M) = 15 Y x(n + (i — DM)x(n + (i — 1)M + m) 
e definendo 
M-1 
o(m) = Y x(n + (i — DM)x(n + (î— DM + m) (11.73) 


risulta \ 


K 
Cax(m) — = Zum), 0<m<M-1 (11.74) 
{ 
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Per valutare l’espressione (11.73) è opportuno definire le sequenze lun- 
ghe L i, 


x(m) = Wi Da n al (11.752) 
e x 
Vin) = x(n+(i— 1)M),., O<n<L-1 (11.75b) 


Allora la correlazione circolare 


1 
v(m) = X x(n)y((n + m))z 


n=0 
è uguale a v(m) per O<m<M—1 se è L>2M- 1. Nella fig. 11.5 sono 
riportati due tipici esempi di queste sequenze. Se X;(k) e Y;(K) sono le 
DFT su L punti di x;(n) e y;(n), allora si ha, per L=2M-1, 
tri 
v;(m) = È > V(&)WE .0<m<M-1 
È k=0 


dove è 
V(k) = XY) (11.76) 
Se invece dell'espressione (11.74) calcoliamo 


K 
Mk) = 3 V(K), k= 0 doghe] (11.77) 
iel 


allora si ha 
DA 
Cox(M) = Lum=t YVk)e!tteLiom «—o<m<M-1 (11.78) 
N Lx=0 


x;(n) 


1 L-1 


(n) 


Vi 
È 
M-1 L=1 


Fig. 11,5 Lo due sequenze di £L punti necessarie per calcolare ll contributo del segmento 
I-esimo alla stima dell'autocorrelazione. 


589 


Quindi possiamo ottenere M valori di cu(m) calcolando 2K DFI lunghe 
L ed una DFT inversa lunga ancora L. 

Si noti che il procedimento descritto vale anche ‘per il calcolo della 
stima della correlazione incrociata cxy(m). Supponiamo di avere due regi- 
strazioni lunghe N delle sequenze x(n) e y(n). Al posto delle (11.75) de- 
finiamo 
x(n + (i — 1)M), 0<n<sM-1 
0, 


Mensb-1 ; SS 


x(n) = 
come prima, e invece 
yi(m=y(n+(i—1)M), O0snsL-1 (11.79b) 


per i = 1, 2, ..., K. Se allora usiamo, come prima, le relazioni (11.76) e 
(11.77), otteniamo 


Cay(M) = n") 0<mgsM-1 (11.80) 


Allo stesso modo si calcola cxy(m) per m < 0, scambiando solo le sequenze 
x e y, essendo cy(Mm) = cxy(— m). 

Rader [10] ha dimostrato che con la scelta particolare L = 2M è 
possibile risparmiare notevolmente nel calcolo delle stime dell’autocorre- 
lazione. La fig. 11.6 presenta due insiemi di sequenze xi(n), yi(n) e 
xi), Yii(n) con L=2M come richiesto per il calcolo dell'autocorre- 
lazione. Dalla figura risulta chiaro che è Ù 


Jim) = x(M) + x(n — M) (11.81) 
Da questa relazione segue che è 
Y.(k)= XA) + (Yak), k=0,1,...,2M-1 (11.82) 
Perciò Y;(k) può essere ottenuta usando la (11.82) invece che calcolando 
a parte una FFT. Inoltre, con una sola FFT si possono ricavare due trasfor- 
mate, ad es. X;(k) e X;u(X), usando le tecniche discusse nel probl. 10 del 
cap. 6. Quindi, il procedimento per il calcolo di cu(m) può essere così 
riassunto: 
1. Si costruisce la sequenza 
ja [A 0<sn<M-1 
mM =, Msgns2M-1 
e si calcola la trasformata Xi(k) su 2M punti. Poniamo Ao(k)=0. 
2: Per =1, 3 Ga BI pone 


x(n 4 iM), 0<zn<M_-1 
0, 


Xugi(M) = Î M<zn<2M-1 


e si calcola la trasformata X,yi(k) su 2M punti. Definiamo 
Xxyi(k)=0, 
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xj(n) *% 
yi(n) 


X;j4+ (n) 


ati Lt armeno 
M-1 2M-1 
Yi4aln) 
M-1 2M-1 


Fig. 11.8 Illustrazione del fatto che la prima metà di x,,,(n) è identica alla seconda metà 
di y,(n) quando è L = 2M. 


Si calcola poi, per O0kk<2M-1 e petti=1, 2, 


AK) = A; (k) + XIX) + (LEX (1) 
3. Infine, definendo V(k) c/A) e indicando con v(m) la DFT 
inversa di V(k) lunga 2M,) si ha 


Carli) = FT v(m), 0<m<M 


Quindi, nel caso particolare di L'= 2M e solo per il calcolo di c.(M), 
occorre calcolare K trasformate X;(K) ed una trasformata inversa. 
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11,6.3 Calcolo di stime di spettro smussate a partire da cx:(m) 


Una volta calcolata cxx(m) usando la tecnica precedente, si possono ot- 
tenere i campioni della stima dello spettro smussata Sxx(w) costruendo la 
sequenza 


Caa(M)W(m), 0<sm<M_-1 
Son(m) = (0, Msms<zL-M 
Coa(L — M)w(L — m), L-M+1<m<L-1 


(11.83) 


dove w(m) è una finestra opportuna. La DFT di sx(m) è allora 
Snr(K) = Snx(0)]o=ten/L)t k= 0, 1, VIGIORE) £=]| 


Si noti che L può essere scelto arbitrariamente grande (l'unico vincolo è 
quello connesso all'esecuzione dei calcoli), ottenendo così campioni di 
S(6w) molto ravvicinati in frequenza; l'effettiva risoluzione frequenziale 
rimane però determinata dalla forma e dalla lunghezza della finestra w(m). 


11.7 ESEMPIO DI STIMA DELLO SPETTRO 


Nel cap. 9 abbiamo fatto l'ipotesi che l'errore dovuto alla quantizza- 
zione sia un rumore bianco e, inoltre, che questo rumore di quantizzazione 
sia scorrelato rispetto al segnale originale. Possiamo adesso verificare la va- 
lidità di queste ipotesi stimando le sequenze di covarianza c gli spettri di 
potenza con i metodi illustrati in questo capitolo. 

Prendiamo come esempio l'esperimento rappresentato in fig. 11.7. 
Un segnale vocale xa(f) già filtrato con un passa-basso è stato campionato 


Quantizzatore » 
QC 3 QUx(n)] e(n) 


Fig. 11.7 Esperimento per determinare le proprietà del rumore di quantizzazione. 


alla frequenza di 10 KHz, fornendo la sequenza di campioni x(n) (assu- 
meremo che i campioni risultanti abbiano precisione infinita). Il campo di 
variazione del valore dei campioni è 


—16,000 < x(n) < 16,000 
Questi campioni sono quantizzati con un quantizzatore lincare a otto bit, 
dopo di che viene calcolata la sequenza errore 


e(n) = Q(x(mM] — x(n) 


La fig. 11.8(a) mostra 400 campioni consecutivi del segnale vocale e la 
fig. 11.8(b) riporta la sequenza errore corrispondente (i campioni sono 
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301 400 


(b) 


Fig. 11.8 Segnale vocale (a) ed errore di quantizzazione corrispondente (b) per una quan- 
tizzazione ad otto bit (ingrandimento di 66 volte rispetto ad (a)). Ogni riga corrì- 
sponde a 100 campioni consecutivi congiunti da tratti di retta per comodità di 
rappresentazione. 


congiunti con tratti di retta per comodità di rappresentazione). La prima 
impressione che si ricava dal confronto di questi due grafici tende a confer- 
mare la validità delle ipotesi enunciate prima, anche se da un esame più 
dettagliato può apparire un certo grado di correlazione. 

La fig. 11.9 mostra una stima della autocovarianza normalizzata e 
dello spettro di potenza della sequenza errore, relativa ad una lunghezza 
di 2000 campioni. La media e la varianza di e(n) sono state stimate con 
i metodi discussi nel par. 11.1 e queste stime sono risultate #1. =— 1 e 
è. = 1300. Si è poi calcolata la stima della covarianza per M = 512 
usando il metodo del par. 11.6.2, dopo aver sottratto #1 da e(n). Infine, 
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Fig. 11.9 (a) stima dell'autocovarianza normalizzata del rumore introdotto da una quantizza- 
zione a otto bit; la sequenza analizzata è lunga 2000 punti; (b) stima dello spettro 
di potenza usando la finestra di Bartlett, con M = 512; (c) stima dell'autocovarianza 
normalizzata, 0 < M = 50; (d) stima dello spettro di potenza usando la finestra 
di Bartlett, con M = 50. 
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questa stima della covarianza è stata divisa per 0.2, cioè per la stima della, 
varianza di e(n). La stima della covarianza normalizzata che ne risulta, 
indicata con pee(m), è mostrata in fig. 11.9(a) e 11.9(c). Si noti che l’auto- 
covarianza vale 1.0 per m = 0 ed è molto minore per tutti gli altri valori 
di m; anzi, risulta per la precisione — 0.0548 < pee(m) < 0.0579 per 
1<mx 512. Ciò sembra confortare la nostra ipotesi di scorrelazione 
tra campione e campione della sequenza errore. 

Lo spettro di potenza è stato stimato applicando una finestra di Bartlett 
(M = 512) all’autocovarianza normalizzata, secondo quanto esposto nel 
par. 11.6.3. Il risultato, di cui la fig. 11.9(b) riporta il grafico (in dB), 
presenta delle fluttuazioni ad andamento piuttosto casuale intorno a 0 dB 
(il valore dello spettro di potenza normalizzato del rumore bianco). In 
fig. 11.9(d) è riportata una stima maggiormente smussata: in questo caso 
è stata usata una finestra di Bartlett con M = 50. Confrontando la fig. 
11.9(b) con la fig. 11.9(d) appare evidente l’effetto di smussatura che ne 
risulta, corrispondente ad una perdita di risoluzione. Dalla fig. 11.9(d) si 
vede che la stima dello spettro è tra — 1.097 dB e + 1.631 dB per tutte 
le frequenze. Questo risultato conferma ulteriormente che l’ipotesi di ru- 
more bianco è abbastanza adeguata per questo caso di quantizzazione. 

Anche se abbiamo calcolato delle stime quantitative dell’autocova- 
rianza e dello spettro di potenza, la nostra interpretazione di queste misure 
è stata solo qualitativa. La domanda che ci si pone è: quanto piccola 
sarebbe l’autocovarianza se e(n) fosse davvero un rumore bianco? Per 
rispondere in modo quantitativo a questa domanda potremmo ricavare gli 
intervalli di confidenza relativi alle nostre stime ed applicare la teoria 
statistica della decisione, cosa che non siamo in grado di fare in questa 
sintetica introduzione alla stima dello spettro di potenza (v. Jenkins e 
Watts [5] per alcuni test relativi al rumore bianco). In molti casi, tut- 
tavia, non è necessario effettuare questo ulteriore studio statistico: spesso, 
infatti, è più che sufficiente l'osservazione che l’autocovarianza normaliz- 
zata per 1 < m < 512 è molto minore del valore in m = 0. 

Uno dei concetti più importanti di questo capitolo è che la stima 
dell'autocovarianza e dello spettro di potenza di un processo aleatorio 
stazionario deve migliorare se si aumenta la lunghezza della sequenza ana- 
lizzata. Questo è illustrato dalla fig. 11.10, che corrisponde esattamente 
alla fig. 11.9, ad eccezione del numero di campioni, che è stato portato a 
N = 14,000. Ricordiamo che, in base all'espressione (11.23), la varianza 
della stima dell’autocovarianza è proporzionale a 1/N: perciò l'aumento 
da 2000 a 14.000 di N dovrebbe portare ad una riduzione di sette volte 
della varianza della stima. Il confronto della fig. 11.9(a) con la 11.10(a) 
sembra confermare questo risultato. Per N = 2000 la stima assume valori 
tra i limiti — 0.0548 e + 0,0579, mentre per N = 14.000 i limiti sono 
— 0.0254 e + 0.0239, Questo concorda, intuitivamente, con la diminu- 
zione che ci aspettavamo di un fattore sette nella varianza. Notiamo che in 
base all'espressione (11,58) ci si deve attendere una riduzione simile per 
la varianza della stima dello spettro, Anche questo fatto risulta evidente 
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Fig. 11,10 (a) stima dell'autocovarianza normalizzata del rumore introdotto da una quantiz- 
zazione a otto bit; la sequenza analizzata è lunga 14.000 punti; (b) stima dello 
spettro di potenza usando la finestra di Bartlett, con M=512; (c) stima dell'auto- 
covarianza normalizzata, 0<m 50; {d) stima dello spettro di potenza usando la 
finestra di Rartlatt, con M= 50 
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Fig. 11,11 Stima della covarlanza incrociata normalizzata per quantizzazione a otto bit è 
sequenza analizzata lunga 14.000: (a) p,,(M) per 0<gm£x< 511; (b) pm = 
= py(—Mm) per 0<m < 511. 


dal confronto delle fig. 11.9(b) e (d) con le fig. 11.10(b) e (d) rispetti- 
vamente. 

Per verificare la nostra seconda ipotesi sul processo di quantizzazione, 
abbiamo calcolato la stima della covarianza incrociata tra x(n) ed e(n). In 
questo caso sono state sottratte le medie m, = 1 e rm. = —1, prima di 
eseguire le stime della covarianza incrociata usando le tecniche esposte 
nei par. 11.5 e 11.6.2. Il risultato è stato diviso per 6 + 6», allo scopo di 
ottenere una stima della covarianza incrociata che sarebbe 1.0 per correla- 
zione perfetta e 0 se x(n) ed e(n) fossero scorrelati. Le stime normalizzate 
Pxe(m) e pex(m) =pxe(—m), ricavate da sequenze lunghe N = 14.000, sono 
mostrate in fig. 11.11(a) e (b), rispettivamente, Notiamo che i valori della 
sequenza di covarianza incrociata normalizzata sono tra —0.0279 € 
+0.0222 per il —511<m<511. Ricordando che la covarianza incrociata 
normalizzata vale uno quando la correlazione è perfetta, siamo spinti an- 
cora una volta ad accettare l'ipotesi che il rumore di quantizzazione sia 
scorrelato dall’ingresso del quantizzatore. 


597 


Nel cap. 9 avevamo concluso che il modello di rumore bianco era 
accettabile fintantoché il passo di quantizzazione si manteneva piccolo. 
Questa condizione non è più verificata quando il numero di bit è piccolo. 
Per vedere come cambia lo spettro del rumore di quantizzazione, è stato 
ripetuto l'esperimento precedente, usando solo otto livelli di quantizza- 
zione, ovvero tre bit. La fig. 11.12 mostra l’errore di quantizzazione a tre 
bit relativo al segmento di segnale vocale di fig. 11.8(a). Si noti che in 
alcuni tratti l'andamento dell’errore appare molto simile a quello della 
forma d’onda originale: ci si può attendere che resti traccia di questo fatto 
nella stima dello spettro di potenza. 
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Fig. 11.12 Andamento dell'errore di quantizzazione per una quantizzazione a tre bit. La scala 
è la stessa del segnale originale, riportato in fig. 11.8(a). 


La fig. 11.13 mostra le stime dell'autocovarianza e dello spettro di 
potenza della sequenza errore relativa ad una quantizzazione a tre bit e 
ad una lunghezza di 14.000 campioni. In questo caso l’autocovarianza 
riportata in fig. 11.13(a) e (c) è molto meno simile all’autocovarianza ideale 
del rumore bianco. La tabella 11.1 fornisce i primi 10 valori di px:(m) 
per questo caso. 


Le fig. 11.13(b) e (d) mostrano le stime dello spettro di potenza otte- 
nute usando la finestra di Bartlett con M = 512 e M = 50, rispettivamente. 
È chiaro che lo spettro, in questo caso, non è piatto (in effetti, tende ad 
assumere la forma generale dello spettro della voce). Quindi, in questo 
caso, il modello del rumore di quantizzazione come rumore bianco può 
solo essere considerato un’approssimazione piuttosto grossolana. 

La fig. 11.14 mostra la covarianza incrociata normalizzata tra il se- 
gnale x(n) e il rumore di quantizzazione a tre bit e(n). In questo caso la 
correlazione risulta un po’ maggiore; tuttavia, possiamo ancora essere incli- 
ni ad accettare l’ipotesi che il segnale e l’errore di quantizzazione siano 
scorrelati. 


Questo esempio illustra come vengano spesso usate le stime della co- 
varianza e dello spettro di potenza per corroborate la nostra fiducia nelle 
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Fig. 11.13 (a) Stima dell'autocovarianza normalizzata per una quantizzazione a tre bit; la 
sequenza analizzata è lunga 14.000 punti; (b) stima dello spettro di potenza usando 
la finestra di Bartlett, con M—512; (c) stima dell’autocovarianza normalizzata, 


Osm=50; (d) stima dello spettro di potenza usando la finestra di Bartlett, 
con M=-50. 
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Tab. 11.1 


1.0 

0.192 
0.084 
0.055 
0.040 
0.056 
0.050 
0.045 
0.037 
0,038 


vL£LIJSUAWNroO 3 


ipotesi o nei modelli teorici che si utilizzano. In particolare, abbiamo di- 
mostrato la validità di alcune delle nostre ipotesi fondamentali fatte nel 
cap. 9, ed abbiamo dato un'idea di come queste ipotesi cadano quando la 
quantizzazione è molto grossolana. In conclusione, l'esempio fatto, benché 
semplice, è stato utile per capire come sono applicate spesso in pratica le 
tecniche di questo capitolo. 
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Fig. 11.14 Stima della covarianza incrociata normalizzata per una quantizzazione a tre bit: 
(a) p,,(M) per O<m < 511; (b) p,,(M) = p,,(-m) perozsmex 511. 
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SOMMARIO 


% 
‘ 


In questo capitolo abbiamo discusso alcune tecniche per la stima di 


medie di processi aleatori a tempo discreto. Il nostro scopo è stato quello 
di giustificare l’uso di alcuni concetti della teoria statistica della stima e di 
illustrarne le conseguenze» Ci siamo occupati in particolare dei risultati 
approssimati relativi alla media e alla varianza delle stime dell’autocova- 
rianza e dello spettro di potenza di un processo aleatorio. Un argomento 
fondamentale è stato quello delle procedure di calcolo di queste stime e 
l’uso della FFT per renderle più efficienti, Un paragrafo finale ha illustrato 
l'applicazione di alcune delle tecniche descritte nel capitolo allo studio delle 
proprietà del rumore di quantizzazione. 


BIBLIOGRAFIA 


1. 
2. 


3. 


11. 


M. S. Bartlett, An Introduction to Stochastic Processes with Special Reference 
to Methods and Applications, Cambridge University Press, New York, 1953. 

R. B. Blackman and J. W. Tukey, The Measurement of Power Spectra, Dover 
Publications, Inc., New York, 1958. Li 
U. Grenander and M. Rosenblatt, Statistica! Analysis of Stationary Time 
Series, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1957. 


. E. J. Hannan, Time Series Analysis, Methuen & Company Ltd., London, 1960. 
. G. M. Jenkins and D. G. Watts, Spectral Analysis and Its Applications, Holden- 


Day, Inc., San Francisco, 1968, 


. L. H. Koopmanns, Spectral Analysis of Time Series, Academic Press, New 


York, 1974. 
W. B. Davenport, Probability and Random Processes, McGraw-Hill Book 
Company, New York, 1970. 


. D. R. Brillinger and M. Rosenblatt, “Asymtotic Theory of Estimates of kth 


Order Spectra,” in Spectral Analysis of Time Series, B. Harris, ed., John 
Wiley & Sons, Inc., New York, 1967, 


+ P. D. Welch, ‘The Use of Fast Fourier Transform for the Estimation of Power 


Spectra,” JEEE Trans. Audio Electroacoust., Vol. AU-15, June 1970, pp. 70-73. 


. T. G, Stockham, Jr., “High-Speed Convolution and Correlation,” Spring 


Joint Computer Conf., AFIPS Proc., Vol. 28, Spartan Books, Washington, 
D.C., 1966, pp. 229-233. 

C. M. Rader, “An Improved Algorithm for High-Speed Autocorrelation with 
Applications to Spectral Estimation,” JEEE Trans. Audio Electroacoust., 
Vol. AU-18, Dec. 1970, pp. 439-441, 


PROBLEMI 


l 


Sia X(e') la trasformata di Fourier di una sequenza x(n) reale di lunghezza finita, 
che è nulla al di fuori dell'intervallo 05 n < N — 1. Il periodogramma /y(6) 
è definito nella formula (11.24) come la trasformata di Fourier della stima del- 
l'autocorrelazione lunga 2N—1 punti 


1 N-|m|-1 
Caa(M) 7 ci x(Mx + m) mg N-1 
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Dimostrare che il periodogramma è legato alla trasformata di Fourier della sequen- 
za di lunghezza finita nel modo seguente: 


Ino) = 7 tp. 


2. La stima dello spettro smussata S,.(w) è definita come 
M_-1 
Saa(0) = È, Cra(M)w(m)e to, 
me-(M_-1) 


dove w(m) è una sequenza finestra di lunghezza 2M—1. Dimostrare che risulta 
Li 
E[Syx(0)] = z| El y(9)]W(el(©-0) d0, 
—r 


dove W(e') è la trasformata di Fourier di w(n). 
3. Per ricavare la relazione (11.56) abbiamo usato l'identità 


1 " {sin [0N/2)\? PR ] 
2n)_,\Nsin [0/2] ì N' 


(a) Trovare dapprima la trasformata di Fourier della sequenza 


sO = 3; O0<n<SN-1 


=0 altrove. 


(b) Usare il teorema di Parseval per dimostrare l'identità di sopra. 


4, Nel par. 114.2 abbiamo studiato il metodo delle finestre usato per :smussare le 
stime dello spettro. f: stato dimostrato che il rapporto tra la varianza di una stima 
smussata dello spettro e la varianza del periodogramma, è 


M-1 n 
Ria var [Sx2(0)] “ I w°(m) = L.A { W®(e10) dw, 
2aN]_s 


var n(0)] N me-(M-n 
dove N è la lunghezza della sequenza analizzata e 2M—1 è la lunghezza totale 
della finestra. Quindi la varianza di S,.(%w) può essere resa più piccola di quella 
del periodogramma scegliendo opportunamente la forma e la lunghezza della 
finestra, 
Un'altra misura dell'effetto smussante (perdita di risoluzione) di una finestra 
è costituita dalla larghezza del suo lobo principale. Definiamo qui questa jarghezza 
come l'intervallo (simmetrico rispetto all'origine) tra la prima frequenza negativa 
e la prima positiva per cui è W(e') = 0. 
In questo problema studieremo queste proprietà per le seguenti tre finestre: 


Rettangolare 
wa(m) = 1 |n<M-1 
= altrove 

Bartlett 

wg(m)=1-|m/M |m:<M-1 

= 0 altrove 
Coseno rialzato 
wx(m) = « + P cos (mm/(M — 1)) n <M-1 
= 0 altrove. 


(Se a = f = 0.5 questa è la finestra di Hanning e se @ = 0.54 e f = 0.46 è quella 
di Hamming). 
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(a) Trovare la trasformata di Fourier di ciascuna di queste finestre, cioè calcolare 
Wn(e!), Wo(e!) e. Wu(e'). Disegnare l'andamento di queste funzioni di w», 


(b) Mostrare che per ciascuna di queste finestre sono giusti i valori che com- 
paiono nella tabella seguente (assumere che sia M>1). 


Larghezza del Rapporto delle 
Finestra lobo principale varianze R 
% (approssimata) (approssimato) 
Rettangolare 2r/M 2M/N 
Bartlett 4n/M 2M/(3N) 
Coseno rialzato 3r/M 2M(a? + p*/2)/N 


5. Nel metodo di Welch una sequenza lunga N viene suddivisa in K sottosequenze 
x(n) = x(n +iM — M) 0<n<M-1, ieizd 


e a queste sottosequenze viene applicata una finestra prima di calcolare i perio- 
dogrammi modificati 


1 |M 2 
i) mini (i) Jan 
I (©) no 3° (nw(MeT IZ 
dove è pati 
U=—- wa(n). 
M pa ( ) 
La stima dello spettro è definita come 
1 E 
Bes(@) = 7 DI (0). 
Dimostrare che risulta 
EBg(0)] = + Î Pas(0)W(eH 0-2) do 
2r Ju, 


con M-1 


SSLIOLI 
da ve 


1 L) 
W(e'®) ne Mu 


Suggerimento: usare il fatto che se x(n) è a media nulla si ha 
1 n 
Pal) = x/ Prx(W)e!0M do, 
2] 


6. Sia x(n) un segnale aleatorio reale e stazionario. La stima dello spettro alla Bart- 
lett, definita nella formula (11.47), è 


1 K 
Brx(©) = xa! (0). 
es | 


gni la trasformata di Fourier inversa di B,,.(w), che indichiamo con 
al). 


(a) Dimostrare che è 
Elbes(m)] = dra(M)wp(m) 
wg(m) =1—|m/M_ |m<M-1 
=0 altrove 


603 


(b) Supponiamo ora di calcolare B,.(2rk/M) usando il metodo basato sulla 
FFT illustrato nel par. 11.6.1, Definiamo allora b,,y(m) come 


M-1 
bea (M) =} D, Boa(2k|M)e!trtm] 0) 


Ricavare un'espressione per E[bup(m)]. 


(c) Come si modificano i risultati di (a) e (b) per il metodo di Welch? Cioè, 
ripetere (a) e (b) cominciando con B..(w) espresso dalla (11.63). 
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che, 555-57 
stima di parametri della voce, 541-50 

Densità, rappresentazione di immagini 
con la, 518 

Destinazione, nodi, 167, 168, 171 

nei v. Fourier, Trasformata discreta 

i 

Diagramma a blocchi, rappresentazione 
.per reti numeriche, 164-70 

Differenze, equazioni lineari a coeffi- 
cienti costanti alle, 34-36 


Differenziali, soluzione numerica di 
equazioni, 236-39 
Diretta, reti in forma: 
sistemi FIR, 185-86, 202-204 
sistemi IIR, 177-80, 197-202 
Dischi, ripristino di, 555-57 
Discreta, trasformata di Fourier, v. 
Fourier 
Discreta, trasformata di Hilbert, v. 
Hilbert 
Discreti, segnali casuali, 407-33 
medie, 413-19 
definizioni, 414-17 
nel tempo, 417-19 
processi casuali a tempo discreto, 
408-13 
caratterizzazioni di 
casuale, 411-13 
processo di Bernoulli, 409-13 
rappresentazioni in frequenza di se- 
gnali ad energia infinita, 419-22 
rappresentazioni con trasformate 
z, 420-21 
sequenze di correlazione e cova- 
rianza, 419-20 
spettro di potenza, 421-22 
Discreto, impulso a tempo, 26-27 
Discreto, processo casuale a tempo, 
408-13 
caratterizzazione di un processo ca- 
suale, 411-13 
processo di Bernoulli, 409-13 
Discreto, segnali e sistemi a tempo, 
3-65 


un processo 


campionamento di quelli continui, 
45-50 
definizioni, 23, 24, 28-29 
proprietà di simmetria della trasfor- 
mata di Fourier, 43-45 
sequenze, 25-28, 50-54 
sistemi lineari invarianti alla trasla- 
zione, 24, 28-33 
bidimensionali, 50-54 
causalità, 33, 34 
equazione alle differenze, lineari 
a coefficienti costanti, 34-36 
proprietà di simmetria della tra- 
sformata di Fourier, 43-45 
rappresentazione nel dominio del- 
la frequenza, 36-43 
somme di convoluzione, 
52-54 
stabilità, 33 
Dispari, funzioni, 44 
Dispari, sequenze, 43-45 
Due, rappresentazione in complemen- 
to a, 438-39 


30-33, 


Echi nel parlato, 552-53 

Elaborazione numerica di immagini, 
516-20 

Eliminazione dei riverberi, 550-55 

Ellittici, filtri, 256-58 

Energia di una sequenza, 27-28 

Energia infinita, v. Infinita 

Equazioni lineari alle differenze a 
coefficienti costanti, 34-36 

Ergodico, processo, 418 

Errore quadratico medio, minimizza- 
zione di, 265-67 

Errore di ordine p, minimizzazione di, 
267-68 

Esponenziali, sequenze: 
cepstrum complesso di, 530-32 
moltiplicazione per, 82-83 


Farfalla, calcolo della, 328-29, 332-34, 
336-39, 479-86, 488-89 
Fase massima, sequenze a, 384, 532-36 
Fase minima, sequenza a, 378-80, 384- 
85, 532-36 
Fase, ritardo di, 382, 384 
FFT, v. Fourier, trasformata veloce di 
Filtri numerici, 163-64 
effetti della quantizzazione dei pa- 
rametri, 195-202 
filtri FIR, 202-205 
filtri IHR, 197-202 
pppraentazione matriciale di, 171- 


rappresentazione mediante grafo di 
flusso di segnale, 164-70 
strutture fondamentali: 
filtri FIR, 185-95 
filtri ITR, 177-84 
tecniche di progetto, 228-316 
une da calcolatore, 264-70, 284- 
I 
filtri di Butterworth, 244-51 
filtri di Chebyshev, 251-56 
filtri ellittici, 256-58 
filtri FIR, 270-303 
filtri 1IR, 230-270, 302-303 
finestre, 272.84 
trasformazione da analogico a nu- 
merico, 2350-64 
trasformazione di frequenza di 
filtri passa-basso, 258-64 
teorema di Tellegen per i, 205-13 
dimostrazione del teorema di tra- 
sposizione, 208-9 
formula di sensibilità della rete, 
209-13 
reti reciproche e inter-reciproche, 
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Finestre, metodo della pesatura con: 
progetto di filtri FIR, 272-84 
smussamento di periodogrammi, 578- 


Finita, lunghezza dei registri, v, Lun- 
ghezza finita 
Finita, sequenze ad area, 144 
Finita, sequenza di durata, 36, 123-26 
Finita, sistemi con risposta all'impulso 
di durata (FIR), 36 
confronto con i sistemi IIR, 302-303 
effetti della lunghezza finita dei re- 
gistri nella realizzazione di, 469-75 
in virgola fissa, 469-72 
in virgola mobile, 472-75 
effetti della quantizzazione dei pa- 
rametri nei, 202-204 
strutture di base della rete per, 185- 


basate su formule di interpolazio- 
ne polinomiale, 193-95 
per sistemi a fase lincare, 186-89 
struttura a cascata, 186 
struttura basata sul campionamen- 
to in frequenza, 189-93 
struttura diretta, 185-86 
progetto di, 270-72 
assistito da calcolatore, 284-301 
con finestre, 272-84 
Flusso, grafo di: 
algdritmi di FFT, 323-41, 344-51 
reti numeriche, 164-70 
teorema di trasposizione, 182-84 
Formanti, 542 
Fourier, trasformata di: 
di segnali a tempo continuo, 45-50 
proprietà di simmetria della, 43-45 
rappresentazione in frequenza di si- 
stemi e segnali a tempo discreto, 
36-43 
v. anche trasformata z 
Fourier, trasformata discreta di (DFT), 
111-62 
bidimensionale, 143-47 
calcolo della, 317-68 
algoritmi di FFT a decimazione in 
frequenza, 3354-40 
algoritmi di FIT a decimazione 
nel tempo, 322-34 
algoritmi di FFT per N numero 
composto, 3540-47 
algoritmo di Goertzel, 320-22, 358 
algoritmo per la trasformata z 
chirp, 353-58 | 
effetti della lunghezza finita dei 
registri nel, 475-93 
picci tg negli algoritmi di FFT, 
347-53 
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campioni della trasformata z, 120-23 
convoluzione lineare usando la, 136- 
42 
definizione, 111 
proprietà della, 126-36 
convoluzione circolare, 130-35 
linearità, 126 N 
proprietà di simmetria, 129-30 
. traslazione circolare di sequenze, 
127-28 
à iene legni di Hilbert, 385- 
9 » 
sequenze a durata finita, 123-26 
serie di Fourier discreta: 
proprietà della, 116-20 
Menia di sequenze pe- 
riodiche, 112-20 
Fourier, trasformata veloce di (FFT), 
319 
calcolo in generale: 
algoritmo per la trasformata z 
chirp, 353-58 
coefficienti, 352 
considerazioni sul, 347-53 
FFT multidimensionali, 352-53 
indici, 348-52 
decimazione in frequenza, 319, 334- 
40 
calcolo « sul posto », 336-39 
forme alternative, 340 
decimazione nel tempo, 319, 322-34 
calcolo « sul posto », 327-31 
forme alternative, 331-34 
effetti nella quantizzazione nella: 
quantizzazione dei coefficienti, 
491-93 
virgola fissa, 478-87 
virgola mobile, 488-91 
per la stima dello spettro, 584-91 
quando N è un numero composto, 
340-47 
Fratti semplici, espansione in, 78-79 
Frequenza, campionamento in, 189-93, 
284-89 
Frequenza di campionamento, 46 
Frequenza, rappresentazione nel domi- 
nio della, 37-43 
Frequenza, rappresentazioni di segna- 
li a energia infinita, v. Spettrali 
Frequenza, risposta in, 37 
Frequenza, trasformazioni di, 258-64 
Fricativi, suoni, 542 


Gibbs, fenomeno di, 272-76 
Goertzel, algoritmo di, 320-22, 358 
Grafo di flusso, v. Flusso 
Gruppo, ritardo di, 38 


Hermite, formula di interpolazione di, 
195 
Hilbert, trasformata discreta di, 369- 


condizione di fase minima, 377-85 

per la trasformata di Fourier discre- 

ta, 385-89 

per sequenze complesse, 370, 389-97 
progetto di filtri, 392-94 
rappresentazione di segnali passa- 
banda, 394-97 

sufficienza della parte reale e della 

parte immaginaria per sequenze cau- 

sali, 371-77 


Immagini, elaborazione numerica di, 
516-20 
Immagini, elaborazione omomorfa di, 
516-20 
Impulso, a tempo discreto, 26-27 
Impulso, v. Invarianza all'impulso 
Indipendenti, variabili aleatorie, 413, 
414 
Infinita, segnali a energia, 407-8 
rappresentazione spettrale di, 419-22 
proprietà delle sequenze di corre- 
lazione e covarianza, 419-20 
rappresentazioni con la trasforma- 
ta z, 420-21 
spettro di potenza, 421-22 
Infinita, sistemi con risposta all’im- 
pulso (IIR), 36 
confronto con i filtri FIR, 302-3 
effetti della lunghezza finita dei re- 
gistri nella realizzazione di, 448-68 
cicli limite per ingresso nullo, 
449.53 
in virgola fissa, 453-62 
in virgola mobile, 462-68 
effetti della quantizzazione dei pa- 
rametri nei, 197-202 
progetto dei, 230-270, 302-3 
assistito da calcolatore, 264-70 
da filtri analogici, 230-44 
filtri di Butterworth, 244-51 
filtri di Chebyshev, 251-56 
filtri ellittici, 256-58 
passa-basso, trasformazioni di fre- 
quenza di, 258-64 
strutture di base della rete, 177-82 
struttura in cascata, 180-82 
struttura diretta, 177-80 
struttura in parallelo, 182 
Iniziale, teorema del valore, 83 
Insieme, medie di, 413-19 
Insieme di sequenze campioni, 410 
Intensità, rappresentazione di imma- 
gini con la, 518 
Interpolazione di Hermite, 195 


Interpolazione di Lagrange, 194-95 
Interpolazione di Newton, 193-95 
Interreciproche, reti numeriche, 207 
Invarianza al gradino, progetto secon- 
do la, 236 
e} ra all'impulso, progetto secon» 
do la: 
filtro di Butterworth, 247-50 
filtro di Chebyshev, 254-55 
trasformazione da filtro analogico a 
numerico, 231-36 
Inversa, trasformata z, 74-79 
espansione in fratti semplici, 78-79 
integrazione complessa, 74-76 
serie di potenze, 76-78 
teorema di Cauchy, 74, 88 
uso della, 75, 76 
Inverso, filtraggio, 159-60 
Inverso, filtro, progetto con i minimi 
quadrati, 268-70 
Inviluppo di una sequenza, 392 


Lagrange, formula di interpolazione di, 
194-95 

Lagrange, struttura di, 194 

Laplace, trasformata di, 66 

Laurent, serie di, 68 

Limite, cicli (per ingresso nullo), 449- 
53 


Lincare, convoluzione, 131, 136-42 
Lincare, sistemi a fase (FIR), 186-89 
Lineari, equazioni alle differenze a 
coefficienti costanti, 34-36 
Lincari, sistemi a tempo discreto inva- 
rianti alla traslazione, 24, 28-33 
bidimensionali, 50-54 
causalità, 33, 34 
equazioni alle differenze a cocffi- 
‘’ cienti costanti, 34-36 
proprietà di simmetria della trasfor- 
mata di Fourier, 43-45 
rappresentazione nel dominio della 
frequenza dei, 37-43 
somme di convoluzione, 30-33, 52-54 
stabilità, 33 
trasformata z e, 90-96, 98-101 
Lincarmente indipendenti, 
aleatorie, 414 
Logaritmo complesso, 523-28, 537.39 
Lunghezza finita dei registri, effetti 
della, 434-509 
calcolo della trasformata di Fourier 
discreta, 475-78 
algoritmi di FFT in virgola fissa, 
478-87 
algoritmi di FFT in virgola mo- 
bile, 488-91 
quantizzazione dei coefficienti ne- 
gli algoritmi di FFT, 491-93 


variabiòi 
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campionamento di segnali analogici, 
443-48 

rappresentazione dei numeri, 436- 
43 


numeri binari in virgola fissa e in 
virgola mobile, 436-38 
rappresentazione dei numeri ne- 
gativi, 438-39 
troncamento o arrotondamento, 
44043 
realizzazioni di filtri FIR, 469-75 
in virgola fissa, 469-72 
o in virgola mobile, 472-75 
realizzazioni di filtri ITR, 448-68 
cicli limite per ingresso nullo, 
449.53 
in virgola fissa, 453-62 
in virgola mobile, 462-68 


Massima, sequenze a fase, 384, 532-36 
Massimo, ritardo di fase, 384 
Massimo, sequenze a ritardo, 385 
Matrice funzione di trasferimento, 172 
Matriciale, rappresentazione di reti 
numeriche, 171-77 
Medie d'insieme, 413-17 
definizioni, 413-19 
Medie temporali, 417.19 
Minima, condizione di fase, 377-85 
Minima, sequenze a fase, 378-80, 384- 
85, 532-36 
Minimi quadrati, progetto del filtro 
inverso con i, 268-70 
Minimo, ritardo di fase, 384 
Minimo, sequenze a ritardo, 385 
Modulo e segno, 438 
Moltiplicativi, sistemi omomorfi, 513- 
16 
Monolatere, sequenze: 
destre, 70-71 
sinistre, 71-72 
Multidimensionali, trasformate di Fou- 
rier veloci, 352-53 


Newton, formula di interpolazione di, 
193, 195 

Nodi destinazione, 167, 168, 171 

Nodi sorgente, 167, 168, 171 

Non calcolabile, grafo di flusso, 174 

Novanta gradi, sfasatore di, 391 

Numeri binari, 436-38 

Numerica, elaborazione di immagini, 
516-20 

Numerica, soluzione di equazioni dif- 
ferenziali, 2306-39 

Numeri negativi, rappresentazione dei, 
438-39 

Numerici, filtri, v. Filtri numerici 

Nyquist, frequenza di, 48 
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Omomorfa, elaborazione di segnali, 
510-60 
algoritmi per la realizzazione del si- 
stema caratteristico D, 536-41 
derivata logaritmica, 539-40 
fase minima, 540-41 
: logaritmo complesso, 537-39 
cepstrum complesso, proprietà del, 
530-36 
poli e zeri sul circolo unitatio, 536 
sequenze a fase minima e a fase 
massima, 532-36 
sequenze esponenziali, 530-32 
deconvoluzione omomotfa, applica- 
zioni della, 541-57 
eliminazione dei riverberi, 550-55 
ripristino di registrazioni discogra- 
fiche, 555-57 
stima di parametri 
541-50 
elaborazione di immagini, 516-20 
per la convoluzione, 520-30 
sistemi moltiplicativi, 513-16 
sovrapposizione generalizzata, 511-13 
Ordine a disposizione invertita dei bit, 
3530-31, 332, 348-51 
Oscillazioni da saturazione, 453 
Oscillazione uniforme, approssimazione 
per filtri FIR, 289-301 
Oscura, banda, 229 
Overflow, 435 


della voce, 


Parallelo, reti con struttura in, 182, 
199-200 
Pari, funzione, 44 
Pari, sequenze, 43, 45 
Parseval, relazione di, 89, 152 
Passa-banda, segnali, 394-97 
Periodica, componente coniugata anti- 
simmetrica, 130 
Periodica, componente coniugata sim- 
metrica, 130 
Periodica, convoluzione, 87, 117-19 
Periodica, sequenza, 27, 112-20 
Periodico, campionamento, 46, 228 
Periodogrammi: 
come stima dello spettro di poten- 
za, 570-76 
definizione di, 570-72 
espressioni generali della varian- 
za, 574-76 
varianza del, 572.74 
media di p. modificati, 582-83 
media di, 576-78 
Plosivi, suoni, 542 
Poisson, formule di, 370 
Poisson, nucleo di, 375 
Poli e zeri, diagrammi di, 68-69, 72, 
93.96 


Polinomiali, formule di interpolazio- 
ne, 193.95 
Potenza, spettro di, v. Spettro 
Probabilità, densità di, 411 
Probabilità, a masse concentrate, 412 
Processo di Bernoulli, 409-11 
Progetto di filtri, v. Filtri 
Quadratico medio, minimizzazione del- 
l’errore, 265-67 
Quantizzazione: 
calcolo della DFT, 475-78 
campionamento di segnali analogi- 
ci, 433-48 
filtri numerici, 195-205 
FIR, 202-5, 469-75 
IIR, 197-202, 453-68 
rappresentazione dei numeri, effetti 
sulla, 436-43 
numeri binari in virgola fissa e 
virgola mobile, 436-38 
rappresentazione di numeri nega- 
tivi, 438-39 
troncamento o arrotondamento, 
440-43 
trasformata di Fourier veloce in vir- 
gola fissa, 478-87 
trasformata di Fourier veloce in vir- 
gola mobile, 488-91 


Rappresentazione dei numeri, effetti 
sulla quantizzazione, 406-43 
numeri binari in virgola fissa e in 
virgola mobile, 436-38 
rappresentazione dei numeri nega- 
tivi, 438-39 
troncamento o arrotondamento, 440- 
43 

Razionali, trasformate z, 80-81 

Reciproche, reti numeriche, 207-8 

Regione di convergenza, trasformata z 
e, 67-73, 80-81 

Registrazioni discografiche, 
di, 555-57 

Reti numeriche, v, Filtri numerici 

Risposta al campione unitario, 39, 90- 
96, 98-101 

Ritardo massimo e minimo, sequenze 
a, 385 

Ritardo di gruppo, 38 

Riverberante, ambiente, 550-55 

Rumore di arrotondamento, 435, 440- 
43 


ripristino 


Saturazione (« overflow »), 435 
Saturazione, aritmetica con, 461 
Scorrelata, variabili aleatotie, 414 


Segnale, grafi di flusso di: 
algoritmi di FFT, 323-41, 344-51 
reti numeriche, 164-70 
teorema di trasposizione, 182-84 
Segnali: 
analitici, 389-92 
a tempo discreto, v. Discreto 
casuali discreti, v. Discreti 
definizioni, 23 
Sensitività, formula per le reti, 209-13 
Separabili, sequenze, 51 
Sequenze: 
a fase massima, 384, 532-36 
a fase minima, 378-80, 384-85, 5372-36 
a ritardo massimo, 385 
a ritardo minimo, 385 
autocorrelazione, 408, 415-17, 418-20, 
423-24 
autocovarianza, 408, 415-16, 419-20, 
5607-69 
bidimensionali, 50-54 
bilatere, 72-73 
campione (di un processo), 410 
causali: 
definizioni, 34 
trasformata di Hilbert, 370-77 
complesse: 
coniugazione di, 83 
trasformata di Hilbert, 370, 389.97 
coniugate antisimmetriche, 43-45 
coniugate simmetriche, 43-45 
convoluzione di: 
trasformata z della, 83-85 
correlazione: 
calcolo di stime, 585-91 
proprietà della, 419-20 
covarianza: 
proprietà della, 419-20 
stime della, 583-84 
di arca finita, 144 
di durata finita, 36, 70, 123-26 
dispari, 43, 45 
esponenziale: 
cepstrum complesso di, 530-32 
moltiplicazione per, 82-83 
impulso unitario, 25-27, 50-51 
inviluppo di, 392 
monolatere destre, 70-71 
monolatere sinistre, 71-72 
pari, 43, 45 
periodiche, 27, 112-20 
reali, 105 
separabili, 51 
Serie di potenze, espansione della tra- 
sformata z, 76-78 
Sfasatore di 90°, 391 
Simmetria, proprietà nella DET, 129-30 
Sismici, segnali, 553 
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Sistema, definizione, 28 
Smussati, stimatori, v. Stimatori 
Sorgente, nodi, 167, 168, 171 
Sovrapposizione ed estrazione, convo- 
luzione mediante, 141-42 
Sovrapposizione e somma, convoluzio- 
ne mediante, 140-41, 157 
Sovrapposizione generalizzata, 511-13 
Spettrali, rappresentazioni di segnali a 
energia infinita, 419-22 
proprietà delle sequenze di correla- 
zione e covarianza, 419-20 
rappresentazioni mediante trasfor» 
mata z, 420-21 
spettro di potenza, 421-22 
Spettro di potenza, stima dello, 561-63 
covarianza incrociata e spettro in- 
crociato, 583-84 
esempio di, 591-99 
periodogramma, 570-76 
definizione di, 570-72 
espressioni generali della varian- 
za, 574-76 
varianza del, 572-74 
stimatori smussati dello spettro, 576- 
83, 591 
metodo di Bartlett, 576-78 
metodo delle finestre, 578-82 
metodo di Welch, 582-83 
stime dell'autocovarianza, 567-69 
teoria della stima, principi della, 
562-67 
trasformata di Fourier veloce nella, 
584-91 
Spettro incrociato, stima della, 583-84 
Stabili, sistemi, 33, 52 
Stazionari, processi alcatori, 413 
Stima dello spettro, v. Spettro di po- 
tenza 
ar di spettro smussati, 576-83, 
91 
metodo di Bartlett, 576-78 
metodo delle finestre, 578-82 
metodo di Welch, 582-83 
Struttura a cascata, v. Cascata 
Suoni: 
fricativi, 542 
plosivi, 542 
vocalici, 542 


Taylor, espansione in serie di, 193, 195 
Tellegen, teorema per i filtri numerici, 
205-13 
dimostrazione del teorema di tra- 
sposizione, 208-9 
formula di sensitività della rete, 
209-13 
reti reciproche e inter-reciproche, 
207-8 
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Temporali, medie, 417-19 

Teorema dell’alternanza, 397 

Transizione, banda di, 229 

RA PNRTANGOI funzione di, 90-96, 98- 
101 

Trasferimento, matrice funzione di, 
172 

Trasformata di Fourier, v. Fourier 

Trasformata di Fourier discreta, v. 
Fourier 

Trasformata di Fourier veloce, v. Fou- 
rier 

Trasformata di Hilbert discreta, v. 
Hilbert 

Trasformata di Laplace, 66 

Trasformata z, v. Zeta 

Trasformazione bilineare, v. Bilineare 

Trasformazioni di frequenza, 258-64 

Trasposizione, teorema di, 182-84, 208- 
209 

Tratto vocale, 541-43 

Troncamento, 440-43 


Uno, rappresentazione in complemen- 
to a, 4358-39 


Virgola fissa, algoritmi di FFT in, 
478-87 
Virgola fissa, numeri binari, in, 436-38 
Virgola fissa, realizzazioni in: 
di filtri FIR, 469-72 
di filtri IIR, 453-62 
Virgola mobile a blocchi, 486-87 
Virgola mobile, algoritmi di FFT in, 
488.91 
Virgola mobile, numeri binari in, 436- 


Virgola mobile, realizzazioni in: 
di filtri FIR, 472-75 
di filtri IIR, 462-69 


Vocalici, suoni, 542 
Voce, stima di parametri della, 541-50 


Welch, metodo di, 582-83 


Zeta, trasformata, 66-110 

campionamento della, 120-23 

chirp, 353-58 

definizione, 66 

diagramma di poli e zeri, 68-69, 72, 

93-96 

funzione di trasferimento, 90-96 

inversa, 74-79 

espansione in fratti semplici, 78-79 

integrazione complessa, 74-76 

serie di potenze, 76-78 

teorema di Cauchy, 74, 88 

uso della, 75-76 

monolatera, 66 

razionale, 80-81 

regione di convergenza, 67-73, 80-81 

sequenze di correlazione e covarian- 

za e la, 420-21 

serie di Laurent, 68 

teoremi e proprietà, 79-90 
bidimensionale, 96-101 
bilatera, 66 
coniugazione di 
plesse, 83 
convoluzione di sequenze, 83-85 
derivata di X(z), 83 
linearità, 81-82 
moltiplicazione per una sequenza 
esponenziale, 82-83 

regione di convergenza, 80-81 
relazione di Parseval, 89 
teorema della convoluzione com- 
plessa, 86-90 
teorema del valore iniziale, 83 
traslazione di una sequenza, 82 

trasformazione di Hilbert e, 369-85 


sequenze  com- 
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